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( 理论 物理 学 教程 ( 共 十 着 ) 是 一 部 享誉 世界 的 理论 物理 学 巨著 臣 皮 

映 经 典 物 理学 向 现代 物理 学 转变 的 里 程 碑 式 的 重要 著作 ， 于 1962 年 获得 列宁 
奖 。 原 着 为 俄 文 ， 现 已 有 十 余 种 文字 的 分 卷 译本 ， 六 种 文字 的 全 卷 译本 。 本 教 
程 中 的 七 卷 是 由 诸 贝 尔 物理 学 奖 获 得 者 、 苏联 科学 院 院 士 、 伟大 的 理论 物理 学 
家 用. 册 . 明道 和 他 的 学 生 、 苏 联 科学 院 院 士 、 杰 出 的 理论 物理 学 家 E. M. 票 
弗 席 效 在 20 世纪 40--50 年 代 陆 续 编 写 而 成 的 ， 另 外 三 卷 由 栗 弗 席 兹 和 俄 罗 


| 斯 科学 院 院 士 用 ,nn . 皮 塔 耶 夫 斯 基 等 人 按 朗 道 的 计划 在 20 世纪 60 一 70 年 代 | 


编写 完成 ， 后 经 不 断 补充 完善 ， 现 已 成 为 举世 公认 的 经 典 学 术 著 作 。 本 套 教程 
ESS 
安 观 的 各 个 领域 ， 各 卷 中 附 有 丰富 的 习题 及 解答 ， 是 学 习 理 论 物理 学 的 必 备 参 
考 书 。 


本 书 是 理论 物理 学 教程 ”的 第 二 卷 ， 根 据 俄 文 最 新 版 译 出 ， 讲 述 电磁 场 ， 


和 引力 场 的 经 典 理论 。 书 中 叙述 了 相对 性 原理 和 相对 论 力学 ， 基 于 最 小 作用 点 
理 的 电磁 场 方程 的 推导 ， 电 磁 波 的 传播 和 辐射 问题 ， 最 后 几 章 介绍 了 广义 相对 
论 ， 同 时 阐述 张 量 分 析 的 基础 理论 。 本 书 以 其 清晰 、 简 洁 的 风格 ， 例 题 的 原创 
性 和 多 样 性 而 备 受 欢迎 。 本 书 可 供 高 等 院 校 物理 专业 的 本 科 生 使 用 ， 也 可 供 相 
| 关 专 业 的 研究 生 和 科研 人 员 参 考 。 
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第 七 版 编者 序言 


E. M. 栗 上 弗 席 兹 从 1985 年 起 就 开始 准备 《 场 论 了 的 新 版 本 ,甚至 在 他 临 
终 前 在 医院 卧病 的 日 子 里 仍然 坚持 着 这 项 工作 。 他 建议 的 修改 在 这 个 版 本 里 
都 考虑 到 了 。 其 中 需要 指出 的 是 ,本 书 对 相对 论 力学 中 角 动 量 守恒 定律 的 证 
明和 进行 了 某 些 修改 , 对 引力 理论 中 克 里 斯 托 夫 符号 的 对 称 性 问题 进行 了 更 为 
详细 的 论述 。 在 电磁 场 应 力 张 量 的 定义 中 改变 了 符号 (在 上 一 版 本 中 这 个 张 
量 的 定义 方式 和 本 教程 其 余 几 卷 都 不 一 样 ) 。 

针对 本 书 出 版 的 准备 过 程 中 产生 的 一 系列 问题 ，B, 苞 . 沙 弗 朗 诺 夫 和 我 
进行 了 讨论 , 我 对 他 表示 感谢 。 


可 . II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 
1987 年 6 月 





第 六 版 友 盲 


本 书 第 一 版 问世 已 经 三 十 多 年 了 。 在 这 数 十 年 间 , 本 书 历 经 修改 和 增补 ， 
多 次 再 版 , 现在 的 篇 幅 和 最 初 相 比 几乎 增加 了 一 倍 。 但 是 , 庚 道 所 提出 的 构 
建 理论 的 方式 和 他 所 提倡 的 行文 方式 始终 无 须 改 变 , 其 主要 特点 就 是 一 一 追 
求 简 单 明 了 。 即 使 在 我 不 得 不 独自 一 人 完成 修订 工作 的 时 候 , 我 也 尽 一 切 努 
力 保 持 这 种 风格 。 

和 上 一 版 (第 五 版 ) 相 比 , 本 书 前 九 章 关 于 电动 力学 的 内 容 儿 乎 没有 变 
化 。 对 论述 引力 场 理论 的 相关 章节 作 了 修改 和 补充 。 这 些 章节 的 内 容 在 历次 
再 版 时 都 有 显著 增加 ,所 以 最 终 有 必要 对 这 些 内 容 进 行 重 新 编排 和 整理 。 

在 这 里 我 想 对 自己 的 所 有 同事 表示 深切 的 感谢 , 由 于 人 数 太 多 , 实 难 在 
此 一 一 列举 他 们 的 姓名 。 他 们 提出 大 量 意 见 和 建议 帮助 我 弥补 了 书 中 的 不 足 
之 处 ,使 本 书 得 以 不 断 完善 。 假 如 没有 这 些 建议 ,没有 这 些 在 我 遇 到 间 题 时 
随时 准备 提供 的 帮助 , 继续 出 版 这 套 教程 的 工作 肯定 会 困难 得 多 。 

我 要 特别 感谢 开 , II., 皮 塔 耶 夫 斯 基 , 我 一 直 和 他 讨论 修订 中 出 现 的 问 
题 。 也 要 特别 感谢 B. A. 别 林 斯 基 , 他 帮助 检查 了 全 书 的 公式 并 审读 了 校 样 。 


E. M. 栗 弗 席 效 
1972 年 12 月 


第 一 版 和 第 二 版 序 


il 


摘 采 


本 书 阅 述 电 磁场 和 引力 场 的 理论 , 也 就 是 电动 力学 和 广义 相对 论 。 完 整 
的 、 逻 辑 上 严谨 的 电磁 场 理 论 本 身 就 包含 了 狭义 相对 论 。 因 此 ，, 我 们 将 后 者 
作为 叙述 的 基础 。 基 本 关系 的 推导 以 变 分 原理 为 出 发 点 , 这 样 做 能 使 对 问题 
的 表述 达到 最 大 限度 的 普遍 性 和 统一 性 , 就 其 实质 而 言 , 给 出 最 为 简单 的 表 
述 。 

按照 我 们 对 《理论 物理 学 教程 》 的 整体 规划 (本 书 是 其 中 的 一 部 分 )， 
这 一 卷 完全 没有 涉及 连续 介质 的 电动 力学 问题 ,只 局 限 在 “微观 ”的 电动 力 
学 一 一 真空 和 点 电荷 的 电动 力学 。 

为 了 阅读 本 书 , 必须 了 解 普通 物理 学 课程 范围 内 的 电磁 现象 , 还 必须 熟 
练 掌握 矢量 分 析 。 不 要 求 读者 具有 张 量 分 析 的 预备 知识 ,因为 有 关内 容 会 在 
建立 引力 场 理 论 时 一 并 予以 叙述 。 


可 . 朗 道 , 下, 采 弗 席 兹 
莫斯科 , 1939 年 12 月 
莫斯科 ,1947 年 6 月 


重要 符号 


三 维 空间 中 的 量 
三 维 张 量 的 指标 用 希腊 字母 表示 
dV,df,dl 体积 元 , 面 元 , 线 元 
pP 和 2& 粒子 的 动量 和 能 量 
HN 蛤 密 顿 陋 数 
pp 和 4 电磁 场 的 标 势 和 矢 势 
百 和 五 电场 强度 和 磁场 强度 
p 和 j 电荷 密度 和 电流 密度 
d 电 偶 极 矩 
m 磁 偶 极 和 矩 

四 维 空间 中 的 量 
四 维 张 量 的 指标 用 拉丁 字母 表示 


字母 i,k,1,.… 的 取 值 范围 是 0,1,2,3 
采用 带 有 号 差 (+ 一 一 一 ) 的 度 规 

指标 的 上 移 和 下 移 法 则 一 一 在 16 页 

四 维 矢量 的 分 量 以 hi = (40, 4) 的 形式 列 出 


em 四 阶 反对 称 单位 张 量 , 并 且 e0l23 = 1 
(定义 见 19 页 ) 

df = dz0dzridz2dz5 四 维 体积 元 

dS’ 超 曲 面 元 (年 义 见 22 页 ) 

24 = (ct, 7) 四 维 径 矢 

vw’ = dzx’/ds 四 维 速 度 

p’: = (@/c,D) 四 维 动量 

7° = (cp, pv) 四 维 电 流 

Ai = (ww, A) 电磁 场 的 四 维 势 

Fr = 0k _ 94 由 维 电磁 场 张 量 (分 量 天 与 已 和 万 的 


‘= Gri _ Bre 
分 量 之 间 的 关系 见 69 页 ) 
Ti 四 维 能 量 动量 张 量 (其 分 量 的 定义 见 89 页 ) 


重要 符号 


在 引用 本 教程 其 他 各 卷 的 章节 和 公式 时 , 卷 号 与 书 名 的 对 应 关系 为 : 
第 一 卷 :《 力学 》, 俄 文 第 五 版 , 中 文 第 一 版 ; 

第 三 卷 :《 量子 力学 ( 非 相 对 论 理 论 )》, 俄 文 第 六 版 , 中 文 第 一 版 ; 
第 五 卷 :《 统计 物理 学 1 》, 俄 文 第 五 版 , 中 文 第 一 版 ; 

第 六 卷 :《 流体 力学 》, 俄 文 第 五 版 , 中 文 第 一 版 ; 

第 八 卷 ;:《 连续 介质 电动 力学 》, 俄 文 第 四 版 ,中文 第 一 版 。 


第 七 版 编者 序言 :3 i 
利 六 版 序言 oo» 31 
第 一 版 和 第 二 版 序言 摘录 -1 iii 
重要 符号 iv 
第 一 章 ” :相对 性 原理 视 宙 证 1 
81 相互 作用 的 传播 速度 .:，.，. :. ，，.， . . . . .，.，， .。.，，， 1 
82 间 隧 se 4 
83 固有 时 8 
84 这 10 
85 这 天 的 本 13 
86 四 维 矢 量 . 15 
87 四 维 速 度 . 24 
第 三 音 : 相 对 论 力 举证 97 
88 最 小 作用 量 原 理 .5 27 
89 能 量 与 动量 98 
810 分 布 沪 数 的 妆 拉 下 32 
§11 粒子 的 衰变 34 
812 py a 38 
813 尖子 的 弹 逢 圳 撞 生计 40 


814 友和 45 
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§1 相互 作用 的 传播 速度 


为 了 描述 自然 界 中 所 发 生 的 过 程 , 必须 有 一 个 所 谓 参 考 系 . 参考 系 应 理 
解 为 一 个 坐标 系 和 固定 在 这 个 坐标 系 里 的 钟 . 坐标 系 用 来 刻画 一 个 粒子 在 空 
间 的 位 置 , 钟 用 来 指示 时 间 . 

有 这 样 一 类 参考 系 , 在 其 中 , 一 个 目 由 运动 物体 , 即 一 个 无 外 力作 用 于 
其 上 的 运动 物体 , 是 以 恒定 速度 行进 的 . 这 类 参考 系 叫 做 惯性 系 . 

如 果 两 个 参考 系 彼 此 相对 作 和 匀速 直线 运动 ,而 其 中 的 一 个 又 是 惯性 系 ， 
那么 , 另外 一 个 显然 也 是 惯性 系 (在 这 个 参考 系 中 每 一 个 自由 运动 也 将 是 义 
速 直 线 运动 ). 因此 , 我们 可 以 有 任意 多 个 惯性 参考 系 , 它们 彼此 相对 作 勾 速 
直线 运动 . 

实验 表明 , 所 谓 相 对 性 原理 是 有 效 的 . 按照 这 个 原理 , 所 有 的 目 然 定律 
在 所 有 惯性 参考 系 中 都 是 相同 的 . 换 句 话说 , 表示 自然 定律 的 方程 对 于 由 一 
个 惯性 系 到 另 一 个 惯性 系 的 时 间 与 坐标 的 各 种 变换 来 说 是 不 变 的 . 这 就 是 说 ， 
描述 自然 界定 律 的 方程 ,如 用 不 同 的 惯性 参考 系 的 坐标 与 时 间 写 出 来 , 将 有 
同样 的 形式 . 

粒子 间 的 相互 作用 在 普通 力学 中 由 相互 作用 势能 来 描述 , 相互 作用 势能 
是 相互 作用 的 粒子 的 坐标 的 函数 . 很 容易 看 出 , 这 种 描述 相互 作用 的 方式 , 包 
含 着 一 个 假定 , 即 假定 相互 作用 是 瞬时 传播 的 . 事实 上 , 按照 上 面 的 说 法 , 每 
一 个 粒子 在 某 一 瞬时 受到 其 他 各 粒子 的 作用 力 , 仪 与 那些 粒子 在 该 瞬时 的 位 
置 有 关 . 在 这 些 相互 作用 的 粒子 中 ,如果 有 一 个 粒子 改变 了 位 置 ， 立刻 就 会 
影响 到 其 他 各 粒子 . 

然而 , 实验 表明 ， 瞬 时 的 相互 作用 在 自然 界 中 是 不 存在 的 . 因此 , 基于 
相互 作用 的 瞬时 传播 概念 的 力学 本 身 就 含有 某 些 不 准确 性 . 实际 上 ,如 果 相 
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互 作用 的 物体 中 的 一 个 发 生 任何 变动 , 仅仅 在 过 了 某 段 时 间 以 后 才能 影响 到 
其 他 物体 . 只 有 在 这 段 时 间 以 后 , 由 最 初 变动 所 产生 的 物理 过 程 才 开始 在 第 
二 个 物体 上 发 生 . 用 这 段 时 间 除 两 个 物体 间 的 距离 , 就 得 到 相互 作用 的 传播 
速度 . 

我 们 要 注意 , 这 个 速度 , 严格 地 说 , 应 该 称 为 相互 作用 的 最 大 传播 速度 . 
这 个 速度 仅仅 决定 某 一 物体 的 变动 开始 在 第 二 个 物体 上 表现 出 来 所 需要 的 时 
间 间 隔 . 显然 , 相互 作用 的 最 大 传播 速度 的 存在 , 同时 也 就 暗示 着 , 在 自然 界 
中 , 物体 运动 的 速度 一 般 不 可 能 大 于 这 个 速度 . 事实 上 , 假若 真 的 有 这 种 运动 
存在 , 那么 我 们 就 可 以 利用 这 种 运动 实现 一 个 相互 作用 , 其 传播 速度 比 上 面 
所 说 的 最 大 传播 速度 还 要 大 . 

从 一 个 粒子 向 另 一 个 粒子 传播 的 相互 作用 往往 叫做 “信号 ”, 它 由 第 一 
个 粒子 发 出 , 将 第 一 个 粒子 所 经 历 的 变化 “通知 ”第 二 个 粒子 . 因此 相互 作用 
的 传播 速度 称 为 信号 速度 . 

值得 注意 的 是 , 由 相对 性 原理 可 以 推断 相互 作用 的 传播 速度 在 所 有 惯性 
参考 系 中 都 是 一 样 的 . 因此 , 相互 作用 的 传播 速度 是 一 个 普 适 常数 . 

以 后 我 们 将 要 证 明 , 这 个 恒定 速度 就 是 光 在 真空 中 的 速度 . 我 们 通常 用 
字母 c 来 代表 光速 , 其 值 等 于 


c= 2.998 x 1010 cm/s. (1.1) 


这 个 速度 很 高 ,这 可 以 解释 经 典 力学 为 何在 大 多 数 情况 下 都 足够 精确 . 
我 们 有 机 会 遇 到 的 各 种 速度 通常 都 比 光速 小 得 多 ,以 至 假设 光速 为 无 限 大 ， 
对 结果 的 精确 性 并 无 实质 上 的 影响 . 

把 相对 性 原理 同 相 互 作用 传播 速度 的 有 限 性 结合 起 来 ,就 是 爱 因 斯 坦 
的 相对 性 原理 ( 爱 因 斯 坦 在 1905 年 提出 这 个 原理 ), 它 不 同 于 爷 利 略 的 相对 
性 原理 , 伽利略 的 相对 性 原理 基于 无 限 大 的 相互 作用 传播 速度 . 

以 爱 因 斯 坦 的 相对 性 原理 (以 后 我 们 通常 简称 它 为 相对 性 原理 ) 为 基础 
的 力学 , 称 为 相对 论 力学 . 在 运动 物体 的 速度 远 小 于 光速 的 极限 情形 下 , 我 
们 就 可 以 略 去 传播 速度 的 有 限 性 对 于 运动 的 影响 . 这 样 一 来 , 相对论 力学 就 
变 为 通常 的 力学 了 , 通常 的 力学 基于 相互 作用 瞬时 传播 这 一 假定 ; 这 种 力学 
称 为 牛顿 力学 或 经 典 力学 . 在 相对 论 力学 的 公式 中 , 取 ec 一 co 极限 , 就 可 由 
相对 论 力学 在 形式 上 过 渡 到 经 典 力学 . 

在 经 典 力学 中 , 距离 已 经 是 相对 的 , 就 是 说 ,不同 事件 的 空间 关系 依赖 
于 描述 这 些 事 件 所 用 的 参考 系 . 所 以 , 说 两 件 不 同时 的 事件 发 生 在 空间 同一 
点 上 ,或 者 更 普遍 而 言 , 说 两 件 不 同时 的 事件 发 生 在 彼此 间 有 一 定 距离 的 两 
点 上 , 只 有 当 我 们 指明 了 我 们 所 用 的 是 哪 一 个 参考 系 时 才 有 意义 . 
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男 一 方面 , 在 经 典 力 学 中 , 时 间 是 绝对 的 ; 换 名 话说, 经 典 力学 假定 时 
间 的 特性 与 参考 系 无 关 , 对 所 有 参考 系 来 说 , 时 间 只 有 一 个 . 这 就 是 说 , 假如 
对 于 某 一 个 观察 者 来 说 , 有 两 个 现象 是 同时 发 生 的 , 那么 , 对 所 有 其 他 观察 
者 来 说 ,这 两 个 现象 也 是 同时 发 生 的 . 更 普遍 而 言 , 两 个 给 定 事件 发 生 的 时 
间 间 隔 在 一 切 参 考 系 中 必须 一 样 . 

然而 , 很 容易 证 明 , 绝对 时 间 的 概念 是 与 爱 因 斯 坦 的 相对 性 原理 完全 冲 
突 的 . 为 了 说 明 这 一 点 , 我 们 只 需 回 忆 一 下 , 在 以 绝对 时 间 的 概念 为 基础 的 
经 典 力 学 中 , 速度 合成 的 通用 法 则 是 有 效 的 , 按照 这 个 法 则 , 复合 运动 的 合 
速度 简单 地 等 于 组 成 这 个 运动 的 各 个 速度 的 (矢量 ) 和 . 这 个 法 则 既然 是 普遍 
适用 的 , 就 应 该 可 以 应 用 于 相互 作用 的 传播 . 由 此 可 以 推出 , 传播 速度 在 不 同 
的 惯性 参考 系 中 必定 是 不 同 的 , 这 就 与 相对 性 原理 冲突 了 . 但 是 , 实验 完全 
证 实 了 相对 性 原理 . 在 1881 年 迈克 耳 孙 首次 测量 的 结果 显示 , 光速 与 其 传播 
方向 并 无 关系 ; 然而 , 按照 经 典 力学 , 光速 在 与 地 球 运 动 方 向 相同 的 方向 上 ， 
应 该 比 在 与 地 球 运动 方向 相反 的 方 回 上 为 小 ， 

因此 , 相对 性 原理 导出 一 个 结果 , 即时 间 不 是 绝对 的 . 在 不 同 的 参考 系 
中 , 时 间 的 流逝 也 是 不 同 的 . 所 以 ,“ 两 个 不 同 的 事件 之 间 有 一 定 的 时 间 间 隔 ” 
这 样 的 陈述 , 仅 在 肯定 地 指明 了 所 应 用 的 是 哪 一 个 参考 系 的 情况 下 才 有 意义 . 
特别 是 , 在 某 一 个 参考 系 内 同时 发 生 的 事件 , 对 男 一 个 参考 系 来 说 并 不 是 同 
时 的 . 

为 了 弄 清 楚 这 个 概念 , 我 们 先 考虑 下 面 的 简单 例子 . 

我 们 来 研究 两 个 惯性 参考 系 入 和 K', 其 坐标 轴 分 别 为 zyz 及 zr'y'z', 而 
K' 则 相对 于 下 沿 xz 和 zw’ 轴 向 右 运 动 (图 1). 





| 设 信号 从 z' 轴 上 某 一 点 4 向 两 个 相反 的 方向 发 出 . 既然 信号 在 K' 系 中 
的 传播 速度 , 正如 在 所 有 惯性 系 中 一 样 , (在 两 个 方向 上 ) 都 等 于 c, 那么 , 它 
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就 会 (在 K' 系 里 ) 同时 到 达 与 4 等 距离 的 两 点 BB 及 CC. 

但 是 , 很 显然 , 同样 的 两 事件 (信号 到 达 B 及 C 两 点 )， 对 于 在 天 系 
内 的 观察 者 来 说 , 绝 不 是 同时 的 . 实际 上 , 按照 相对 性 原理 , 信号 相对 于 K 
系 的 速度 也 等 于 c, 并 且 因 为 B 点 对 于 KK 系 而 言 , 是 对 着 向 它 发 出 的 信号 移 
动 , 而 C 点 则 背离 (由 4 向 C 发 出 的 ) 信号 移动 , 所 以 在 天 系 中 ,信号 到 达 
B 点 要 比 到 达 C 点 为 早 . 

因此 , 爱 因 斯 坦 的 相对 性 原理 使 基本 物理 概念 发 生 了 极 深 刻 的 和 根本 的 
改变 . 由 我 们 日 常生 活 经 验 所 导出 的 空间 和 时 间 的 概念 仅仅 是 近似 的 ,因为 
我 们 日 常生 活 所 过 到 的 速度 , 都 比 光速 小 得 多 . 


82 间隔 


以 后 我 们 常常 要 用 事件 这 一 概念 . 一 个 事件 是 由 其 发 生 的 地 点 及 其 发 生 
的 时 间 来 描述 的 . 因此 , 在 某 一 实物 粒子 上 所 发 生 的 事件 可 由 粒子 的 三 个 坐 
标 及 事件 发 生 的 时 间 来 决定 . 

为 表述 便利 起 见 , 使 用 一 个 假想 的 四 维 空间 往往 是 很 实用 的 . 在 这 个 四 
维 空间 的 四 个 轴 中 ， 三 个 用 来 刻画 位 置 坐 标 , 一 个 用 来 标示 时 间 . 在 这 个 空 
间 内 , 事件 可 用 点 来 表示 , 这 个 点 称 为 世界 点 . 在 这 个 假想 的 四 维 空间 内 , 每 
一 个 粒子 都 对 应 于 一 条 线 , 称 为 世界 线 . 这 条 线 上 的 各 点 决定 了 粒子 在 所 有 
时 刻 的 坐标 . 很 容易 证 明 , 与 一 个 作 勾 速 直线 运动 的 粒子 相对 应 的 世界 线 是 
一 条 直线 . 

现在 我 们 用 数学 形式 来 表示 光速 不 变 原 理 . 为 此 , 我 们 考虑 两 个 彼此 以 
恒定 速度 作 相 对 运动 的 参考 系 KK 及 K'. 这 时 我 们 选择 x 轴 与 xz' 轴 重 合 , 而 
y 和 zz 轴 则 分 别 与 y 和 z’ 四 平行 , 并 以 t 和 # 分 别 表 示 在 KK 和 K' 参考 系 内 
的 时 间 . 

设 第 一 个 事件 是 : 在 KK 系 内 的 妇 时 刻 从 具有 坐标 zz, Yi, zi (在 同一 人参 
考 系 中 ) 的 点 送出 一 个 以 光速 传播 的 信号 .我 们 就 在 K 系 内 观察 这 个 信号 的 
传播 . 再 设 第 二 个 事件 是 : 信号 在 妇 时 刻 到 达 点 za, 加 ,22. 信号 传播 的 速度 
既然 是 c, 所 以 它 所 经 过 的 距离 就 是 cltz 一 机). 另 一 方面 , 这 同一 个 距离 又 等 
于 [(z2 一 2021? 十 (V2 一 ?十 (22 一刀 )222. 因此 , 我们 可 以 写 出 KK 系 内 两 个 事 
件 的 坐标 的 关系 : 


(za 一 Z1)2 + (ga 一 及 大 十 (za 一 2 大 一 呈 ( 妇 一 让 帮 =0. (2.1) 


同样 两 个 事件 , 即 该 信号 的 传播 , 也 可 以 在 K' 系 内 观察 : 
设 第 一 个 事件 在 K’ 内 的 坐标 为 四 ,， 信 ， 当 ,者 ， 而 第 二 个 事件 则 为 
zZ2， 人 以 ， 为 ,区 .按照 光速 不 变 原理 ， 信 号 传播 的 速度 在 天 ' 系 内 与 在 系 


$2 间 隔 ‘5. 


内 相同 , 所 以 我 们 得 到 与 (2.1) 式 相 似 的 方程 


(22 — 721) + (y2 — NH) + 7) c(t) =0. (2.2) 
假如 z1, ,2z1, ti 及 z2, yz,z2,t2 是 任何 两 个 事件 的 坐标 , 则 
s12 = [c(t2 —t1)? — (x2 — £1)? — (ya — 11)? — (22 — 21)2]/? (2.3) 
称 为 这 两 个 事件 的 间隔 . 


因此 , 由 光速 不 变 原 理 , 我 们 可 以 断定 , 假如 两 个 事件 的 间隔 在 某 一 个 
坐标 系 内 为 零 , 那么 , 它 在 所 有 其 他 坐标 系 内 均 为 等 
如 果 两 个 事件 彼此 无 限 地 接近 , 那么 , 其 间隔 ds 将 满足 下 面 的 方程 : 


ds = c*dt* — dx” 一 do 一 dz (2.4) 


从 数学 形式 上 看 , 表达 式 (2.3) 和 (2.4) 容许 我 们 把 该 间隔 设想 为 四 维 
空间 内 两 点 之 间 的 距离 (该 空间 的 4 个 轴 以 xz,y,z 和 积 ct 标记 ) . 但 是 , 构 
成 这 个 量 的 法 则 与 普通 几何 的 法 则 之 间 有 一 个 根本 区 别 : 在 构成 间隔 的 平方 
时 , 沿 不 同 轴 的 坐标 差 平 方 是 以 相 异 而 非 相 同 的 运算 符号 求 和 的 . 包 

上 面 已 经 证 明 , 如 果 在 某 一 惯性 系 内 ds = 0, 则 在 任 一 其 他 惯性 系 内 也 
有 ds' = 0. 此 外 , ds 与 ds' 为 同 阶 的 两 个 无 穷 小 量 . 由 以 上 两 个 情况 可 以 得 
出 结论 , ds? 与 ds?” 彼此 必须 成 比例 : 


ds? = ads®, 


而 且 其 中 系数 a 仅 与 两 个 惯性 系 的 相对 速度 的 绝对 值 有 关 . 系数 a 不 可 能 与 
坐标 或 时 间 有 关系 , 否则 , 空间 的 不 同 点 及 时 间 的 不 同时 刻 就 不 等 价 了 , 这 
是 与 时 间 及 空间 的 均匀 性 相 巴 盾 的 . 系数 a 也 不 可 能 与 惯性 系 的 相对 速度 的 
方向 有 关 , 因为 这 就 与 空间 的 各 问 同 性 的 性 质 相 矛盾 了 . 

考虑 三 个 参考 系 久 , Ki, Kz2, 令 六 和 人 访 为 Ki 和 Ks 相对 于 KK 的 速度 ， 
则 我 们 有 : 

ds2 = a(Vi)ds?, ds2 = a(V2)ds2. 
类 似 地 , 我 们 可 以 写 出 
ds? = a(Vi2z)dsz, 


式 中 Vis 是 Ks 相对 于 Ki 速度 的 绝对 值 . 相互 比较 这 些 关 系 之 后 , 我 们 发 现 
必须 有 
a(V2) 
a(Vi) 
@ 二 次 式 (2.4) 所 描述 的 四 维 几 何 , 是 H. 闵可夫 斯 基 为 相对 论 而 引入 的 . 这 种 几何 称 为 伪 
欧 几 里 得 几何 , 以 区 别 于 普通 的 欧 几 里 得 几何 . 





= a(Vi2)- (2.5) 
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但 是 , Vis 不 仅 依 赖 于 矢量 Vi 和 Wi 的 绝对 值 , 而 且 依 赖 于 它们 之 间 的 夹 角 . 
不 过 , 这 个 角 在 (2.5) 式 左 边 并 未 出 现 . 因此 显而易见 , 这 个 公式 只 有 当 函 数 
a(V) 为 一 常数 时 才 成 立 , 根据 同一 公式 , 该 常数 应 等 于 1. 
因此 ， 
ds’ = ds/”， (2.6) 


再 从 无 限 小 间 隅 的 相等 得 出 有 限 间 隔 的 相等 : s = 8/. 

因此 , 我 们 得 到 一 个 很 重要 的 结论 : 两 个 事件 的 间隔 在 所 有 惯性 参考 系 
里 都 是 一 样 的 , 即 当 由 一 个 惯性 参考 系 变换 到 任何 其 他 惯性 参考 系 时 , 它 是 
不 变 的 . 这 个 不 变性 就 是 光速 不 变 的 数学 表示 . 

再 次 假设 z1, 级, 21, ti 及 72,Yy2,z2,t2 是 在 某 一 个 参考 系 K 内 的 两 个 
事件 的 坐标 . 我 们 要 间 , 是 否 有 一 个 参考 系 K' 存在 , 在 其 中 这 两 个 事件 在 同 
一 空间 点 发 生 ? 

我 们 采用 下 面 的 符号 : 


ta—ti=tiz, (za 一 Z1) 十 (oa 一 2)” 十 (z2 一 21)” = ls. 


于 是 , 在 KK 系 内 , 两 个 事件 之 间 的 间隔 是 : 


2 _ 2,2 2 
812 = C ti2 一 /12， 


而 在 K' 系 内 则 是 
812 Ce “人 全; 
并 且 因 为 间隔 的 不 变性 , 所 以 
ct 一 lfz = C2 一! 入- 
我 们 要 求 两 个 事件 在 K’' 系 中 的 同一 点 发 生 , 即 要 求 名 =0. 这 时 


312 = C tis — Lf, = ct >0. 
因 之 , 如果 sf。> 0, 即 如 果 两 个 事件 的 间隔 是 实数 的 话 , 则 具有 我 们 所 要 求 
特性 的 参考 系 是 存在 的 . 实数 间隔 称 为 类 时 间隔 . 

因此 , 者 两 个 事件 的 间隔 是 类 时 的 , 那么 就 有 这 样 一 个 参考 系 存在 , 在 
其 中 两 个 事件 发 生 于 同一 地 点 . 在 这 个 系统 内 , 这 两 个 事件 的 时 间 间 隔 等 于 


1 S12 
t12 = azV c2ti, — lf = ey (2.7) 
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在 任何 两 个 事件 在 同一 物体 上 发 生 , 那么 , 它们 的 间隔 将 永 为 类 时 的 . 
事实 上 , 因为 物体 运动 的 速度 不 可 能 大 于 c, 所 以 在 两 个 事件 之 间 , 物体 所 行 
走 的 距离 不 可 能 大 于 ctiz, 因此 我 们 永远 有 


li2 < cti2. 


现在 我 们 再 问 , 能 否 找 到 一 个 参考 系 , 在 其 中 这 两 个 事件 会 同时 发 生 ? 
同上 面 一 样 , 我 们 在 KK 及 K' 两 个 参考 系 中 有 c* 妇 2s 一 lo = ct 一 二 .我们 要 
求 者 。 = 二 0, 从 而 


因 之 , 仅 当 两 个 事件 的 间隔 st 是 虚数 的 情况 下 , 我 们 才 可 以 找到 所 要 求 的 
参考 系 .虚数 间隔 称 为 类 空间 隔 . 

因此 , 大 两 个 事件 的 间 隐 是 类 空 的 , 那么 就 有 一 个 参考 系 存 在 , 在 其 中 ， 
两 个 事件 同时 发 生 . 在 这 个 参考 系 中 发 生 这 两 个 事件 的 两 点 间 的 距离 等 于 


la 一 V (> = c2t2, 一 1S12， (2.8) 


由 于 间隔 的 不 变性 , 将 其 分 为 类 空间 隔 及 类 时 间隔 具有 绝对 的 意义 . 这 
就 是 说 ,一 个 间隔 的 类 空 性 或 类 时 性 与 参考 系 无 关 . 

取 某 一 个 事件 O 作为 时 间 及 空间 坐标 的 原点 . 换 句 话说 ,其 轴 上 标 有 
7T,Yy,z,t 的 四 维 坐 标 系 中 ,事件 O 的 世界 点 就 是 坐标 系 的 原点 . 现在 我 们 来 
研究 所 有 其 他 事件 对 于 本 事件 O 的 关系 . 为 了 便于 作 图 说 明 , 我 们 只 考虑 一 
维 空间 与 时 间 , 并 将 它们 取 在 图 2 的 两 个 轴 上 . 一 个 当 上 =0 时 经 过 zz=0 点 
的 粒子 的 匀速 直线 运动 ,可 以 用 一 条 直线 来 表示 , 这 条 直线 经 过 O 点 ,与 t 
轴 成 一 和 角 , 此 角 的 正切 等 于 粒子 的 速度 . 因为 最 大 可 能 的 速度 是 c, 所 以 这 条 
直线 与 t 轴 所 成 之 角 也 有 一 个 最 大 值 . 图 2 中 有 两 条 直线 ,代表 两 个 信号 经 
过 事件 O( 即 当 t=0 时 经 过 z=0) (以 光速 ) 向 相反 两 个 方向 的 传播 . 所 有 
代表 粒子 运动 的 直线 只 能 在 aOc 及 dOb 两 个 区 域内 . 显然 , 在 直线 ab 及 cd 
上 ,zz= 士 ct. 我 们 先 研究 世界 点 在 aOc 区 域内 的 那些 事件 . 很 容易 理解 , 在 这 
个 区 域内 的 所 有 的 点 , ce? 箭 一 2Z2 > 0. 换 句 话说 , 在 这 个 区 域内 的 任何 事件 与 
O 事件 的 间隔 是 类 时 的 . 在 这 个 区 域内 上 > 0, 即 其 中 所 有 的 事件 都 发 生 在 O 
事件 之 “后 ”. 但 是 两 个 事件 若 被 类 时 间隔 所 分 开 , 无 论 在 哪 一 个 参考 系 内 都 
不 可 能 同时 发 生 . 可 见 , 不 可 能 找到 一 个 参考 系 , 其 中 aOc 区 域 的 任何 事件 
会 在 事件 O 之 “前 ”发 生 , 即 在 上 41<0 时 发生 . 因此 , 在 aOc 区 域内 的 所 有 事 
件 对 O 来 说 在 任何 参考 系 中 都 是 未 来 的 事件 . 所 以 , 这 个 区 域 对 事件 O 来 说 
可 称 为 绝对 未 来 . 





完全 类 似 地 , 所 有 在 区 域 bOd 内 的 事件 对 O 来 说 都 是 绝对 过 去 ， 即 本 
区 域内 的 事件 , 无 论 在 任何 参考 系 中 都 在 O 事件 前 发 生 . 

最 后 , 再 研究 dOa 及 c95 两 个 区 域 . 本 区 域内 的 任何 事件 与 O 事件 的 间 
隔 都 是 类 空 的 . 这 些 事件 在 任何 参考 系 中 发 生 在 空间 里 的 不 同 点 . 因此 , 这 些 
区 域 对 于 O 来 说 都 可 称 为 绝对 分 隔 . 但 是 , 关于 这 些 事件 的 “同时 ”、“ 较 早 ” 
及 “ 较 晚 ” 等 概念 都 是 相对 的 . 对 这 些 区 域内 的 任何 事件 来 说 , 在 一 些 参 考 系 
中 ,此 事件 在 O 事件 后 发 生 ; 在 另 一 些 参 考 系 中 , 此 事件 在 O 事件 前 发 生 ; 
最 后 也 有 一 个 参考 系 存在 , 在 其 中 此 事件 与 O 事件 同时 发 生 . 

我 们 要 注意 , 如 果 考 虑 所 有 三 个 空间 坐标 轴 , 而 不 只 考虑 一 个 空间 坐标 
轴 , 那么 , 代替 图 2 中 的 两 条 相交 的 线 , 在 四 维 空间 坐标 系 x,y,z,t 内 , 我们 
将 有 一 个 “圆锥 体 ”z2 +y2 +z2 -czt 妇 =0, 圆锥 体 的 轴 与 t 轴 重合 (这 个 圆 
锥 体 称 为 光 锥 ) . 这 时 , 绝对 未 来 与 绝对 过 去 就 由 锥 体 的 两 个 内 区 域 来 代表 . 

两 个 事件 仅仅 在 其 间隔 是 类 时 间隔 的 情况 下 , 彼此 才能 有 因果 关系 ; 这 
可 由 相互 作用 的 传播 速度 不 能 大 于 光速 这 一 事实 直接 推出 来 . 如 我 们 刚才 已 
经 看 到 的 , 正 是 对 这 些 事 件 来 说 ,“ 较 早 ” 与 “ 较 晚 ”等 概念 才 有 绝对 意义 ,而 
这 一 点 又 是 使 因果 概念 具有 意义 的 必要 条 件 . 
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假设 我 们 在 某 一 个 惯性 参考 系 内 观察 一 只 钟 , 这 只 钟 相 对 于 我 们 可 作 任 
意 形式 的 运动 . 在 各 个 不 同 的 时 刻 , 该 钟 的 运动 可 以 认为 是 匀速 的 . 因此 ,在 
每 一 时 刻 , 我 们 可 以 引入 一 个 固 联 于 运动 钟 上 的 坐标 系 , 这 个 坐标 系 ( 和 该 
钟 在 一 起 ) 也 是 一 个 惯性 参考 系 . 

在 无 限 小 的 时 间 间 隔 dt 内 (根据 我 们 静止 系 内 钟 的 读数 ), 运动 的 钟 
所 行进 的 距离 是 Vdz? + dy? 二 dz?. 我 们 要 问 ， 这 段 时 间 运 动 的 钟 所 指示 
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的 时 间 间 隔 dt 又 如 何 ? 在 与 运动 的 钟 固 联 的 坐标 系 内 , 钟 是 静止 的 ， 即 
dz' = dy = dz' =0, 因为 间隔 是 不 变 的 , 所 以 


ds = cdt* 一 dz 一 dy — dz? = c*dt®?, 


dz2 十 dzy2 十 dz? 
ft =dti/l 一 一 -一 一 一 一 ， 
人 RT 


dz2 十 dy 十 dz? 2 
0 

其 中 % 为 运动 的 钟 的 速度 ; 所 以 
ds 2 


1_08 _ oi 
dt ==dy1l- (3.1) 


将 上 式 积分 , 我 们 可 以 得 到 , 当 静 止 的 钟 所 行走 的 时 间 为 2 一刀 时 , 运动 的 


钟 所 指示 的 时 间 间 隔 是 
t2 
-三 ay1- 握 (3.2) 


随 着 某 一 给 定 物体 一 同 运动 的 钟 所 指示 的 时 间 , 称 为 该 物体 的 固有 时 . 
公式 (3.1) 及 (3.2) 是 将 固有 时 通过 观察 运动 的 参考 系 的 时 间 表 示 出 来 . 

由 (3.1) 及 (3.2) 可 见 , 一 个 运动 物体 的 固有 时 永远 较 在 静止 系 内 相对 
应 的 时 间 间 隔 为 小 . 换 名 话说 , 运动 的 钟 较 静 止 的 钟 走 得 慢 些 . 

假设 有 一 只 钟 相 对 于 某 一 惯性 参考 系 K 作 人 匀速 直 线 运 动 . 一 个 同 这 只 钟 
固 联 着 的 参考 系 K' 也 是 惯性 系 . 从 KK 系 内 的 观察 者 来 看 , K' 系 内 的 钟 走 慢 
了 . 反 过 来 说 , 从 K' 系 内 的 观察 者 来 看 , K 系 内 的 钟 走 慢 了 . 为 了 使 我 们 相 
信 这 是 不 矛盾 的 , 可 以 注意 下 面 的 事实 , 为 了 确定 K' 系 内 的 钟 比 KK 系 内 的 
钟 慢 , 我 们 必须 按 下 述 方法 去 做 . 假设 在 某 一 时 刻 , K' 内 的 那 只 钟 经 过 内 
的 一 只 钟 的 旁边 , 而 在 这 一 时 刻 , 两 只 钟 所 指示 的 时 间 恰 好 一 样 . 为 了 比较 
K 及 K' 内 钟 的 快慢 , 我们 必须 再 次 将 K' 内 同一 只 动 钟 的 读数 与 KK 内 的 钟 
的 读数 作 比 较 . 但 是 在 新 的 时 刻 , K’' 内 的 钟 将 从 KK 内 的 另 一 些 钟 旁边 经 过 ， 
现在 我 们 就 将 运动 的 钟 与 那些 钟 比较 . 这 时 我 们 发 现 , K’' 内 的 钟 比 借以 比较 
的 K 内 的 钟 走 得 慢 . 由 此 可 见 , 为 了 比较 两 个 参考 系 内 的 钟 的 快慢 , 我 们 需 
要 在 一 个 参考 系 内 有 几 只 钟 ， 而 在 另 一 个 参考 系 内 有 一 只 钟 . 因此 这 种 过 程 
对 这 两 个 参考 系 来 说 , 并 不 是 对 称 的 . 与 另 一 参考 系 内 不 同 的 一 些 钟 相 比较 
的 那 一 只 钟 总 是 走 得 慢 的 钟 . 


由 此 可 得 


但 是 
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假设 我 们 有 两 只 钟 , 其 中 之 一 描绘 一 闭合 路 径 , 又 回 到 出 发 点 ( 即 静 目 
的 钟 所 在 之 点 ), 显然 运动 的 钟 慢 了 (与 静止 的 钟 相 比 ) . 相反 , 若 设 想 运动 
的 钟 静止 (而 静止 的 钟 运 动 ), 就 不 能 做 上 面 的 推论 了 , 因为 那 只 钟 既然 描绘 
了 一 条 闭合 曲线 , 它 的 运动 就 不 是 匀速 直线 运动 , 因而 与 之 相连 的 参考 系 就 
不 是 惯性 系 . 

因为 自然 定律 只 有 在 不 同 的 惯性 系 内 才 是 一 样 的 , 与 静止 的 钟 相 连 的 系 
统 (惯性 系 ) 及 与 运动 的 钟 相连 的 系统 ( 非 惯 性 系 ) 具有 不 同 的 特性 , 因而 导 
致 静止 的 钟 应 当 变 慢 这 个 结论 的 论证 就 不 对 了 . 

一 只 钟 所 指示 的 时 间 间隔 , 等 于 沿 着 钟 的 世界 线 而 取 的 积分 < / ds. 候 


如 钟 是 静止 的 ， 则 显然 它 的 世界 线 是 一 条 与 土 轴 平行 的 直线 ; 假如 钟 在 闭合 
路 径 上 作 非 匀速 运动 而 且 又 回 到 出 发 点 , 那么 , 它 的 世界 线 就 是 一 条 曲线 ， 
这 条 曲线 经 过 静止 钟 的 直 的 世界 线 的 两 点 ,这 两 点 对 应 运动 的 起 点 及 终点 . 
男 一 方面 , 我 们 看 到 , 静止 钟 所 指示 的 时 间 间 隔 永 远 较 运动 钟 所 指示 的 为 大 . 
因此 , 我 们 得 到 一 个 结论 ， 在 两 个 世界 点 间 所 取 的 积分 / ds， 如 果 是 沿 着 连 


接 这 两 点 的 直 的 世界 线 进行 则 有 最 大 值 人 @. 
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我 们 现在 的 目的 是 要 找 出 从 一 个 惯性 系 到 男 一 个 惯性 系 的 变换 公式 , 根 
据 这 个 公式 ， 当 某 一 个 事件 在 KK 系 内 的 坐标 z, y, z,t 上 为 已 知 时 , 就 可 以 找 
到 同一 事件 在 另 一 个 惯性 系 K’' 内 的 坐标 x',y ,zz',t. 

在 经 典 力学 中 , 这 个 问题 可 以 很 简单 地 解决 . 由 于 时 间 的 绝对 性 , 我 们 
有 t=t; 其 次 ,假若 坐标 轴 的 取 法 和 通常 一 样 ( 即 z, z' 两 轴 重 合 ,y, z 分 别 
与 y, z' 轴 平 行 , 运动 是 沿 着 xz, z' 轴 ), 那么 很 明显 , y, z 就 等 于 W , zx， 而 
7 与 z' 则 相差 一 个 距离 , 即 一 个 坐标 系 相对 于 男 一 坐标 系 所 走 的 距离 . 假如 
两 个 坐标 系 重 合 的 时 刻 被 取 为 时 间 的 原点 , 并 假设 K' 系 对 于 K 系 的 相对 运 
动 的 速度 为 V, 那么 , 这 个 距离 就 是 Vt. 所 以 ， 


T=7X +Vti, y=y, z=2, t=t.. (4.1) 


这 些 公 式 称 为 伽利略 变换 . 很 容易 证 明 , 这 个 变换 式 , 如 我 们 所 预料 的 一 样 ， 
不 能 满足 相对 论 的 要 求 ; 这 个 变换 式 不 能 使 事件 与 事件 之 间 的 间隔 不 变 . 
我 们 将 从 事件 之 间 间 隔 不 变 的 要 求 出 发 , 推出 相对 论 的 变换 公式 . 
@ 当然 ， 需 假设 a 及 5 两 点 和 连接 它们 的 曲线 满足 如 下 要 求 : 沿 该 曲线 的 所 有 线 元 ds 都 


是 类 时 的 . 积分 的 这 个 性 质 同 四 维 几 何 的 伪 欧 几 里 得 特性 有 关 . 在 欧 几 里 得 空间 中 , 这 个 积分 沿 
直线 当然 取 最 小 值 . 
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正如 在 $2 里 所 看 到 的 ,二 事件 间 的 间隔 可 以 认为 是 在 四 维 空间 内 的 相 
对 应 的 两 个 世界 点 间 的 距离 , 因此 我 们 可 以 说 , 所 要 求 的 变换 ,必须 使 在 四 
维 空间 z, y, z, ct 内 的 所 有 距离 不 变 . 但 是 这 些 变换 仅仅 包含 坐标 系 的 平移 
与 转动 . 其 中 , 我 们 对 于 坐标 轴 相 对 于 上 自己 作 的 平移 并 无 兴趣 , 因为 这 不 过 是 
将 空间 坐标 的 原点 移动 一 下 , 并 将 时 间 的 参考 点 改变 一 下 而 已 . 所 以 ,所 要 
求 的 变换 , 在 数学 上 应 当 表 示 为 四 维 坐 标 系 z, y, z, ct 的 转动 . 

四 维 空 间 内 的 一 切 转动 可 以 分 解 为 六 个 分 别 在 六 个 平面 zy，zy，zz， 
tz, ty, tz 内 的 转动 (正如 在 三 维 空间 内 的 一 切 转 动 可 以 分 解 为 三 个 分 别 在 
zy ,yz, ZZ 三 个 平面 内 的 转动 一 样 ) . 其 中 , 前 三 个 转动 仅仅 变换 空间 坐标 ， 
它们 对 应 通常 的 空间 转动 . 

我 们 研究 在 tz 平面 内 的 转动 , 这 时 y 与 z 坐标 是 不 变 的 . 具体 地 说 ,这 
个 变换 必须 使 差 值 (ct)? 一 2, 即 点 (ct,x) 到 原点 “距离 ”的 平方 保持 不 变 . 新 
旧 坐 标的 关系 最 一 般 地 由 以 下 二 式 决 定 : 


T=7x coshy tet sinhy, ct= 2 sinhy + cet coshwy, (4.2) 


式 中 少 为 转动 角 ; 简单 验算 表明 , 实际 上 有 c212 一 2? = c2t2 一 z2，(4.2) 式 
与 坐标 轴 转 动 变换 的 通常 公式 不 同 之 处 在 于 , 后 者 中 的 三 角 旺 数 换 成 了 双 曲 
函数 . 这 就 是 伪 欧 几 里 得 几何 与 欧 几 里 得 几何 的 差别 . 

我 们 现在 要 找 出 由 一 个 惯性 参考 系 KK 到 另外 一 个 惯性 系 K' 的 变换 公 
式 , K' 以 速度 立 沿 z 轴 对 天 作 相 对 运动 . 在 此 情况 下 , 显然 只 有 空间 坐标 z 
与 时 间 t 发 生变 化 . 所 以 这 个 变换 必须 有 (4.2) 的 形式 . 现在 只 剩 下 决定 转动 
角 y 的 问题 , wy 仅 与 相对 速度 六 有 关中 . 

我 们 来 研究 参考 系 K' 的 原点 在 K 内 的 运动 . 这 时 x' = 0, 而 公式 (4.2) 
可 写成 


和 一 cl sinhy, ct= ct coshy, 


相 除 可 得 


= = tanh ww. 


但 xz/t 显然 是 K' 对 KK 的 速度 V. 因此 ， 
tanhw» = 
Cc 


Q@ 注意 , 为 了 避免 弄 混 , 以 后 永远 用 V 表示 两 个 惯性 系 相 对 运动 的 恒定 速度 , 用 v 表示 粒 
子 运 动 的 速度 ,wv 并 不 必须 为 常数 . 
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由 此 得 








fr 一， -信友 务 - (4.3) 
Ve 2 


这 就 是 所 要 求 的 变换 公式 , 它们 被 称 为 洛 伦 兹 变换 ,是 今后 讨论 的 基础 . 

用 xz,y,z,t 来 表示 x’, yz’,t 的 逆 公 式 只 需 以 -V 代替 V 便 得 (因为 
KK 系 以 速度 -V 相对 K' 运动 ) . 这 些 公 式 也 可 直接 求解 方程 式 (4.3) 得 到 . 

由 (4.3) 式 易 见 , 取 ce 一 oo 的 经 典 力 学 极限 , 洛 伦 效 变换 事实 上 就 过 湾 
到 伽利略 变换 了 . 

当 V>c 时 ,(4.3) 式 中 的 z,t 变 成 虚数 ; 这 与 运动 速度 不 可 能 大 于 光速 
的 事实 符合 . 此 外 , 我 们 也 不 可 以 用 以 光速 运动 的 参考 系 ,因为 在 这 种 情形 
下 ,(4.3) 式 的 分 母 将 为 零 ， 

当 V 比 光 速 小 很 多 时 , 我 们 可 以 用 下 面 的 近似 公式 代替 〈4.3) : 


2 一 2 十 YY，VV=VY，2z=2， 让 十 三 (4.4) 


假设 在 天 系 内 有 一 根 平行 于 zx 轴 的 静止 杆 . 假定 它 在 天 系 内 测定 的 长 
度 为 Az = zz 一 2Z1 (zx2 及 zl 为 杆 两 端 在 KK 系 内 的 坐标 ) . 我 们 现在 来 求 此 
杆 在 K' 系 内 的 长 度 . 为 此 目的 , 我 们 需要 在 同一 时 刻 立 找 出 杆 两 端 在 天 内 
的 坐标 zs 及 zi. 由 (4.3) 我 们 得 到 








杆 的 固有 长 度 是 它 在 相对 它 静 止 的 参考 系 内 的 长 度 . 以 lo = Az 代表 这 
个 固有 长 度 , 以 ! 代表 它 在 任何 其 他 参考 系 K' 内 的 长 度 . 那么 ， 


2 
1 = Vi- La (4.5) 
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因此 , 一 根 杆 在 它 是 静止 的 那个 参考 系 内 最 长 . 在 它 是 以 速度 Y 运动 的 
2 
那个 参考 系 内 , 它 的 长 度 就 要 减少 一 个 因子 4/1 - La 相对 论 的 这 个 结果 称 


为 洛 伦 兹 收缩 . 
因为 物体 的 横向 尺度 (如 宽 及 高 ) 都 不 因 运 动 而 变 , 所 以 它 的 体积 Y 也 


按照 相似 的 公式 收缩 , 即 
2 
y=%Y1- 万 (4.6) 


其 中 % 代表 物体 的 固有 体积 . 

由 洛 伦 效 变换 , 还 可 以 得 到 我 们 已 经 知道 的 有 关 固 有 时 (83) 的 结果 . 假 
设 在 天 ' 系 内 有 一 只 静止 的 钟 . 我 们 假定 有 两 个 事件 发 生 在 K' 内 同一 空间 点 
z',Yy ,Zz ,在 K’ 内 这 两 事件 之 间 的 时 间 为 At = 龙 - 首 . 现在 我 们 要 找 出 , 在 
K 系 内 , 同样 的 两 事件 之 间 的 时 间 At 由 (4.3) 得 











网 i 
1 V2 2 V2 
A | 
c2 c 
相 减 则 得 
At 
to —t] = At= 
V2 
| 
Cc2 


这 一 公式 与 公式 (3.1) 完全 符合 . 

最 后 , 我 们 再 谈 谈 洛 伦 兹 变换 有 别 于 佑 利 略 变换 的 男 一 个 一 般 性 质 . 后 
者 具有 可 对 易 性 , 即 接连 两 次 伽利略 变换 《具有 不 同 速度 VW 和 WW) 的 联合 
结果 与 施行 变换 的 顺序 无 关 . 为 一 方面 , 接连 两 次 洛 伦 兹 变换 的 结果 一 般 却 
依赖 于 它们 的 顺序 . 这 一 点 已 经 可 以 从 我 们 将 这 些 变换 公式 描述 为 四 维 坐标 
系 的 转动 而 纯 数学 地 看 出 来 : 我 们 知道 , 两 次 转动 ( 绕 不 同 轴 ) 的 结果 依赖 
于 施行 它们 的 顺序 . 唯一 的 例外 是 矢量 Vi 和 WW 平行 的 变换 情况 (这 等 价 于 
四 维 坐 标 系 绕 相同 轴 的 两 次 转动 ) . 
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在 上 节 中 , 我 们 求 得 一 些 公式 , 用 这 些 公式 , 我 们 能 够 从 一 个 事件 在 一 
个 参考 系 内 的 坐标 找 出 同一 事件 在 第 二 个 参考 系 内 的 坐标 . 现在 我 们 要 求 出 
公式 , 用 以 表示 一 个 实物 粒子 在 一 个 参考 系 内 的 速度 与 其 在 第 二 个 参考 系 内 
的 速度 之 间 的 关系 . 

我 们 再 一 次 假定 K' 系 相对 于 K 系 以 速度 Y 沿 > 轴 运 动 . 设 vs = dz/dt 
为 粒子 在 系统 K 内 的 速度 的 分 量 , 而 v= dz'/dt 为 同一 粒子 在 系统 K' 内 


. 14 - 第 一 章 ”相对 性 原理 
的 速度 的 分 量 . 由 (4.3) , 得 


V 
证 / qt 十 一 QZ/ 
A A A C 


CW V2. 


用 第 四 个 方程 除 前 三 个 并 引入 速度 


dz 


ee dr dr’ 
dt’ dt’ 
则 得 
V? V< 
Gh EA Yh We 
2/ +V Uy 2 z 2 
Vz 一 一 T， Vy 一 一 一 ， Vz 一 一 六， (5.1) 
f 8 

l + Vrs l+v 3 l+vr3 


这 些 公式 就 决定 了 速度 的 变换 . 它们 是 相对 论 里 的 速度 合成 法 则 , 在 极限 情形 
下 , 即 c 一 co 时 , 它们 就 变 为 经 典 力 学 里 的 公式 : 


f f 
Vz =V+V Vy=V,, Vz = Vv>. 


在 粒子 沿 z 轴 运 动 的 特殊 情况 下 , wz =v, w= 二 vz = 二 0. 那么 ,v= v= 
0, v= 二 v ,并且 
vi+V 
vv 二 a 
1 +v 
很 容易 证 明 ,如 果 两 个 速度 各 小 于 或 等 于 光速 , 其 合成 速度 , 根据 这 个 
公式 , 也 不 会 大 于 光速 . 
假如 速度 V 比 光 速 c 小 很 多 (wv 可 以 是 任意 的 ) , 我 们 将 近似 地 (精确 到 
Vc 的 项 ) 得 到 


(5.2) ， 


12 
vz 一 加 十 也 @ 一 时 ) ， Vy 二 0 一 以 功 坟 Vz = VC— VV 一， 
这 3 个 公式 可 以 简写 成 一 个 天 量 公式 
1 
v=v 十 太一 az(V v')v.. (5.3) 


我 们 可 以 指出 , 在 相对 论 的 速度 合成 公式 (5.1) 中 , 相 加 的 两 个 速度 
和 V 是 以 不 对 称 的 方式 引信 的 《 倘 者 它们 不 都 党 z 轴 指 向 的 话 ). 这 个 事实 
同 洛 伦 兹 变换 的 非 对 易 性 有 关 , 我 们 将 在 下 节 提 到 . 

让 我 们 这 样 来 选择 坐标 轴 , 使 粒子 的 速度 在 给 定时 刻 是 在 zy 平面 内 . 
这 时 粒子 在 K 系 内 的 速度 分 量 是 wz = vcos9, vy = vsin9, 而 在 K' 内 则 为 
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v4 二 vcos0',v 二 vsin9(v,v 为 速度 在 KK 及 K' 内 的 绝对 值 ; 0, 0 为 速度 
与 zx 轴 及 x' 轴 所 夹 之 角 ) . 用 (5.1) 式 , 我 们 就 得 到 


5 
vA/1 一 全 il 
人 


vcosO'++V 


这 个 公式 决定 了 速度 的 方向 从 一 个 参考 系 变换 到 男 一 个 参考 系 时 的 改 

让 我 们 来 详尽 地 研究 这 个 公式 的 一 个 重要 特例 , 即 光 由 一 个 参考 系 变换 
到 另 一 个 参考 系 时 的 偏差 ， 即 所 谓 光 行 差 现象 . 在 这 种 情形 下 v=v =c, 因 
而 (5.4) 式 化 为 


(5.4) 


V2 
二 一 

tan tl 一 i sin 0.. (5.5) 
一 十 Cos0' 


由 同一 变换 公式 (5.1), 用 相似 的 方法 , 很 容易 得 到 


TV V 
1— 2 cos9/' 十 一 
sin 0 = sing’, cos0 = (5.6) 
1 二 一 cos0' 1 十 一 cos 必 
C c 
如 果 VV 之 ce, 由 (5.6) 式 我 们 可 以 得 到 精确 到 数量 级 为 Vj/c 项 的 公式 如 
下 : 有 
sin0 一 sinl0' = 一 sing cos0. 
若 引 入 A9 = 9 一 9( 光 行 差 角 ), 我 们 就 得 到 同 级 的 近似 公式 
A0 = sing, (5.7) 
这 就 是 著名 的 光 行 差 的 基本 公式 . 
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一 个 事件 的 坐标 (ct,x,y,z) 可 以 看 成 四 维 空间 中 一 个 四 维 径 向 矢量 的 分 
量 . 我 们 将 把 它 的 分 量 记 为 x'i, 这 里 指标 i 取 值 0,1,2,3, 而 且 


T=ct, rli=7, T=y, 2 =z. 
该 径 向 四 维 矢量 “长 度 ” 的 平方 由 下 式 给 出 


(zz 一 (一 (2 一 (人 
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它 在 四 维 坐标 系 的 任意 转动 下 不 变 , 特别 是 , 它 在 洛 伦 效 变换 下 不 变 . 

更 一 般 地 , 如 果 4 个 量 49,41,42, 43 , 在 四 维 坐 标 系 的 变换 下 像 四 维 径 
向 矢量 的 分 量 ~ 那样 变换 , 我 们 就 将 这 4 个 量 的 集合 称 为 四 维 矢量 hi. 在 
洛 伦 效 变换 下 ， 


A 入 V A A 下 V A 
A =— ,A A=A?, A3=A’. (6.1) 
V2? 和” V2? 
二 = a 
C2 C2 


与 四 维 径 向 矢量 的 平方 类 似 , 任 一 四 维 矢量 数值 的 平方 定义 为 : 
(4) —(4) 一 (4) — (4). 


为 表示 方便 起 见 , 我 们 引入 四 维 矢量 分 量 的 两 种 “类 型 ”, 用 带 上 标 和 下 标的 
符号 4! 和 4; 来 标记 它们 . 两 者 之 间 的 关系 是 


Ao=A?%, Ai1=-A!l, 4 = -42， 43 = 一 43. (6.2) 


量 4 称 为 四 维和 拓 量 的 地 变 分 量 , 4; 称 为 协 变 分 量 . 四 维 矢 量 的 平方 则 取 形 
式 


3 
>》 AiAi= A Ao+ AlA1+ A?Az 十 4343. 
i=0 
人 们 通常 略 去 求 和 号 , 将 这 样 的 求 和 简单 记 为 4*hi. 也 就 是 约定 遍历 所 
有 重复 指标 求 和 ， 而 把 求 和 号 省 去 . 每 对 指标 中 必须 一 个 为 上 标 ， 另 一 个 为 
下 标 . 这 种 遍历 “ 佛 ” 指 标 求 和 的 约定 非常 方便 , 可 大 大 简化 公式 的 书写 . 
我 们 将 用 拉丁 字母 i,k,l,… 表示 四 维 指标 , 取 值 0, 1,2,3. 
与 四 维 矢量 的 平方 类 比 , 我 们 可 以 构造 两 个 不 同 四 维 矢量 的 标 积 : 


4:P; 一 40B+TA4DI+42B。 + 43 万. 


显然 , 这 既 可 以 写 为 4Bi, 也 可 以 写 为 AiB', 结果 相同 . 我 们 一 般 可 以 交换 
任何 一 对 倪 指 标 中 的 上 标 和 下 标 @ 

积 AiB; 是 一 个 四 维 标 量 一 一 它 在 四 维 坐 标 系 的 转动 下 是 不 变 的 . 这 一 
点 很 容易 直接 验证 所 , 但 也 可 从 所 有 四 维 矢 量 都 按 相 同 法 则 变换 的 事实 预先 


@ 现代 文献 中 常常 省 略 四 维 矢量 的 指标 , 将 它们 的 平方 与 标 积 写 为 4? 和 45. 在 本 教程 中 
我 们 将 不 用 这 些 符号 . 

@ 应 当 记 得 , 以 协 变 分 量 表示 的 四 维和 量变 换 法 则 (在 正 负 号 上 ) 不 同 于 以 逆 变 分 量 表 示 
的 同一 法 则 . 因此 , 代替 (6.1) , 我 们 有 : 


0 
4o = 一 一， 41 = 一 -一 一 ， A2>=As, hs= As. 
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看 出 (与 平方 4'h; 类 比 ) . 
分 量 49 称 为 四 维和 拓 量 的 时 间 分 量 , A!1, 42, 43 称 为 四 维 矢 量 的 空间 分 
量 (与 四 维 径 向 矢量 类 比 ). 四 维 矢量 的 平方 可 以 为 正 、 负 或 零 ; 这 样 的 矢量 
分 别称 为 类 时 矢量 、 类 空 失 量 和 类 光 矢 量 (类 似 于 对 间隔 所 用 的 术语 ) @. 
在 纯 空 间 转 动 ( 即 不 影 喝 时 间 轴 的 变换 ) 下 , 四 维 矢量 hi 的 三 个 空间 分 
量 构 成 一 个 三 维 矢量 4. 该 四 维 矢量 的 时 间 分 量 〈 在 这 些 变换 下 ) 是 一 个 三 
维 标 量 . 为 了 列举 四 维 矢 量 的 分 量 , 我 们 常 将 其 写 为 


A’' = (A°, A). 


同一 四 维 矢 量 的 协 变 分 量 为 4; = (A", 一 和 4). 该 四 维和 拓 量 的 平方 是 4'4; = 
(4°)? 一 A?. 因此 ,对 于 四 维 径 向 矢量 : 


2 一 (ctimr)， zi= (ct,—r), zr; 一 c2t 一 7 
对 于 三 维和 拓 量 〈 带 坐标 z,y,z)， 没 有 必要 区 分 逆 变 和 协 变 分 量 .， 只 要 能 够 
做 到 这 一 点 而 不 致 引起 混 淆 ,我 们 将 用 希腊 字母 作为 下 标 把 这 些 分 量 记 为 
4u(a = 7x,y,z). 特别 是 我 们 将 假设 对 于 任何 重复 指标 遍历 z,y,z 求 和 【( 例 
如 ,A.B=A,.B,). 

二 阶 四 维 张 量 是 16 个 量 4* 的 集合 , 它 在 坐标 变换 下 像 两 个 四 维 矢量 
分 量 的 积 那样 变换 . 我 们 可 以 类 似 地 定义 更 高 阶 的 四 维 张 量 . 

一 个 二 阶 张 量 的 分 量 可 以 写 为 三 种 形式 : 协 变 的 hi, 逆 变 的 A 人 *“ 和 混 
合 的 Ai (这里, 在 后 一 种 情形 下 , 应 当 区 分 4 和 A;*, 即 应 当 仔细 搞 清 楚 
两 个 指标 中 哪 一 个 是 上 标 , 哪 一 个 是 下 标 ) , 不 同类 型 分 量 之 间 的 联系 由 以 
下 通则 决定 : 升 或 降 一 个 空间 指标 (1, 2, 3) 改变 分 量 的 正 负 号 , 而 升 或 降 时 
间 指 标 (0) 则 不 变 号 . 因此 : 


400 = AP, Ao1 = 一 401 411 = A,.., 
40 0 = 400， 401 = 401， 40 1 = 一 401， 411 一 一 41L1,..， 


在 纯 空 间 变 换 下 , 9 个 量 411, 4 3,... 构成 一 个 三 维 张 量 . 三 个 分 量 
401, 402, 4 和 三 个 分 量 4 42, 43 构成 三 维 矢量 , 而 分 量 4” 是 一 个 三 维 
标量 . 

如 果 A 让 = A , 张 量 4 让 称 为 对 称 的 ; 如 果 42 = 一 4%*, 则 称 反 对 称 
的 . 在 反对 称 张 量 中 , 所 有 对 角 分 量 ( 即 分 量 4%", A11,… ) 都 是 零 , 因为 , 例 
如 , 我们 必须 有 4% = 一 4%. 对 于 一 个 对 称 张 量 4*, 混合 分 量 4 和 Ak? 
”” @ 类 光 矢量 也 称 各 向 同性 矢量 ， 
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显然 重合 ; 在 这 样 的 情形 下 , 我 们 把 一 个 指标 置 于 另 一 个 上 方 , 简单 地 记 为 
4 

在 每 个 张 量 方程 中 , 等 号 两 边 所 含 的 自由 指标 (区别 于 仇 指 标 ) 必须 字 
母 相同 且 位 置 相同 ( 即 上 或 下 ). 张 量 方程 中 的 自由 指标 可 以 上 移 或 下 移 , 但 
必须 对 方程 中 所 有 的 项 同时 进行 . 让 不 同 张 量 的 协 变 和 逆 变 分 量 相等 是 “ 非 
法 的 ”; 这 样 的 方程 即便 碰巧 在 特定 参考 系 中 成 立 , 在 变换 到 另 一 个 参考 系 
时 也 会 失效 . 

通过 对 张 量 4 人 * 的 分 量 求 和 可 以 形成 一 个 标量 


4 一 40o+41+422 二 4 3 


(当然 , 这 里 hi; = hi') . 这 个 和 称 为 张 量 的 迹 , 求 得 它 的 运算 称 为 缩 并 . 
前 面 讨 论 的 两 个 四 维 矢 量 的 标 积 的 形成 就 是 一 个 缩 并 运算 : 它 是 从 张 量 

4B 形成 标量 4iBi. 缩 并 任何 一 对 指标 一 般 会 使 张 量 的 阶 减 去 2. 例如 ,4 kii 

是 一 个 二 阶 张 量 , 4 Bx 是 一 个 四 维 矢 量 , 4 ix 是 一 个 标量 , 等 等 . 
单位 四 维 张 量 有 满足 如 下 条 件 : 对 于 任意 四 维 矢量 4 ， 


6 4 = 4 (6.3) 
这 个 张 量 的 分 量 显然 是 
。 [1， 当 i=%， 
2 当 1 类 大 


它 的 迹 是 5 = 4. 

通过 在 汉中 升 一 个 指标 或 降 另 一 个 指标 , 我 们 可 以 得 到 逆 变 张 量 g* 或 
协 变 张 量 gi , 称 之 为 度 规 张 量 . 张 量 g* 和 gix 具有 相同 的 分 量 , 可 以 写成 
和 矩阵 : 


1 0 0 0 
x ,|o-: 0 0 a 
(g” ) = (gik) = a (6.5) 

0 0 0 -1 

(指标 i 标记 行 ,大 标记 列 , 顺序 为 0,1,2,3) . 显然 有 
gik 4 一 4 g*Axr= Ar'. (6.6) 


两 个 四 维 矢 量 的 标 积 因而 可 以 写成 形式 : 


AiAi = ginAiA* = g*AiAnx. (6.7) 
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张 量 的 ,gik 和 g* 的 特别 之 处 在 于 , 它们 的 分 量 在 所 有 坐标 系 中 都 相同 . 
四 阶 的 全 反对 称 单位 张 量 e*im 具有 同样 性 质 . 这 个 张 量 的 分 量 在 交换 任 一 
对 指标 时 变 号 , 其 非 零 分 量 为 士 1. 从 反对 称 性 可 知 , 有 两 个 指标 相同 的 所 有 
分 量 均 为 零 , 所 以 , 仅 有 的 非 零 分 量 是 那些 所 有 4 个 指标 都 不 同 者 . 我 们 令 


e "=+l (6.8) 


(所 以 , e0123 = 一 1) . 于 是 ,所 有 其 他 的 非 零 分 量 ei*im 等 于 +1 或 一 1, 依 
k,l,m 这 几 个 数 能 经 偶数 还 是 奇数 次 换 位 排 成 0,1,2,3 而 定 . 这 样 的 分 量 数 
是 4!=24. 所 以 ， 


eitime ri, 一 一 24. (6.9) 


对 于 坐标 系 的 转动 而 言 , etktm 诸 量 的 特性 与 张 量 分 量 的 特性 相同 , 但 是 
如 果 我 们 改变 1 个 或 3 个 坐标 的 正 负 号 ,分 量 etktm 并 不 改变 ,因为 按 定义 
它们 在 所 有 坐标 系 中 都 相同 , 而 张 量 的 分 量 在 这 种 情况 下 是 应 当 变 号 的 . 所 
以 , 严格 地 说 , eitm 并 不 是 张 量 , 而 是 一 个 大 张 量 . 任意 阶 的 寿 张 量 , 特别 
是 寿 标 量 , 在 所 有 的 坐标 变换 下 都 具有 张 量 的 性 质 , 只 有 那些 不 能 归结 为 转 
动 的 变换 , 即 反射 (不 能 归结 为 转动 的 坐标 正 负 号 改变 ) 是 例外 . 

乘积 eiktmeprst 构成 一 个 8 阶 四 维 张 量 , 它 是 一 个 真正 的 张 量 , 通过 缩 并 
一 对 或 多 对 指标 可 以 得 到 6 阶 ,4 阶 和 2 阶 张 量 . 所 有 这 些 张 量 在 所 有 坐标 系 
中 具有 相同 的 形式 . 所 以 , 它们 的 分 量 必须 表示 为 单位 张 量 成 (其 分 量 在 所 
有 坐标 系 中 都 相同 的 唯一 真 张 量 ) 分 量 乘积 的 组 合 . 从 指标 排列 必须 具有 的 
对 称 性 出 发 , 这 些 组 合 是 不 难 求 得 的 @ 

如 果 hw 是 一 个 反对 称 张 量 , 则 张 量 Ait 和 恬 张 量 A*i* = (1/2)eikim4him 
称 为 彼此 对 偶 . 类 似 地 , eikim4,。 是 一 个 与 矢量 hi 对 偶 的 三 阶 反对 称 厦 张 量 . 
对 偶 张 量 的 乘积 4ik4* 显然 是 一 个 厦 标 量 . 


@ 我 们 给 出 下 列 公式 以 备 参考 : 





65 6r 0。 人 1 55 8 8 
kl 6£ br 6 6b iklm i 
e” Cprst 一 一 了 8 st 5! ， € Cpram 一 一 6r 6* OK : 
2 人 9 二 6! 5! 6t 
™ Ta ™m mm Pp Tr 5 
bm dm dm 
这 些 公式 中 的 整体 系数 可 以 用 (6.9) 趟 给 出 ea 


由 这 些 公 式 我 们 得 出 如 下 结果 : 
erst hipAkr Als Amt = —Aeikim, eimerrt AipArr Ars Amt = 244, 


式 中 4 是 由 量 hin 形成 的 行列 式 . 
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联系 这 里 的 讨论 , 我 们 来 提 一 提 三 维 矢量 和 张 量 的 一 些 类 似 性 质 . 三 阶 
全 反对 称 单位 里 张 量 ewgpy 是 这 样 一 些 量 的 集合 , 它们 在 任何 一 对 指标 换 位 
时 变 号 . 在 eapy 的 分 量 中 ， 只 有 那些 具有 3 个 不 同 指标 者 才 不 等 于 零 . 我 们 
令 ezyz = 1; 其 他 的 分 量 等 于 1 或 -1 则 依 ,6,7 这 个 序列 能 经 偶数 还 是 奇 
数 次 换 位 排 成 >,y,z 的 顺序 而 定 . 包 

乘积 eaeyexuz 构成 一 个 6 阶 真 三 维 张 量 , 因而 可 以 表示 为 单位 三 维 张 量 
0ap 分 量 乘积 的 组 合 .@ 

在 坐标 系 的 反射 ( 即 所 有 坐标 变 号 ) 下 ,一 个 普通 矢量 也 变 号 . 这 样 的 矢 
量 称 为 极 矢量 . 一 个 矢量 若 能 写成 两 个 极 矢量 的 矢 积 , 则 其 分 量 在 反 演 下 不 
变 号 . 这 样 的 矢量 称 为 轴 矢 量 . 一 个 极 矢量 和 一 个 轴 矢 量 的 标 积 并 不 是 一 个 
真 标量 , 而 是 一 个 腰 标 量 ; 它 在 坐标 反 演 下 变 号 . 轴 矢 量 是 厢 矢 量 , 对 偶 于 某 
反对 称 张 量 . 因此 , 如 果 C=A4x 互 , 那么 


1 
Ca 二 FeapyCpy， 这 里 Car=46Br 一 47B6: 


现在 考虑 四 维 张 量 . 反对 称 张 量 A 下 的 空间 分 量 (i,k,:… == 1,2,3) 对 于 纯 
空间 变换 构成 一 个 三 维 反 对 称 张 量 ; 根据 我 们 的 论述 , 其 分 量 可 以 用 一 个 三 
维 轴 矢量 的 分 量 来 表示 . 对 于 同样 的 变换 , 分 量 401, 4"2, 4%3 构成 一 个 三 维 
极 矢 量 . 因此 一 个 反对 称 四 维 张 量 可 以 写成 矩阵 : 

0 Dz Dy Dz 

(Ai*)= | Pr (6.10) 
—Py Qz 0 一 Qz 
一 2z —Qy Cr 0 


这 里 , 对 于 空间 变换 , p 和 a 分 别 为 极 矢量 和 轴 矢 量 . 在 列 出 反对 称 四 维 张 量 
的 分 量 时 , 我 们 将 它们 写成 形式 


A* = (p, a); 


@ 四 维 张 量 ei**m 的 分 量 在 四 维 坐 标 系 的 转动 下 不 变 , 以 及 三 维 张 量 eae* 的 分 量 在 空间 
轴 的 转动 下 不 变 的 事实 , 是 如 下 普遍 法 则 的 特殊 情况 : 任何 阶 数 等 于 其 定义 空间 维 数 的 全 反对 
称 张 量 在 该 空间 中 坐标 系 的 转动 下 是 不 变 的 . 

@ 我 们 给 出 下 面 的 公式 以 备 参 考 : 


La 入 bap Bas 


EapyeApv =|é68A 66u 06v |， 








OA Hyp dyv 
通过 缩 并 该 张 量 的 一 对 、 两 对 和 三 对 指标 , 我 们 得 到 


eapnyeMany = Ca 和 6Bh 一 an6p6 和 ， EaByEABY 一 26a， eapmTea6y = 6. 
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同一 张 量 的 协 变 分 量 则 为 
Aik = (一 P， a). 


最 后 ,我们 来 考虑 四 维 张 量 分 析 的 茶 些微 分 和 积分 运算 . 
标量 yp 的 四 维 梯度 是 四 维和 天 量 


ap _ 116e 

Oxi (2 ot Yo 

我 们 必须 记 住 , 这 些 导 数 是 被 看 做 该 四 维 矢 量 的 协 变 分 量 . 事实 上 ,该 标量 
的 微分 





也 是 一 个 标量 . 从 它 的 形式 (两 个 四 维 矢量 的 标 积 ) 看 , 我 们 的 论断 是 显然 的 . 

一 般 说 来 ， 对 于 坐标 z* 微分 的 算 符 9/09zx' 应 当 看 成 是 该 算 符 四 维 矢量 
的 协 变 分 量 . 因此 , 例如 说 ,一 个 四 维 矢量 的 散 度 是 一 个 标量 ， 表 达 式 为 
94;/6x , 其 中 我 们 是 对 逆 变 分 量 hi 进行 微分 的 .Q 

在 三 维 空间 中 , 可 以 沿 体积 , 曲面 或 曲线 进行 积分 . 在 四 维 空间 中 积分 
有 四 种 类 型 : 

1. 沿 四 维 空间 中 一 条 曲线 的 积分 . 积分 元 就 是 线 元 , 即 四 维 矢 量 dx. 

2. 沿 四 维 空 间 中 一 个 (二 维 ) 曲面 的 积分 . 我 们 知道 , 在 三 维 空间 中 ， 
由 两 个 矢量 dr 和 dr' 构成 的 平行 四 边 形 的 面积 在 坐标 平面 zaxsp 上 的 投影 
是 dzadzp 一 dzpdzx4. 类 似 地 , 在 四 维 空间 中 , 无限 小 面 元 由 二 阶 反对 称 张 量 
df 站 = dzidz* 一 dz*dz' 给 定 , 其 分 量 为 该 面 元 在 坐标 平面 上 的 投影 . 众 所 周 
知 , 在 三 维 空间 中 ,人 们 不 用 张 量 dfap 而 用 与 之 对 偶 的 天 量 dfo 来 表示 面 


有 1 i 一 三 
元 : dfa = 7eaprdjpr: 在 几何 上 , 这 是 一 个 与 面 元 垂直 的 矢量 ,其 绝对 值 等 
Q 如 果 我 们 对 于 “ 协 变 坐 标 ” x: 进行 微分 , 则 导数 
Br Bor (家,-vv) 


构成 一 个 四 维 矢量 的 逆 变 分 硬 . 我 们 将 只 在 特殊 情形 下 采用 这 种 形式 ( 例如 , 为 了 写 出 四 维 梯度 


Op Op 
的 平方 Br Bz 上 
注意 , 在 文献 中 对 于 坐标 的 偏 导数 常用 符号 缩写 
时 
~ Bp i Ari 


以 这 种 形式 书写 微分 算 符 时 , 由 它们 构成 的 量 的 协 变 或 逆 变 性 质 是 一 目 了 然 的 . 另 一 种 书写 导 
数 的 缩写 符号 也 有 同样 的 优点 , 即 在 指标 前 面 放 一 逗号 : 
Op i OP 
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于 面 元 的 面积 .在 四 维 空间 中 , 我 们 不 能 构造 这 样 的 矢量 , 但 可 以 构造 与 张 量 
df 对 偶 的 张 量 dj ， 
df**= Ferthmd fim. (6.11) 


在 几何 上 , 它 描述 这 样 一 个 面 元 , 这 个 面 元 等 于 并 “垂直 ”于 面 元 df*; 
其 内 的 所 有 线段 均 正 交 于 面 元 df 内 的 所 有 线段 . 显然 有 df*d 启 .= 0. 

3. 沿 一 个 超 曲 面 , 即 沿 一 个 三 维 流 形 的 积分 . 在 三 维 空 间 中 , 由 3 个 矢 
量 张 成 的 平行 六 面体 的 体积 等 于 由 这 些 矢量 的 分 量 构 成 的 3 阶 行列 式 . 类 似 
地 , 可 以 得 到 由 3 个 四 维和 拓 量 dzi, dx“, dx” 张 成 的 平行 六 面体 体积 ( 即 该 超 
曲面 的 “面积 ”) 的 投影 ; 它们 由 如 下 行列 式 给 出 


dz dr’ dr’ 
dS™ =|dzk dz* dz’k|, 


dz! dz’t d rl 


这 构成 一 个 3 阶 张 量 , 对 所 有 3 个 指标 都 是 反对 称 的 . 像 沿 超 曲面 的 积分 元 
一 样 , 使 用 与 张 量 ds 党 对 偶 的 四 维 矢量 d5* 更 方便 : 


dS’ = 一 etmdSkm dSkim = enkimdS™. (6.12) 


这 里 
dS°=dS!23, dS! = dS3,... 


在 几何 上 , dS: 是 一 个 四 维 矢量 , 数值 上 等 于 超 曲 而 元 的 “面积 ”", 并 与 该 面 
元 垂直 ( 即 垂直 于 该 超 曲 面 元 内 的 所 有 线段 ) . 特别 是 , d5? = dzdydz, 这 就 
是 三 维 体积 元 dV , 即 超 曲面 元 在 超 平面 x? = const 上 的 投影 . 

4. 沿 一 个 四 维 体积 的 积分 ; 积分 元 是 标量 


df2 = dz0dzldz2dz3s = cdtdV. (6.13) 


这 个 积分 元 是 一 标量 : 四 维 空间 一 部 分 的 体积 在 坐标 系 转动 时 显然 是 不 变 
的 .中 

类 似 三 维 矢量 分 析 中 的 高 斯 定理 和 斯 托 克 斯 定理 , 有 些 定理 使 我 们 能 做 
四 维 积分 的 变换 . 

@ 在 积分 变量 z0,zl,zsa2,zs 变换 到 变量 2z ,wz ?xz 时， 积分 元 dR 变 为 JdR'， 这 里 


d82' = dz'0dz' idz' dz’ a 

_ oa{z 5,z1lr2,z3) 

Drzo,rziz2,z3) 
是 该 变换 的 雅 可 比 行列 式 . 对 于 形 为 zi = aiz* 的 线性 变换 , 雅 可 比 行列 式 J 了 就 是 行列 式 |ai| 
并 且 对 于 坐标 系 的 转动 等 于 1; 这 显示 了 dy9 的 不 变性 . 
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沿 一 闭合 超 曲面 的 积分 可 以 变换 到 沿 包含 在 它 里 面 的 四 维 体积 的 积分 ， 
办 法 是 用 算 符 


dS; 一 dn ze (6.14) 


代替 积分 元 dS;. 例如 , 对 于 矢量 4: 的 积分 , 我 们 有 : 


ic = /54 
用 Aidsi = | srd?. (6.15) 
这 个 公式 是 高 斯 定理 的 推广 . 

沿 一 个 二 维 曲 面 的 积分 可 以 变换 为 “包含 ” 它 的 超 曲 面 的 积分 , 办 法 是 
用 算 符 














O 0 
dfi. — di 一 一 iT — dOk i: (6.16) 
代替 积分 元 df*. 例如 , 对 于 反对 称 张 量 Aw 的 积分 , 我 们 有 : 
1 [/.,.. 1 OA BAik BAik 
2 f Aafi 一 ; / (us Dk 一 Qok Bi ) = /as (6.17) 
沿 一 条 四 维 闭合 曲线 的 积分 可 以 通过 代 换 : 
dxzi 一 ER (6.18) 
变换 为 “包含 ” 它 的 曲面 的 积分 . 因此 , 对 于 一 个 矢量 的 积分 , 我 们 有 : 
到 ki _1 ki OAk ee 04; 
$4 dx! = f ar i = far (过 3 (6.19) 


这 是 斯 托 克 斯 定理 的 推广 . 
习 圳 


1. 求 一 个 对 称 四 维 张 量 Aik 的 分 量 在 洛 伦 兹 变换 (6.1) 下 的 变换 法 则 ， 
解 : 将 该 张 量 的 分 量 看 做 两 个 四 维 矢 量 分 量 的 乘积 ,我 们 得 到 : 


400 a 1 z (A™ 2 A A)， 
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1 V V? 
All 一 Te (4 二 2 一 4 平 本 4o 





人 
A22 Cm 4722 A23 = A23 412 = 1 ( A'12 a V A™) 
? 9 V2 Cc 7 
人 
C2 
401 = 1 A’O1 a 了 400 LAan 
和 TY 2 C c 
c2 
402 = 1 (4® 十 A) ， 
V 


以 及 对 于 433, 413 和 403 的 类 似 公式 . 

2. 对 反对 称 张 量 4 让 求解 同样 的 问题 . 

解 : 因为 坐标 z2 和 za 不 变 , 张 量 分 量 423 就 不 变 ,而 分 量 412, 413 和 
402 ,A03 像 zl 和 z0 一 样 变换 : 


4712 下 V .4702 47102 十 V .4712 
423 - 4/23 ”412 一 C 02 _ c 
V2 a 
ng 人 


类 似 地 可 得 413 ,4603. 

对 于 z0zl 平面 内 二 维 坐 标 系 的 转动 ( 它 就 是 我 们 正在 考虑 的 变换 )， 分 
量 401 = 一 410, 400 = 41L 一 0, 构成 一 个 2 阶 反 对 称 张 量 , 阶 数 2 等 于 空间 维 
数 . 因此 ( 见 式 (6.9) 后 第 2 个 脚注 ) , 这 些 分 量 在 该 变换 下 不 变 : 


401 去 AOL 
87 ”四维 速度 


由 普通 的 三 维 速度 矢量 , 我 们 可 以 构造 一 个 四 维 矢量 . 一 个 粒子 的 四 维 
速度 (四 速度 ) 是 矢量 
_ dz’ 
ds 
为 了 求 出 它 的 分 量 , 我 们 应 注意 , 根据 (3.1) ， 


2 
ds = cdtV1— 方 ， 


人 





(7.1) 
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其 中 为 粒子 的 普通 三 维 速度 . 因此 ， 





我 们 用 同样 的 方法 来 求 刀 , ww , us, 结果 我 们 得 到 : 


i 1 ?7 
五 二 | 
lil-sc 1 


应 该 注意 , 四 维 速度 是 一 个 无 量 纲 量 . 
四 维 速 度 的 分 量 并 不 彼此 独立 . 注意 到 , dzidz: = ds?, 我 们 有 


?za = 1. (7.3) 


所 以 ,就 几何 意义 言 之 , 我 们 可 以 说 , w’ 是 与 粒子 世界 线 相 切 的 一 个 四 维 单 
位 矢量 . 
与 四 维 速 度 的 定义 类 似 , 二 阶 导数 
i dd2z’ du 


Td ds 


可 以 称 为 四 维 加 速度 . 微分 (7.3), 我 们 求 得 

wiw: = 0, (7.4) 
即 四 维 速度 矢量 和 四 维 加 速度 矢量 是 相互 正 交 的 . 

习 题 


确定 相对 论 的 匀 加 速 运动 , 即 在 固有 参考 系 中 (每 个 时 刻 ) 加 速度 亿 保 
持 不 变 的 直线 运动 . 

解 : 在 粒子 速度 v= 二 0 的 参 者 系 中 ，, 四维 加 速度 的 分 量 好 = (0,w/c2,0,0) 
(这 里 包 是 普通 三 维 加 速度 , 指向 活 了 轴 ). 相对 论 不 变 的 匀 加 速 条 件 必 须 表 
达 为 四 维 标量 (在 固有 参考 系 中 与 w? 一 致 ) 的 常数 性 : 

i _ ww 
Ww Ww; 一 const a 

在 与 之 参照 来 观察 运动 的 这 个 “固定 ” 系 中 , 写 出 wiwi 的 表达 式 , 得 到 

方程 


(7.2) 








3 = wt 十 const . 


le 1 二 二 
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对 于 t= 二 0 令 v=0, 我 们 得 到 const 二 0, 所 以 


wt 


wt? 
1 十 3 
Cc 


外 二 





再 积分 一 次 并 对 t= 二 0 令 z=0, 我 们 得 到 : 


2 272 
t 
-2( Es 1) 
La 人 


对 于 wt 安 c, 这 些 公式 过 渡 到 经 典 表达 式 v= wt, 工 二 wt/2. 对 于 wt 一 co， 
速度 趋 于 恒定 值 c. 
一 个 匀 加 速 粒子 的 固有 时 由 如 下 积分 给 出 


t 2 
也 C wt 
/ YY 1 — dt = ~—arsinh—. 
0 Cc ww C 


2 t 地 站 0 AS 
当 上 ceo 时 ,按照 规律 -In~——， 它 比 t 增 加 慢 得 多 . 
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88 最 小 作用 量 原 理 


为 了 人 研究 实物 粒子 的 运动 , 我 们 将 从 最 小 作用 量 原理 出 发 . 大 家 知道 ， 
最 小 作用 量 原理 是 说 : 对 于 每 一 个 力学 体系 ， 有 一 个 叫做 作用 量 的 积分 5 
存在 , 这 个 积分 对 于 实际 运动 有 最 小 值 , 因此 它 的 变 分 65 为 零 .和 

为 了 决定 对 于 一 个 目 由 实物 粒子 〈 一 个 不 在 任何 外 力 影 响 下 的 粒子 ) 的 
作用 量 积 分 , 我 们 要 注意 这 个 积分 必定 与 参考 系 的 选择 无 关 , 这 就 是 说 , 它 
必须 对 于 洛 伦 兹 变换 保持 不 变 . 由 此 可 知 , 它 必 定 是 一 个 标量 晒 数 . 此 外 ,很 
明显 地 , 被 积分 的 函数 必须 是 一 个 一 阶 微分 . 但 是 对 于 一 个 自由 粒子 , 我 们 
所 能 造 出 的 唯一 的 这 种 标量 , 仅仅 是 间隔 ds, 或 wds, 其 中 a 是 某 一 常数 . 这 
样 一 来 , 对 于 一 个 自由 粒子 , 作用 量 积分 必须 取 下 面 的 形式 : 


b 
s=-af ds, 


b 
其 中 表示 沿 着 粒子 在 两 个 特定 事件 间 的 世界 线 的 积分 , 这 两 个 特定 事件 


就 是 粒子 在 刀 时 刻 到 达 初 位 置 和 在 刀 时 刻 到 达 末 位 置 , 也 就 是 说 ， [ 是 


沿 着 两 个 世界 点 之 间 的 世界 线 的 积分 ; 而 a 则 为 表征 该 粒子 的 一 个 常数 . 很 
容易 看 出 , 对 所 有 粒子 来 说 ,a 必须 是 正 数 , 的 确 ， 在 83 中 , 我们 已 经 看 到 


b 
/ ds 沿 着 一 条 直 的 世界 线 的 值 是 最 大 ; 沿 着 一 条 弯曲 的 世界 线 , 我 们 可 以 
b 
使 积分 任意 小 . 所 以 ,积分 / ds 如 果 取 正 号 , 则 不 可 能 有 最 小 值 ; 如 果 取 负 


@ 严格 说 来 , 最 小 作用 量 原理 断定 , 积分 5 仅仅 对 于 小 的 积分 区 间 才 应 当 是 最 小 值 . 对 于 
任意 长 度 的 积分 区 间 ,只 能 断定 积分 8S 有 极端 值 , 并 非 必 须 有 最 小 值 . (参见 第 一 卷 82) . 
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号 , 那么 , 显然 , 沿 着 这 一 条 直 的 世界 线 积分 时 , 它 有 最 小 值 . 
这 个 作用 量 可 以 变 为 对 时 间 的 积分 8 = [ Ldt. 众所周知 , 系数 到 叫做 
这 个 力学 体系 的 拉 格 朗 日 函数 . 利用 (3.1), 我 们 求 得 


to 2 
=-/ acy1- 太 dt, 
t1 C2 


其 中 v 为 实物 粒子 的 速度 , 因 之 , 对 粒子 来 说 , 拉 格 朗 日 函数 是 


2 

v 
L=—a 1- = 
C2 


上 面 已 经 说 过 , a 是 表征 该 粒子 的 一 个 量 . 在 经 典 力 学 中 , 每 个 粒子 的 
特征 就 是 它 的 质量 m. 我 们 来 找 mm 与 a 之 间 的 关系 . 这 可 以 从 下 面 的 条 件 定 
出 来 ,在 作 c 一 eo 的 极限 过 渡 时 ,三 的 表达 式 应 当 过 渡 到 它 的 经 典 表达 式 


六 smv?. 为 了 实现 这 个 过 渡 , 我 们 将 工 展开 为 v/c 的 震级 数 . 略 去 高 次 项 


以 后 , 我 们 便 得 到 
| v2 QU2 
了 = 一 CQe 1- ~ -oat 了 


拉 格 朗 日 消 数 中 的 常数 项 对 运动 方程 没有 影响 , 因而 可 以 略 去 . 从 工 中略 去 
常数 ac, 并 同 经 典 力学 中 的 表达 式 上 = mv?/2 比较 , 我们 发 现 a = mc. 
所 以 ,自由 实物 粒子 的 作用 量 是 


6 
S = -me / ds, (8.1) 
a 


而 拉 格 朗 日 函数 是 
L=—me/l——. (8.2) 
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我 们 把 矢量 p = 8L/6w 称 为 一 个 粒子 的 动量 (8L/6w 是 表示 该 矢量 的 符 
号 , 其 分 量 为 工 对 ww 的 相应 分 量 的 导数 ) . 利用 (8.2), 我 们 得 到 


mv 
p= 二 (9.1) 
人 
1 


对 于 很 小 的 速度 (v< 和 ec) , 或 c 一 co 的 极限 情形 下 ,上 式 就 变 为 经 典 的 公式 
p= 二 mv. 当 v =c 时 ,动量 p 就 变 为 无 穷 大 . 
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动量 对 时 间 的 导数 就 是 作用 于 粒子 的 力 . 假定 粒子 的 速度 只 是 在 方向 上 
有 变化 , 即 假设 力 与 速度 的 方向 垂直 , 则 有 


dp 加 mm dv 
dt v2 dt 
人 一 十 
若 速度 仅仅 改变 大 小 , 就 是 说 , 若 力 平行 于 速度 , 那么 


dp _ mm dv 


dt v2 \ 3/2 dr 
(1-$) 
c 





(9.2) 


(9.3) 


我 们 看 到 , 力 与 加 速度 之 比 , 在 两 种 情况 下 , 并 不 相等 . 
粒子 的 能 量 8, 我 们 知道 , 可 用 下 式 定义 (参见 第 一 卷 86) : 


GS=p:v—L. 


用 表达 式 (8.2) 及 (9.1) 代替 工 及 p, 则 得 
me2 


3 ° 

让) 
1 一 一 

c2 


特别 是 , 由 这 个 非常 重要 的 表达 式 可 以 看 出 , 在 相对 论 力学 中 , 一 个 自 
由 粒子 的 能 量 在 v = 0 时 并 不 为 零 , 而 是 取 有 限 值 


C= 





(9.4) 


& = me’. (9.5) 
这 个 量 称 为 该 粒子 的 静 能 . 
在 速度 很 小 (v/c < 1) 的 情况 下 , 将 (9.4) 式 展 为 v/c 的 究 级 数 , 我 们 得 
到 
Gme’+ mv 
9 9 


就 是 说 , 扣除 静 能 后 , 此 式 就 是 一 个 粒子 动能 的 经 典 表达 式 . 

必须 强调 , 尽管 我 们 这 里 谈 的 是 “粒子 ”, 但 从 未 用 到 它 的 “基本 性 ”. 
因此 , 这 些 公式 同样 可 以 用 于 许多 粒子 组 成 的 复合 物体 . 此 时 mm 是 指 该 物体 
的 总 质量 , 而 v 是 指 它 作 为 整体 的 运动 速度 . 特别 地 , (9.5) 式 适 用 于 整体 静 
止 的 任何 物体 . 请 注意 , 在 相对 论 力学 中 , 任何 自由 物体 ( 即 任 何 封闭 系统 ) 
的 能 量 是 一 个 完全 确定 的 量 , 它 总 是 正 的 , 并 与 该 物体 的 质量 直接 相关 . 为 此 
我 们 可 以 回忆 在 经 典 力学 中 , 一 个 物体 的 能 量 只 确定 到 差 一 个 任意 常数 , 并 
且 既 可 以 为 正 值 , 也 可 以 为 负 值 . 
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一 个 静止 物体 的 能 量 , 除 其 组 成 粒子 的 静 能 外 , 还 包括 粒子 的 动能 和 它 
们 的 相互 作用 能 . 换 句 话说 , mc? 并 不 等 于 jmac (ma 是 诸 粒子 的 质量 )， 
所 以 , m 并 不 等 于 > ma. 因此 , 在 相对 论 力学 中 , 质量 守恒 定律 并 不 成 立 : 
复合 物体 的 质量 并 不 等 于 其 各 个 部 分 质量 之 和 , 而 只 有 包含 粒子 静 能 在 内 的 
能 量 守 恒定 律 是 成 立 的 . 

将 (9.1) 及 (9.4) 平方 并 同 这 些 结果 比较 ,我 们 得 到 粒子 能 量 和 动量 之 


间 的 下 列 关 系 
&? 


=P +me. (9.6) 
用 动量 来 表示 的 能 量 称 为 哈密 顿 清 数 6: 
.32 = cVD2 十 ?mn2c2. (9.7) 


对 于 低速 情况 , p 和 mc, 我 们 近似 地 有 
.5 = moe’ 十 
2m 


就 是 说 , 除 静 能 外 我 们 得 到 了 哈密 顿 量 熟悉 的 经 典 表 达 式 . 
从 (9.1) 及 (9.4) 我 们 得 到 一 个 自由 粒子 的 能 量 、 动 量 与 速度 的 关系 如 
下 : 
思 三 全 (9.8) 
当 v=c 时 , 粒子 的 动量 与 能 量 都 变 为 无 穷 大 , 这 就 是 说 ,一 个 粒子 ,如 
果 它 的 质量 不 为 零 , 就 不 可 能 以 光速 运动 .然而 在 相对 论 力学 中 , 可 能 存在 质 
量 为 零 而 以 光速 运动 的 粒子 〈 例 如 光子 和 中 微 子 ) . 由 (9.8) , 对 于 这 一 类 粒 
子 我 们 有 家 
De (9.9) 
同样 的 公式 对 于 非 零 质 量 的 粒子 在 极端 相对 论 情况 下 也 近似 成 立 , 那 时 粒子 
的 能 量 8 远大 于 其 静 能 me”. 


现在 我 们 来 推导 得 到 的 所 有 关系 式 的 四 维 形式 . 按照 最 小 作用 量 原理 ， 
b 
05 = -mcs / ds = 0. 
为 了 建立 55 的 表达 式 , 我 们 注意 到 ds = Vdzidz, 因此 ， 


b jr Rd b 
5S = —mce | On = —mc / uidOx’. 





用 分 部 积分 法 , 我 们 得 到 





6 b 
.du 
+mef dT: 
各 ds 





65 = —mcuidr’ ds. (9.10) 
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大 家 知道 , 为 了 求 得 运动 方程 ,就 必须 比较 经 过 两 个 给 定点 的 不 同 的 轨 
道 , 即 在 上 限 和 下 限 有 (8zi)。 = (8zi) = 0. 实际 的 轨道 则 是 由 85 = 0 这 个 条 
件 来 决定 的 . 由 (9.10) 我 们 得 到 方程 CR - 0, 也 就 是 自由 粒子 的 四 维 速度 恒 
定 . 

为 了 表示 作用 量 的 变 分 为 坐标 的 函数 , 我 们 知道 , a 点 必须 当做 固定 的 ， 
所 以 (8zi)。 = 0. 第 二 点 应 该 当做 变化 的 , 但 是 这 时 只 考虑 实际 的 轨道 ， 即 那 
些 满足 运动 方程 的 轨道 . 因此 , 在 表示 85 的 (9.10) 式 中 ， 积分 项 为 零 . 代替 
(8zi)s, 可 以 简单 地 写 8zi, 因 之 , 得 








65 = —mceuidr’. (9.11) 
四 维 天 量 二 
mm= 一 天 (9.12) 


称 为 四 维 动量 矢量 . 我 们 从 力学 中 知道 , 导数 05/8x,85/6y,8S/0z 是 粒子 动 
量 矢 量 p 的 3 个 分 量 , 而 导数 -8S/6t 是 粒子 的 能 量 8. 因此 , 四 维 动量 的 协 
变 分 量 是 p; = (8@/c, 一 p), 而 逆 变 分 量 是 


r= (Sp) (9.13) 
由 (9.11) 可 知 , 一 个 自由 粒子 的 四 维 动量 的 分 量 是 
入 = meu'. (9.14) 
代入 (7.2) 式 中 四 维 速度 的 分 量 , 我 们 事实 上 就 得 到 p 和 & 的 表达 式 (9.1) 
和 (9.4) . 
因 之 , 在 相对 论 力 学 中 , 动量 与 能 量 是 一 个 四 维 矢量 的 分 量 . 从 而 就 直 
接 得 到 动量 与 能 量 由 一 个 惯性 系 到 为 一 个 惯性 系 的 变换 公式 ., 将 (9.13) 代入 
四 维 矢 量 的 普遍 变换 公式 (6.1) 内 , 我 们 得 到 





pz 十 已 2 EG'+Vp 
pz 二 E 于 ) py 一 Do pz 一 pz, 6 = > (9.15) 
1 1 一 
ce 2 


式 中 pz,py,pz 是 三 维 矢量 p 的 分 量 . 
从 四 维 动量 (9.14) 的 定义 以 及 恒等式 wiw; = 1, 我 们 就 得 到 自由 粒子 四 
维 动 量 的 平方 
Dip’ = m2e?. (9.16) 
@ 请 注意 有 一 个 辅助 方法 可 以 帮助 我 们 记 住 物理 四 维和 拓 量 的 定义 : 逆 变 分 量 同 相应 的 三 维 
矢量 (> 对 于 zi, p 对 于 pi) 相关 , 带 “ 正 确 的 ” 正 号 . 
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代入 (9.13) 式 , 我 们 就 回 到 (9.6) . 
同 力 的 通常 定义 类 比 , 力 的 四 维 矢 量 可 定义 为 导数 : 
qz da 


g' 一 a er Ps (9.17) 


其 分 量 满足 恒等式 giwv’ = 0. 这 个 四 维 矢 量 可 用 通常 的 三 维 力 矢量 f = dp/dt 
表示 为 : 


g - 0 过 。 (9.18) 
CV/1 一 三 c/1— = 
2 c2 
时 间 分 量 与 该 力 所 做 的 功 相 关 ， 
将 (9.12) 式 代 和 (9.16) , 就 得 到 相对 论 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 : 
9 09 05 OS 
Bri Ori = Ori Ork =mc, (919) 


或 者 , 将 求 和 明显 写 出 : 


1 /8S\* /6S\* /89S5\* /9S\* 
(6 ) (0) “(ss ) wy 
在 方程 (9.20) 中 过 渡 到 经 典 力学 极限 情况 的 做 法 如 下 . 首先 我 们 必须 注 
意 ,正如 (9.7) 式 中 相应 的 过 渡 那 样 , 相对 论 力学 中 一 个 粒子 的 能 量 包 含 mc? 
项 ， 而 该 项 在 经 典 力 学 中 没有 . 因为 作用 量 5 同 能 量 有 关系 8 = -0S/6t， 


所 以 在 过 渡 到 经 典 力学 时 ， 我 们 必须 用 一 个 新 的 作用 量 8' 来 替换 作用 量 3， 
其 关系 为 : 





S 一 9 — me?t. 


将 此 式 代 入 (9.20) , 我 们 得 到 


1 /88S 八 ” 6898/ OSs’ 9) | - 
le 
在 c 一 co 的 极限 情况 下 ,这 个 方程 就 回 到 经 典 的 哈密 顿 -- 雅 可 比方 程 . 


810 分布 函数 的 变换 


在 许多 物理 问题 中 我 们 都 要 处 理 粒子 动量 的 分 布 函 数 : f(p)dpzdpydpz 
是 动量 分 量 在 给 定 间 隔 dpz, dpy, dpz 内 的 粒子 数 (或 者 , 简 言 之 , 在 “动量 空 
间 ” 给 定 体积 元 dsp = dpzdpydpz 内 的 粒子 数 ) , 于 是 当 我 们 从 一 个 参考 系 变 
换 到 另 一 个 参考 系 时 , 就 面临 着 寻找 分 布 函数 f(p) 变换 规律 的 问题 . 
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为 了 解决 这 个 问题 , 我 们 先 来 确定 “体积 元 "dpzdpydpz 在 洛 伦 兹 变换 下 
的 性 质 . 如 果 我 们 引入 一 个 四 维 坐 标 系 , 在 其 轴 上 标 以 粒子 的 四 维 动 量 的 分 
量 , 则 dpsdpydpz 可 以 看 作 是 由 方程 pip; = mm?2e? 定义 的 超 曲 面 元 的 零 分 量 . 
这 个 超 曲 面 元 是 沿 该 超 曲面 法 线 指 向 的 四 维 矢量 ; 在 这 种 情况 下 , 该 法 线 的 
方向 显然 与 四 维和 天 量 p; 的 方向 一 致 , 由 此 可 知 , 比值 

dpz dpydpz 
@ 

是 一 个 不 变量 , 因为 它 是 两 个 平行 四 维 矢量 的 对 应 分 量 的 比值 .2 

粒子 数 fdpzdpydpz 显然 也 是 一 个 不 变量 ,因为 它 不 依赖 于 参考 系 的 选 
择 . 将 其 写 为 形式 


(101) 


f(p je pp, 


并 应 用 比值 (10.1) 的 不 变性 , 我 们 得 出 乘积 f(p)@ 是 不 变量 . 于 是 K' 系 中 
的 分 布 蚂 数 与 KK 系 中 的 分 布 函数 通过 下 式 联 系 起 来 


6 
f'(p') = J (10.2) 
式 中 p 和 8 必须 用 变换 公式 (9.15) 通过 zz 和 @' 表示 
现在 再 回 到 不 变 表 达 式 (10.1) . 如 果 我 们 在 动量 空间 引信 “ 球 坐 标 ”, 则 
体积 元 dpzdpydp 变 为 pzdpdo, 式 中 do 是 围绕 矢量 p 方向 的 立体 角 元 . 注意 
到 pdp = 86d@/c2 (由 (9.6) ), 我 们 有 : 
2D2dpdo pdédo 
ec 
于 是 我 们 发 现 
pdédo (10.3) 


也 是 不 变量 . 

在 气体 动 理论 中 ， 分布 孙 数 的 概念 表现 为 男 一 种 形式 : 乘积 
f(7,pP)dpzdpydpzdV 是 体积 元 dV 中 动量 在 间隔 dpz, dpy, dp; 内 的 粒子 数 . 也 
数 f(r,p) 称 为 相 空 间 (粒子 的 坐标 和 动量 空间 ) 中 的 分 布 吨 数 ， 微分 乘积 
dr 二 d3pdV 是 这 个 空间 的 体积 元 . 我 们 将 寻求 这 个 函数 的 变换 法 则 . 
 ，@ 对 体积 元 (10.1) 的 积分 可 以 借助 8 吗 数 (参见 828 第 一 个 脚注 ) 在 四 维 形式 中 表示 为 对 

=8(p pi 一 ms2zc2)d4p， dp = dp"dp!dp’dp’?. (10.1a) 
的 积分 . 4 个 分 量 pi 被 看 做 独立 变量 (p? 只 取 正 值 ) . (10.1a) 式 显然 来 自 其 中 出 现 的 5 因数 的 下 


1 表示 : 
列表 示 8(pipi — mc?) =8 (m2 - ) -3 翅 | (m 丽 “) +s(z 2o 一 “|， (10.1b) 
式 中 8@ = cVp2 十 m2c2， 放 尖 不 妆 式 刚 来自 错 肢 注 申 的 公 下 (5). 
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除了 参考 系 KK 和 K' 外 ,我们 也 引信 具 有 给 定 动 量 的 粒子 在 其 中 处 于 融 
止 的 参考 系 Ko; 粒子 占据 的 体积 元 的 固有 体积 dW 就 是 相对 于 该 参考 系 定 
义 的 . 按照 定义 ,天 和 K' 系 相对 于 Ko 系 的 速度 与 这 些 粒子 在 K 和 K' 系 中 
的 速度 v 和 一致. 因此 , 按照 (4.6) 式 , 我 们 有 : 


2 /2 
dV =dWy1- 护 ，dV'=dWy1- 玫 ， 
Cc Cc 


dV _ 乡 
dV’ @: 
将 此 式 乘 以 d3p/d3p' = 8/8' 式 , 我 们 得 到 


由 此 ， 


dF =7 (10.4) 


即 相 空间 的 体积 元 是 不 变量 . 因为 粒子 数 fdr 按 定 义 也 是 不 变量 , 我 们 得 出 
结论 : 相 空间 的 分 布 函 数 是 不 变量 : 


f(r, p') f(r, p), (10.5) 
式 中 7',p' 由 洛 伦 兹 变换 公式 同 7,p 相 联 系 . 
811 粒子 的 衰变 


我 们 来 考虑 一 个 质量 为 M 的 粒子 自发 衰变 为 质量 为 mi 和 m2 两 部 分 的 
情形 . 将 训 变 中 能 量 守恒 定律 应 用 于 该 粒子 处 于 静止 的 参考 系 , 我 们 得 到 多 


M = é10 + 6é%0, (11.1) 


式 中 Bo 和 Bo 是 出 射 粒子 的 能 量 . 因为 Blo > mi 和 620 > mz， 仅 当 AM > 
mi 十 m2 时 (11.1) 式 才 能 得 到 满足 , 即 一 个 粒子 可 以 自发 衰变 为 质量 之 和 小 
于 该 粒子 质量 的 两 部 分 . 另 一 方面 , 如 果 M < mi 十 mz, 则 粒子 (对 于 该 特定 
衰变 ) 是 稳定 的 , 不 会 自发 衰变 . 在 这 种 情形 下 为 引起 衰变 , 我 们 必须 从 外 面 
提供 给 该 粒子 至 少 等 于 其 “束缚 能 ”(mi 十 mz 一 MM) 的 能 量 . 

衰变 过 程 中 动量 和 能 量 一 样 必须 守恒 . 因为 粒子 的 初始 动量 是 零 ,出 射 
粒子 的 动量 之 和 必须 是 零 : pio + pzo = 0. 因而 pio = p30, 或 


@ 在 811 一 $13 中 ,我 们 令 = 1. 即 把 光速 取 为 测量 速度 的 单位 (所 以 长 度 和 时 间 的 量 纲 变 
得 相同 ) . 这 种 选择 在 相对 论 力学 中 是 自然 的 , 且 能 大 大 简化 公式 的 书写 . 不 过 , 在 本 书 中 ( 它 
也 含有 相当 数量 的 非 相 对 论 性 理论 ) 我 们 通常 不 用 这 种 单位 制 , 而 在 每 次 用 到 时 予以 说 明 . 

如 果 公 式 中 已 令 c=1, 换 回 通 常 的 单位 是 容易 的 : 在 其 中 引入 光速 以 保证 量 纲 正 确 即 可 . 
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(11.1) 和 (11.2) 两 式 唯 一 地 决定 了 出 射 粒 子 的 能 量 : 
2 2 2 2 2 2 
交 M 于， 部 M -2 
在 一 定 意义 上 , 这 个 问题 的 逆 问 题 是 计算 两 个 碰撞 粒子 在 其 总 动量 为 零 
的 参考 系 中 的 总 能 量 M. (这 个 参考 系 简称 为 动量 中 心 系 或 “C 系 ”.) 这 个 
量 的 计算 给 出 了 伴随 碰撞 粒子 状态 改变 或 新 粒子 “产生 ”的 各 种 非 弹 性 碰撞 
过 程 可 能 存在 的 判 据 . 仅 当 “反应 产物 ”的 质量 之 和 不 超过 M 时 , 这 类 过 程 
才能 够 发 生 . 
假设 在 初始 参考 系 (实验 室 系 ) 中 ,一 个 质量 为 mi 能 量 为 员 的 粒子 同 
一 个 质量 为 m2 的 静止 粒子 相 撞 . 两 个 粒子 的 总 能 量 是 


(11.3) 


6 = 人 +62 = + moy, 


它们 的 总 动量 是 p = pi 十 pz = pi. 把 两 个 粒子 一 起 看 成 单一 的 复合 系统 ,从 
(9.8) 我 们 得 到 它 作 为 一 个 整体 的 运动 速度 是 : 
了 nh 
V = eh (11.4) 

这 个 量 是 C 系 相 对 于 实验 室 系 (L 系 ) 的 运动 速度 . 

然而 , 在 测定 质量 M 时 , 没有 必要 从 一 个 参考 系 变换 到 为 一 个 参考 系 . 
我 们 可 以 直接 应 用 (9.6) 式 , 它 既 可 以 个 别 应 用 于 每 个 粒子 , 也 同样 可 以 应 
用 于 复合 系统 . 于 是 我 们 有 


1 人 一 人 一 一 ( 肌 十 mo2) (8 -mi), 





由 此 
M?*= m7 十 m2 + 2m2@1. (11.5) 


习 题 


1. 一 个 以 速度 V 运动 的 粒子 在 “飞行 ”中 分 解 为 两 个 粒子 . 求 这 些 粒 子 
的 出 射 角 同 其 能 量 之 间 的 关系 . 

解 : 设 好 是 衰变 粒子 之 一 在 C 系 中 的 能 量 ( 即 (11.3) 中 的 Bo 或 620),2 
是 这 同一 粒子 在 工 系 中 的 能 量 ,9 是 它 在 LL 系 中 (相对 于 VV 的 方向 ) 的 出 射 
角 . 用 变换 公式 我 们 得 到 : 


上 一 YDpcosbO 
”NT 
所 以 
EGE— BV 
C080 = 一 一 一 一 一 


TV (1) 
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为 从 cos9 反 求 8, 我 们 得 到 (相对 于 多) 的 二 次 方程 
G2(1—V?cos0) -2286 V1 -V2+62(1— V2)+Vim?cos:0=0, (2) 


它 有 一 个 正 根 (如果 衰变 粒子 在 C 系 中 的 速度 vo 满足 vo > V) 或 两 个 正 根 
(如 果 vo <V) i 
从 图 示 可 以 清楚 这 种 不 确定 性 的 来 由 ,按照 (9.15), 工 系 中 的 动量 分 量 
用 参照 C 系 的 量 来 表达 是 通过 公式 
_ Pocosbo + éoV 


Dz = Vi py = po sin 00. 
消去 60, 我 们 得 到 
p2 + (peV1l—V?— ooV)? = pe. 


相对 于 变量 pz,py 这 就 是 半 轴 为 po/V1 一 V2,po 的 椭圆 ,其 中 心 (图 3 中 的 点 
O) 从 点 p= 二 0 (图 3 中 的 点 4) 移动 了 距离 @V/V1i 一 V2? @. 

如 果 了 人 >2Bpo/ 负 =, 点 4 处 于 椭圆 的 外 面 ( 图 3b), 以 至 对 于 固定 的 角 
0, 矢量 p( 因 而 能 量 8) 可 以 有 两 个 不 同 的 值 . 由 此 结构 也 显 见 , 在 这 种 情形 
下 , 角 9 不 能 超过 确定 值 gmax (相应 于 舌 量 p 同 杭 圆 相 切 处 的 位 置 ) .gmax 的 
值 很 容易 从 二 次 方程 (2) 的 判别 式 等 于 零 的 条 件 解析 地 确定 : 





DPoV 1 一 V2 
SIin Onnax ee 
mV 
(a}V<wvo 
3 


2. 求 衰变 粒子 在 工 系 中 的 能 量 分 布 . 
解 : 在 C 系 中 ,衰变 粒子 是 各 向 同性 分 布 的 ， 即 在 立体 角 元 doo 一 
2r sinbodbo 中 的 粒子 数 是 


1 1 
= 一 doo = ~|dcos Ool. 
dN 4x doo 51d eos o| (1) 


@ 在 经 典 极限 下 , 该 棍 圆 变 为 圆 , 见 本 教程 第 一 卷 §16. 
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卫 系 中 的 能 量 用 参照 C 系 中 的 量 表达 为 


8 = &0 + poV cos to 





J 
取 值 范围 从 
G0 — Vpo | 60 十 Y2Do0 


用 d8 来 表达 |dcosgbo|l , 我 们 得 到 归 一 化 的 能 量 分 布 (对 两 类 衰变 粒子 的 每 一 
种 ) : 


1 
dN = ——V1—V?de. 
2V po 


3. 对 于 衰变 为 两 个 全 同 粒 子 的 情形 , 求 工 系 中 两 个 衰变 粒子 之 间 的 角 
(它们 的 分 离 角 ) 的 取 值 范围 . 


解 : 在 C 系 中 , 粒子 反 向 飞 离 ,， 所 以 0 = 二 xn 一 020 三 00 按照 (5.4) 式 ，C 
系 和 工 系 中 角 之 间 的 关系 由 以 下 公式 给 出 : 


ey vocosGo0+V ed 一 0 cos 00 十 矿 
”wosinGoVI— V3 “wosinGovVi— 73 

(因为 在 目前 情形 下 ,wio = 二 v20 三 vo) . 要 求 的 分 离 角 是 日 01 十 0。,， 简单 的 

计算 给 出 : 


ot B= V2 — v2 + V2v2 sin? 00 


2VvoVi— Visin00 
考察 该 表达 式 的 极 值 给 出 下 列 日 可 能 的 取 值 范围 : 
对 于 V < vo: 


2arctan (PV1— V3) <O<N; 
vo 
<V<——: 
对 于 vo ee 


ee 2 
0 < 0 < arcsin eA 


vo 
V : 
对 于 V> re 





V 


0<0<2arctan (Vi -Vs) < 
4. 求 零 质量 的 衰变 粒子 在 工 系 中 的 角 分 布 . 


解 : 按照 (5.6) 式 , m= 二 0 的 粒子 在 C 系 和 工 系 中 出 射 角 之 间 的 关系 是 


cos0—V 


cob = Ty oos0 
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将 这 个 表达 式 代 入 习题 2 中 的 (1) 式 , 我 们 得 到 : 
(1 — V*)do 
4r(1 一 六 cosb)2 
5. 对 于 衰变 为 两 个 零 质量 粒子 的 情形 , 求 工 系 中 张 角 的 分 布 . 
解 :也 系 中 出 射 角 01,0» 之 间 的 关系 以 及 CO 系 中 角 O10 三 00,020 一 工 一 00 
由 (5.6) 式 给 出 , 所 以 对 于 张 角 日 =b 十 6 我们 有 : 


dN = 


2V2 一 1 一 V2cos200 








BOS 1 一 V2cos200 
反 过 来 ， 
1 一 了 日 
cos00 = 4/1— 73 cot? 
把 这 个 表达 式 代 入 习题 2 的 (1) 式 , 我 们 得 到 : 
_ 172 
qnN=} V do 


角 日 取 值 从 到 Bin = 2arccosV. 

6. 当 一 个 质量 M 的 静止 粒子 衰变 为 质量 为 mi,m2 和 ms 的 3 个 粒子 
时 ,这 3 个 粒子 之 一 能 够 带 出 的 最 大 能 量 是 多 少 ? 

解 : 粒子 m1 有 其 最 大 能 量 的 条 件 是 ,其 他 两 个 粒子 m2 和 ms 构成 的 系 
统 有 其 最 小 可 能 的 质量 ; 后 者 等 于 和 ms 十 ma ( 且 相 应 于 这 两 个 粒子 以 相同 
速度 一 起 运动 的 情形 ) , 因此 这 个 问题 化 为 一 个 粒子 衰变 为 两 部 分 , 从 (11.3) 


我 们 得 到 : 
M2 十 rn2 一 (rna +ma) 


Sima 9M 


812 不 变 和 截面 


碰撞 过 程 由 其 有 效 截面 (或 截面 ) 表征 , 它 决定 碰撞 的 粒子 束 之 间 发 生 
的 (特定 类 型 的 ) 碰撞 数 . 

假设 有 两 个 碰撞 束 ; 我 们 用 nl 和 nz 表示 其 中 的 粒子 密度 ( 即 单位 体积 
内 的 粒子 数 ), 用 vi 和 va 表示 粒子 的 速度 . 在 粒子 2 处 于 静止 的 参考 系 (或 
者 说 粒子 2 的 静止 系 ) 中 , 我 们 讨论 的 是 粒子 束 1 同 静 止 靶 的 碰撞 . 于 是 按 
照 碰撞 截面 o 的 通常 定义 , 体积 dV 内 时 间 dt 中 发 生 的 碰撞 数 是 


dv = ovreinin2dV dt, 
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式 中 wel 是 粒子 1 在 粒子 2 静止 系 中 的 速度 ( 它 恰 好 就 是 相对 论 力学 中 两 个 
粒子 相对 速度 的 定义 ) . 
dv 这 个 数 就 其 本 性 而 言 是 一 个 不 变量 . 让 我 们 来 试 着 将 它 表 示 为 可 适用 
于 任何 参考 系 的 形式 : 
dv = Anin2dV dt, (12.1) 


式 中 4 是 一 个 待定 的 数 , 我 们 知道 , 在 粒子 之 一 的 静止 系 中 和 它 的 值 是 veo. 
我 们 将 总 是 用 c 米 严 格 表示 粒子 之 一 的 静止 系 中 的 截面 , 即 按 照 定义 , 它 是 
一 个 不 变量 . 从 其 定义 可 知 , 相对 速度 wei 也 是 不 变量 . 
在 (12.1) 式 中 , 乘积 dVdt 是 不 变量 . 因而 乘积 Anin2z 必定 也 是 不 变量 . 
注意 到 给 定 体积 元 dV 中 的 粒子 数 ndV 是 不 变量 , 就 不 难 求 得 粒子 密度 
n 的 变换 规律 . 记 ndV = nodVo (指标 0 表示 静止 系 ), 用 (4.6) 式 作 为 体积 的 
变换 公式 , 我 们 求 得 : 


no 
或 n=no8/m, 式 中 8 是 粒子 的 能 量 , mm 是 粒子 的 质量 . 
因此 ,Anin2 是 不 变 的 这 个 论断 与 4 而 及 的 不 变性 等 价 . 这 个 条 件 更 方 
便 地 表述 为 如 下 形式 


n 一 (12.2) 


6162 _ 6162  _. 
plips 4 万 太 一 有 122 a (33) 
式 中 分 母 (两 个 粒子 四 维 动量 的 乘积 ) 是 不 变量 . 
在 粒子 2 的 静止 系 中 , 我 们 有 名 = m2,pP2 = 0, 故 不 变量 (12.3) 化 为 4. 


另 一 方面 9 在 该 参考 系 中 , A = ovrel, 所 以 ， 在 任意 参考 系 中 9 








(12.4) 


为 将 此 式 表 为 其 最 终 形式 , 我 们 用 粒子 在 任意 参考 系 中 的 动量 或 速度 来 
表示 Urel: 为 了 做 到 这 一 点 » 我 们 注意 在 粒子 2 的 静止 系 中 9 


7 她 1 








D1iD2 = 7122 
I ULel 
于 是 ， 
2, 2 
77217722 
Vrel 一 4/ 一 -< ， 12.5 
(piiD3)2 ) 
利用 (9.1) 和 (9.4) 式 通过 速度 vi 和 wv。 来 表示 量 piips = 6162 — Pi: p2: 
1 — V1 :V2 


2 = m1mM9 一 一 一 一 一 -一 一 ， 
VE 
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代入 (12.5), 在 做 一 些 简单 的 变换 后 , 我们 得 到 相对 速度 的 如 下 表达 式 


V1 — V2)2 一 x v2)? 
i Oo) Oi Ko) (12.6) 
1 — v1' v2 


(我 们 注意 到 , 这 个 表达 式 对 v1 和 ws 是 对 称 的 ，, 即 相对 速度 的 数值 与 用 来 
定义 它 的 粒子 的 选择 无 关 .) 
将 (12.5) 或 (12.6) 代 和 人 (12.4) 然后 代入 (12.1) , 得 到 解决 我 们 问题 的 


最 后 公式 : 
PC 
dv = PP rantadTdt (12.7) 
或 
dz = OV (v1 一 v2)2 一 (V1 X v2)*ninodV dt (12.8) 


(W. Pauli, 1933). 
如 果 速 度 v1 和 vs 共 线 , 则 wi x v2 = 0, 于 是 (12.8) 式 取 如 下 形式 : 


dv = olv1 — v2|ninzdV dt. (12.9) 
习 起 


求 相 对 论 “速度 空间 ”的 “ 线 元 “， 
解 : 要 求 的 线 元 dl, 是 连 度 为 名和 十 dw 的 两 点 间 的 相对 速度 . 所 以 我 
们 从 (12.6) 得 
(dv)? — (v x dv)? dw? 


2 一 一 一 一 
ey 002) 


2 
7 (dO + sin20. dp”), 
式 中 90,wp 是 v0 的 方向 的 极 角 和 方位 角 , 如 果 我 们 通过 方程 = tanhx 引进 新 
的 变量 X 来 代替 v, 则 线 元 表 为 : 
dl2 = dx? + sinh? x(d0? + sin20 . dp’). 


从 几何 的 观点 看 ,这 就 是 三 维 罗 巴 切 夫 斯 基 空 间 ( 负 常 曲率 空间 ) 的 线 
元 ( 见 (111.12) ) . 
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让 我 们 从 相对 论 力学 的 观点 来 考虑 粒子 的 弹性 帮 撞 . 我 们 将 两 个 碰撞 粒 
子 (质量 为 mi 和 ma) 的 动量 和 能 量 记 为 pi, 和 pa2, 免 ; 用 撤 号 代表 碰撞 后 
相应 的 量 . 
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碰撞 中 的 动量 和 能 量 守 恒定 律 可 以 一 起 写成 四 维 动量 守恒 方程 : 
D1 +p2 = pi + p2. (13.1) 


从 这 个 四 维 矢 量 方程 , 我 们 来 构造 有 助 于 进一步 计算 的 不 变 关 系 式 . 为 此 将 
(13.1) 改写 成 形式 : 


pi+p2 ~ pt = p2, 
再 将 两 边 平方 〈 即 与 出 每 边 同 上 自身 的 标 积 ) . 注意 到 四 维 动量 pi 和 pi 的 平 
方 等 于 mi,p3 和 用 的 平方 等 于 rn2， 我们 得 到 : 
m1 + DliD2 一 Puipt — p2ip? = 0. (13.2) 
类 似 地 , 平方 方程 pi 十 5 一 = p*, 我 们 得 出 : 
m3 + p1ips 一 poip? 一 piips = 0. (13.3) 


我 们 来 考虑 参考 系 (LL 系 ) 中 的 碰撞 , 该 系 中 粒子 之 一 (ms) 碰撞 前 处 于 
静止 .于 是 pz = 0, 名 = , 且 (13.2) 式 中 出 现 的 标 积 是 : 


D1iD2 = m2, 
p2ipt = m2@, (13.4) 
Piipt = AE! — pi: pi = bE ~ pip coshi, 

SG 十 m2 ) — m2 一 ms 


cos01 = pip’ (13.5) 
类 似 地 , 我 们 从 (13.3) 得 到 : 
cosb, = (+ ma)(62 — ma) (13.6) 


2D122 


式 中 % 是 人 射 粒 子 的 动量 Pi 同 变换 后 动量 ps 之 间 的 来 角 . 

公式 (13.5) 一 (13.6) 将 工 系 中 两 个 粒子 的 散射 角 同 它们 在 碰撞 中 的 能 
量变 化 联系 了 起 来 . 反 演 这 些 公 式 , 我 们 可 以 用 或 9。 来 表示 能 量 6&1, 人 8. 
将 pi = VV 人 经 一 m2?,ps = VEL 一 m2 代 和 人 (13.6) 并 将 两 边 平方 , 经 简单 计算 后 


得 到 : 
(页 上 +mma2) 十 (全 一 rmicos go 


62 Es (而 十 7722)2 一 (好 一 m?) COS2 0 


反 演 公式 (13.5) 可 得 出 在 一 般 情形 下 用 表示 G1 的 非常 复 末 的 公式 . 


(13.7) 
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我 们 注意 到 , 如 果 m1 > mz, 即 人 射 粒子 重 于 靶 粒 子 , 则 散射 角 91 不 能 
超过 某 个 最 大 值 . 通过 初等 计算 不 难 发 现 , 该 值 由 下 式 给 出 : 


sin 01 max 二 ea (13.8) 


这 同 熟 悉 的 经 典 结 果 一 致 

当 和 射 粒 子 质量 为 零 , 即 rni = 0, 因而 pi = 到,p' = 2B 时 ,公式 (13.5) 一 
(13.6) 将 得 以 简化 . 对 于 这 种 情形 ， 人 射 粒子 在 碰撞 后 用 其 偏转 角 表 示 的 能 
量 公式 为 : 


7772 


6! = (13.9) 


1 一 cos0 Re 

现在 让 我 们 再 次 回 到 任意 质量 粒子 碰撞 的 一 般 情 形 . 在 C 系 中 讨论 碰撞 
最 为 简单 . 给 这 个 参考 系 中 的 量 附 加 下 标 0, 我 们 有 pio = 一 pzo 三 po. 由 动量 
守恒 , 碰撞 中 两 个 粒子 的 动量 只 有 转动 , 保持 数值 相等 且 方 向 相反 . 由 能 量 守 
恒 , 每 个 动量 的 数值 保持 不 变 . 

设 Xx 为 C 系 中 的 散射 角 , 即 动量 Pio 和 pao 由 于 碰撞 而 转 过 的 角 . 这 个 

量 完 全 决定 了 C 系 中 , 因而 也 是 任何 其 他 参考 系 中 的 散射 过 程 . 在 世系 中 摘 

述 碰 撞 时 它 也 是 方便 的 , 是 应 用 动量 和 能 量 守 恒 以 后 仍然 不 定 的 单一 参量 . 

我 们 借助 这 个 参量 来 表示 两 个 粒子 在 工 系 中 的 终 态 能 . 为 此 我 们 回 到 
(13.2) , 但 这 次 在 C 系 中 写 出 乘积 piip?: 


DT = Gioblo — pi0*: pio 一 区 0 一 p0cosX 一 pH(L 一 cosX) 十 rm 


(在 C 系 里 粒子 的 能 量 在 碰撞 中 不 变 : Cl = Qo) . 我 们 在 世系 中 写 出 另外 
两 个 乘积 , 即 利用 (13.4) . 结果 我 们 得 到 ， 


pe 
0 {1 
1 1 i COS X) 


我 们 还 必须 用 工 系 中 的 量 表示 pe. 让 工 系 和 C 系 中 不 变量 plips 的 值 相等 就 
不 难 做 到 这 一 点 : 
Gi0620 — P10 : p20 = Fim2, 


V (zi + m?) (pe + m2) = imo 一 D0. 


对 p0 求解 此 方程 , 我 们 得 到 : 


p2 一 mm02( 人 一 mi ) 
om? + m2 + 2m2 


a 


(13.10) 
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因此 , 我们 最 后 有 : 
m2(6T — m1) 
me? 十 m2 十 2m2A 
m2(6T — m1) 
m4 十 m3 + 2mo2o 


= (1 一 cosx). (13.11) 


兄 一 7702 十 (1 一 cos X). (13.12) 


这 些 公式 的 第 二 项 表示 第 一 个 粒子 失去 并 转 给 第 二 个 粒子 的 能 量 . 当 
X= 二 7 时 出 现 最 大 的 能 量 转移 , 等 于 


2m2 (ET — m1) 


pp .ed A Nad TR A 
2 max 1 min m2 + m2 + 2m2@ 


(13.13) 


碰撞 后 和 人 射 粒子 的 最 小 动能 与 其 初始 能 量 的 比 是 : 


7 2 
6 min 71 到 (m1 一 m2) 
i—mi m? + m2 + 2m2G 


在 低速 极限 情况 下 ( 当 8 之 m 十 mv?/2 时 )， 这 个 关系 趋 于 常数 极限 , 等 于 
(= 
mi 二 mo 
在 能 量 名 很 大 的 相反 极限 下 , 关系 (13.14) 趋 于 0; 量 2 。， 趋 于 常数 极限 ， 
这 个 极限 是 


(13.14) 


m4 十 m3 
27722 
假设 m2 > mi, 即 人 射 粒 子 的 质量 同 静 止 粒子 的 质量 相 比 很 小 . 按照 经 
典 力学 , 轻 粒 子 只 能 转移 其 能 量 的 可 忽略 部 分 ( 见 本 教程 第 一 卷 817) . 在 相 
对 论 力 学 中 , 情况 却 并 不 如 此 , 从 〈13.14) 式 我 们 看 到 ， 对 于 足够 大 的 能 量 
员 , 转移 能 量 的 比例 可 以 达到 1 的 量 级 . 为 此 mi 的 速度 量 级 为 1 是 不 够 的 ， 
必须 有 





7 = 
61 min 一 


fe ~ 7n9, 


即 轻 粒子 必须 具有 重 粒 子 静 能 量 级 的 能 量 . 
当 ma 安 mi, 即 重 粒 子 人 射 到 轻 粒 子 上 时 出 现 类 似 的 情形 . 按照 经 典 力 
学 , 这 里 能 量 转 移 也 不 显著 . 只 有 当 能 量 
2 


7 
~ 
Ti2 


时 ,转移 能 量 的 比例 才 开 始 显著 起 来 . 注意 , 我 们 不 是 简单 地 取 速 度 为 光速 
量 级 , 而 是 能 量 同 mi 相 比 很 大 , 即 我 们 讨论 的 是 极端 相对 论 情形 . 
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习 题 
1. 图 4 中 的 三 角形 4BC 由 入 射 粒子 的 动量 矢量 pl 和 碰撞 后 两 个 粒子 
的 动量 pi, ps 构成 . 求 相应 于 pi,p2 所 有 可 能 值 C 点 的 轨迹 . 
解 : 要 求 的 曲线 是 一 椭圆 ,其 半 轴 可 用 §11 习题 1 中 得 出 的 公式 求 得 . 事 
实 上 ,那里 给 出 的 结构 所 决定 的 工 系 中 矢量 Dp 的 轨迹 ,在 C 系 中 可 从 给 定 长 
度 po 的 任意 指向 矢量 po 得 到 . 





(a) m1 > m2 


图 4 
因为 两 个 碰撞 粒子 动量 的 绝对 值 在 C 系 中 相等 且 在 碰撞 中 不 变 ， 我 们 
在 该 情形 下 涉及 的 是 与 矢量 pi 类 似 的 结构 ,该 矢量 在 C 系 中 为 


m2V 


po = p10 = p20 = A 


式 中 VV 是 粒子 mo 在 C0 系 中 的 速度 ,在 数值 上 同 惯性 中 心 的 速度 一 致 , 等 于 
V=pi/( 各 十 mz) ( 见 (11.4) ) . 结果 我 们 得 到 该 椭圆 的 半 短 轴 和 半 长 轴 是 





De MoD1 
Vm? + m2 + m2 
po _ _m2pi (二 m2) 





VI—-Vi mi+ms+2m2g 


(当然 上述 第 一 式 与 (13.10) 式 相 同 ) . 

对 于 bi =0, 矢量 pi 与 pi 重合 ,所 以 距离 4B 等 于 pi. 比较 pi 与 相国 
长 轴 的 长 度 , 容易 证 明 如 果 m1 > mo, 点 4 处 于 椭圆 的 外 面 ( 图 4a) ， 如 果 
m1i < m2， 则 在 其 里 面 ( 图 4b) . 

2. 决定 两 个 质量 相等 的 粒子 (ml = m2 三 m) 碰撞 后 的 最 小 分 离 角 Omin- 

解 : 如 果 m1 = m2, 图 的 点 4 在 椭圆 上 ,最 小 分 离 角 相应 于 点 C 在 短 轴 
一 端的 情形 (图 5). 从 这 一 构 形 显 见 ,tan(Bmin/2) 是 两 个 轴 长 度 之 比 , 并 且 


我 们 得 到 : 
a Omin 2m 
四 2 一 V@ +m’ 
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图 5 


3. 对 于 质量 都 等 于 m 的 两 个 粒子 的 碰撞 ,利用 工 系 中 的 散射 角 01 来 表 
达 6 , 奴 ,X. 
解 : 在 这 种 情形 下 , 反 演 (13.5) 式 得 到 ， 
， (+m)+(G —m)cos 0 
1 (+m)— (om)cos0 We 
Po (@2? — m2) sin? 01 
mS 
比较 利用 Xx 来 表达 6@ 的 式 子 : 


1 一 (1 — COS X)， 





3 


我 们 得 到 C 系 中 的 散射 角 : 
2m — (和 仙 十 3m)sin26b; 


2 2 凤 十 (6 — m)sin? 01 | 
814 角 动 量 
由 经 典 力 学 熟知 , 对 于 一 个 封闭 系统 , 除 能 量 和 动量 守恒 外 还 有 角 动 量 
守恒 ， 即 矢量 


Ad = Dj_r xp 
守恒 . 式 中 7+ 和 p 是 粒子 的 径 矢 和 动量 ; 求 和 遍历 组 成 系统 的 所 有 粒子 . 角 
动量 守恒 是 这 一 事实 的 结果 : 由 于 空间 各 向 同性 , 封闭 系统 的 拉 格 朗 日 函数 
在 系统 整体 转动 下 不 变 . 


通过 在 四 维 形 式 中 进行 类 似 的 推演 , 我 们 得 到 角 动 量 的 相对 论 表达 式 . 
设 z 是 该 系统 中 一 个 粒子 的 坐标 . 我 们 在 四 维 空间 中 作 一 无 限 小 转动 . 在 这 
样 的 变换 下 , 坐标 x 取 新 值 z*, 使 差 2” -为 线性 琐 数 : 


一 一 TI 和， (14.1) 
6f2ix 为 无 限 小 系数 . 四 维 张 量 8f0ix 的 请 分 量 通过 一 些 关 系 彼此 相连 , 这 些 关 


系 是 如 下 要 求 的 结果 : 径 矢 的 长 度 在 转动 下 必须 保持 不 变 , 即 ztz” = Tiz. 
从 (14.1) 中 取代 zx“, 并 略 去 62ix 中 作为 高 阶 无 穷 小 的 二 次 项 , 我 们 得 出 


TT; = 0. 
这 个 方程 必须 对 任意 的 zx’ 满足 . 因为 zz 是 对 称 张 量 , 602;x 必 为 反对 称 张 
量 (对 称 张 量 和 反对 称 张 量 的 乘积 显然 恒 为 零 ) . 于 是 我 们 得 到 : 

dr; = 一 972 这. (14.2) 


对 于 起 点 为 a、 终点 为 b 的 轨道 的 无 限 小 坐标 变换 , 作用 量 的 改变 具有 
形式 ( 见 (9.10) ) : 
= 一 》,P ;8zi| 


( 求 和 遍历 系统 中 的 所 有 粒子 ). 在 我 们 现在 考虑 的 转动 情形 下 ,zi = 9192k7 ， 
于 是 有 
09 = 一 9012 》 "pizk|。. 
如 果 我 们 把 张 量 ypizk 分 解 为 对 称 和 反对 称 两 部 分 , 则 第 一 部 分 与 反 
对 称 张 量 89ix 的 乘积 恒 为 零 . 所 以 只 取 piz* 的 反对 称 部 分 , 我 们 可 将 上 
式 改 写 为 如 下 形式 : 
85 = 50 . 5 (piz pka|. (14.3) 
对 于 封闭 系统 , 拉 格 朗 日 函数 是 一 不 变量 , 它 不 因 四 维 空 间 中 的 转动 而 
改变 . 这 意味 着 (14.3) 中 592k 的 系数 必须 为 零 : 
》 _(piz* — peri)o = >_(pir® — prz’) 
因而 , 我 们 看 出 , 对 于 封闭 系统 而 言 , 张 量 
= 》 (rip — ztp’) (14.4) 


是 守恒 的 . 这 个 反对 称 张 量 称 为 四 维 角 动量 张 量 . 这 个 张 量 的 空间 分 量 是 三 
维 角 动量 矢量 M = >》 xp 的 分 量 : 


M23 = Ms, -M3=M,, MY?=M;,. 
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分 量 M9, M0%, M0 构成 一 个 矢量 于 ( 轨 -Er/cz). 于 是 ,我 们 可 以 把 张 量 M* 


的 分 量 写 成 形式 : 
Mt = @3 (ze 一 所 -7) (14.5) 


(比较 (6.10) ) . 
特别 是 , 由 于 M* 对 于 封闭 系统 守恒 , 我 们 有 


>》 (1 全 一 COnSt . 


为 一 方面 , 因为 总 能 量 22& 也 守恒 , 这 个 等 式 可 以 写成 形式 














生字 -SS 一 COnst . 
由 此 我 们 看 到 , 具有 径 矢 有 
R= * sz (14.6) 
的 点 以 速度 
v= SS (14.7) 


作 匀 速 运动 . 这 正 是 系统 整体 的 运动 速度 . ( 按 公 式 (9.8), 它 把 总 能 量 和 总 动 
量 联系 起 来 .) 公式 (14.6) 给 出 了 系统 惯性 中 心 坐 标的 相对 论 定义 . 如 果 所 有 
粒子 的 速度 都 远 小 于 光速 c, 我 们 可 以 近似 地 令 8 snce2 ,(14.6) 于 是 化 为 通 
常 的 经 典 表达 式 包 
DL 
2_m 

请 注意 , 矢量 (14.6) 的 分 量 并 不 构成 任何 四 维 矢量 的 空间 分 量 , 故 在 参 
考 系 的 变换 下 它们 并 不 像 一 个 点 的 坐标 那样 变换 . 因此 同一 粒子 系统 的 惯性 
中 心 , 对 不 同 的 参考 系 来 说 是 不 同 的 点 . 


习 题 


一 物体 (粒子 系统 ) 在 其 以 速度 W 运动 的 参考 系 KK 中 角 动 量 为 MI, 在 
该 物体 总 体 静 止 的 参考 系 Ko 中 角 动 量 为 MO ， 试 求 RM 和 JM(0) 之 间 的 关 
系 ; 两 种 情形 下 角 动 量 都 是 相对 于 同一 点 一 一 物体 在 Ko 系 中 的 惯性 中 心 定 
义 的 @. 

@ 请 注意 , 惯性 中 心 的 经 典 公式 可 以 同样 好 地 适用 于 相互 作用 和 无 相互 作用 的 粒子 , 而 公 


式 (14.6) 只 有 在 忽略 相互 作用 时 才能 成 立 . 在 相对 论 力学 中 , 为 定义 相互 作用 粒子 系统 的 惯性 


中 心 , 要 求 我 们 把 粒子 所 产生 的 场 的 能 量 和 动量 明显 地 包括 进来 . 
@ 我 们 提请 读者 回忆 , 虽然 在 Ko 系 中 (那里 沪 p = 0) 角 动 量 与 定义 它 的 点 的 选择 无 关 , 
而 在 K 系 中 (那里 汇 p 头 0) 角 动 量 却 依 赖 于 这 种 选择 〈 见 本 教程 第 一 卷 89) . 
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解 : Ko 系 相 对 于 下 系 以 速度 区 运动 ;我 们 选 其 方向 为 轴 . 我 们 要 求 
的 张 量 JM 认 的 分 量 按 如 下 公式 变换 ( 见 86, 习题 2): 


V V 


M0)12 生 一 Mf(0)02 M (013 十 — M0)03 
M2? a Cc 3 、 M3 a C 5 , M23 ey NA(0)23 
和 ee 
人 c2 


因为 坐标 原点 选 在 物体 的 惯性 中 心 (在 Ko 系 中 ), 在 该 系 中 于 Er 二 0, 又 因 
为 在 该 系 中 p=0, 故 M(0)02 = M(003 = 0. 利用 Mi 和 和 拓 量 IM 分 量 之 间 
的 关系 ,我 们 对 后 者 求 得 : 

NA(O) MO 
M; = ML M, = = 》 M:; 一 六 


下 一 
人 es 
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815 相对论 中 的 基本 粒子 


粒子 与 粒子 间 的 相互 作用 , 可 以 借助 力 场 的 概念 来 描述 . 这 就 是 说 , 我 
们 不 说 一 个 粒子 作用 于 田 一 个 粒子 , 而 说 粒子 在 它 自己 周围 建立 起 场 ; 这 个 
场 内 的 任何 其 他 粒子 都 受 一 定 的 力作 用 . 在 经 典 力 学 中 , 场 仅 仅 是 描述 粒子 
相互 作用 这 一 物理 现象 的 一 种 方法 . 在 相对 论 中 , 因为 相互 作用 是 以 有 限 速 
度 传播 的 , 情况 就 根本 改变 了 . 在 某 一 时 刻 , 作用 在 一 个 粒子 上 的 力 并 不 由 
其 他 粒子 在 该 时 刻 的 位 置 决定 . 粒子 中 的 一 个 改变 了 位 置 , 仅 在 经 过 某 一 段 
时 间 以 后 方 能 影响 到 别 的 粒子 . 这 就 是 说 , 场 本 身 具 有 物理 的 真实 性 . 我 们 不 
可 以 说 , 彼此 间 有 距离 的 粒子 直接 地 相互 作用 . 在 每 一 时 刻 的 相互 作用 仅 能 
发 生 在 空间 中 紧密 相 邻 的 各 点 之 间 (接触 作用 ). 所 以 , 我 们 应 该 说 ,一 个 粒 
子 同 场 相 互 作用 , 而 后 场 与 男 一 个 粒子 相互 作用 . 

我 们 将 研究 两 种 形态 的 场 : 引力 场 与 电磁 场 . 关于 引力 场 , 我 们 留 到 第 
十 章 至 第 十 四 章 再 研究 , 在 其 余 各 章 内 , 我 们 只 讨论 电磁 场 . 

在 考虑 粒子 同 电 磁场 的 相互 作用 以 前 , 我 们 要 对 相对 论 力学 中 “粒子 ” 
的 概念 做 一 些 评论 . 

在 经 典 力 学 中 , 人们 可 以 引入 刚体 的 概念 , 所 谓 刚 体 , 就 是 在 任何 条 件 
下 都 不 能 变形 的 物体 . 在 相对 论 中 , 刚体 似乎 应 该 相应 地 理解 为 这 样 一 些 物 
体 , 在 它们 处 于 静止 的 参考 系 中 其 所 有 尺寸 都 保持 不 变 . 然而 , 不 难看 出 , 相 
对 论 使 得 一 般 情 况 下 刚体 不 可 能 存在 . 

例如 , 我 们 考虑 一 个 绕 自 身 轴 转动 的 圆 盘 , 并 假设 它 是 刚体 . 固 联 于 该 盘 
的 参考 系 显 然 不 是 惯性 系 . 但 是 , 对 于 圆 盘 的 每 个 无 限 小 单元 , 可 以 引入 一 个 
惯性 参考 系 , 其 中 该 单元 在 某 一 给 定时 刻 处 于 静止 ; 对 于 圆 盘 上 有 不 同 速度 
的 单元 ,这些 惯 性 系 显然 是 不 同 的 , 现在 我 们 来 考察 沿 盘 某 一 半径 分 布 的 一 


50 第 三 章 电磁场 中 的 电荷 


系列 线 元 . 因为 圆 盘 是 刚体 , 所 以 每 一 段 的 长 度 (在 与 该 段 相 应 的 惯性 系 中 ) 
与 圆 盘 静止 时 该 段 的 长 度 相同 . 因为 每 一 段 都 垂直 于 自己 的 速度 , 因而 在 这 
种 情况 下 就 没有 洛 伦 效 收缩 , 所 以 ,一 个 静止 的 观察 者 , 当 圆 盘 的 半径 从 他 
劳 边 扫 过 时 , 所 量 出 的 线段 长 度 , 与 圆 盘 静 止 时 所 量 出 的 一 样 . 因此 , 静止 观 
察 者 量 得 的 半径 总 长 《等 于 组 成 它 的 各 段 之 和 ), 同 圆 盘 静止 时 量 得 的 一 样 . 
另 一 方面 , 在 给 定时 刻 , 圆 盘 圆周 上 从 静止 观察 者 旁边 经 过 的 每 一 单元 的 长 
度 都 要 发 生 洛 伦 效 收缩 , 所 以 整个 圆周 的 长 度 ( 即 静止 观察 者 所 测 出 的 各 线 
段 之 和 ) 将 小 于 静止 圆 盘 的 周 长 . 于 是 我 们 得 出 结论 , 由 于 圆 盘 的 转动 〈 静 
止 观 察 者 测 得 的 ) 圆周 与 半径 之 比 必 须 改变 , 而 不 再 等 于 2r. 这 一 结论 的 蕊 
雇 性 表明 , 实际 上 圆 盘 不 可 能 是 刚体 , 它 在 转动 时 必然 发 生 了 某 种 复杂 的 形 
变 , 这 种 形变 与 其 组 成 物质 的 弹性 有 关 . 

我 们 还 可 以 用 另 一 种 方法 来 证 明 刚 体 是 不 可 能 存在 的 . 假设 某 一 外 力作 
用 于 某 一 固体 的 某 一 点 上 , 使 这 个 物体 运动 . 如 果 这 个 物体 是 刚体 , 那么 , 它 
的 所 有 各 点 都 必须 与 受 外 力作 用 的 点 一 起 运动 , 否则 物体 就 要 变形 了 . 然而 
根据 相对 论 , 这 是 不 可 能 的 . 因为 力 的 作用 是 以 有 限 速度 从 其 作用 点 传 到 另 
外 的 点 , 因而 , 所 有 的 点 不 可 能 同时 开始 运动 . 

从 这 些 讨论 中 我 们 得 出 有 关 基 本 粒子 的 一 些 结论 . 基本 粒子 是 这 样 的 粒 
子 , 我 们 认为 可 以 通过 给 定 其 作为 整体 的 三 个 坐标 和 三 个 速度 分 量 , 就 能 完 
全 决定 它们 的 力学 状态 . 显然 ,如 果 基 本 粒子 具有 有 限 的 尺寸 , 即 具 有 空间 
广 延 , 那么 它 就 不 可 能 变形 , 因为 变形 的 概念 同 物体 各 个 部 分 独立 运动 的 可 
能 性 联系 着 . 但 是 我 们 刚才 已 经 看 到 , 相对 论 指出 刚体 是 不 可 能 存在 的 . 

因此 我 们 得 到 一 个 重要 的 结论 : 在 经 典 的 〈 非 量子 的 ) 相对 论 力学 中 ， 
我 们 不 能 赋予 那些 被 看 做 基本 的 粒子 有 限 的 尺寸 . 换 句 话说, 在 经 典 理论 的 
框架 内 , 必须 把 基本 粒子 当做 几何 点 看 待 . 
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一 个 在 给 定 电磁 场 中 运动 粒子 的 作用 量 由 两 部 分 组 成 : 一 项 是 自由 粒子 
的 作用 量 (8.1) , 另 一 项 描述 粒子 与 场 的 相互 作用 . 后 者 必定 包括 表征 粒子 的 
量 和 表征 场 的 量 . 


@ 量子 力学 在 这 种 情况 下 做 出 了 根本 的 改变 , 但 相对 论 在 这 里 再 次 使 引入 任何 非 点 的 相互 
作用 变 得 极其 困难 . 
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事实 表明 ,粒子 同 电磁 场 相 互 作用 的 性 质 由 一 个 量 所 决定 . 这 个 量 称 
为 粒子 的 电荷 e. 电荷 可 以 为 正 , 也 可 以 为 负 (也 可 以 为 零 ) . 场 的 性 质 由 一 
个 四 维 矢量 4; 四 维 势 表征 ,其 分 量 是 坐标 和 时 间 的 函数 . 这 些 量 借助 


式 子 
er i 
二 4idrr 

C a 


出 现在 作用 量 里 , 式 中 函数 4; 取 值 于 粒子 世界 线 上 的 点 . 因子 1/c 是 为 方便 
引入 的 . 应 当 指 出 , 只 要 我 们 还 没有 把 电荷 或 势 同 已 知 的 量 联系 起 来 的 公式 ， 
测量 这 些 新 量 的 单位 就 可 以 任意 选取 @ . 

因此 , 电磁 场 中 电荷 的 作用 量 将 有 如 下 的 形式 : 





点 三 [ (—meds 一 -Aidz: ) (16.1) 


四 维 矢 量 4 的 三 个 空间 分 量 构 成 一 个 三 维 空间 矢量 4, 称 为 场 的 矢 势 ， 
时 间 分 量 称 为 标 势 ; 我 们 记 之 为 4? = y. 因此 ， 


4 = (%, A). (16.2) 
所 以 作用 量 积分 可 以 写 为 下 去 : 
b 
s= | (~meds + -A.dr — epdt). 


引入 v= dr/dt, 并 变 为 对 t 积分 : 


t2 v2 e 
9 —mce’ 1—- +-A.v-eyp dt. (16.3) 


t1 


被 积 函数 正 是 一 个 电荷 在 电磁 场 中 的 拉 格 朗 日 量 : 


v2 e 
L=—mc 1—- 3+-A.v -ey. (16.4) 


这 个 函数 与 自由 粒子 的 拉 格 朗 日 量 (8.2) 相差 之 项 是 (e/c)A .wv 一 ep，, 该 项 描 
述 电 荷 与 场 的 相互 作用 . 

四 下面 的 论断 在 一 定 程 度 上 可 以 看 成 是 实验 数据 的 推论 . 粒子 在 电磁 场 中 作用 量 的 形式 不 
能 只 基于 一 般 的 考虑 (例如 像 相 对 论 不 变性 的 要 求 ) 来 确定 . 后 者 会 允许 (16.1) 式 中 出 现 1/ au 


形式 的 量 , 式 中 4 是 一 个 标量 函数 . 

为 了 避免 任何 误解 ,我 们 再 次 指出 ,我 们 现在 考虑 的 是 经 典 ( 而 非 量 子 ) 理论 , 因而 不 包括 
与 粒子 自 旋 有 关 的 效应 . 

Q@ 关于 这 些 单位 的 建立 , 参见 827. 
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导数 6L/6w 是 粒子 的 广义 动量 ; 我 们 用 PP 来 代表 它 . 微分 可 得 


MA +-A=p+-A. (16.5) 





这 里 我 们 用 p 代表 这 个 粒子 的 普通 动量 , 以 后 我 们 简称 之 为 动量 . 
由 拉 格 半日 量 , 按照 熟知 的 通 式 
oL 


=v 


我 们 可 以 求 出 粒子 在 场 内 的 哈密 顿 量 . 将 (16.4) 代入 , 我 们 得 到 


me? 


2 = 天 一 十 ew， (16.6) 
ek 
但 是 , 哈密 顿 量 不 应 该 用 速度 来 表示 , 而 应 该 用 粒子 的 广义 动量 来 表示 . 
从 (16.5) 和 (16.6) 显 见 , -ey 与 P(e/c)A 之 间 的 关系 同 场 不 存在 
时 .52 和?P 之 间 的 关系 一 样 ， 即 


到 2 2 
(并) = mm2c2 十 (P = -A) | (16.7) 


Cc 


2 
.32 = me 十 c? (P 一 -A) + ep， (16.8) 


对 于 低速 情况 , 即 是 说 在 经 典 力学 中 ，, 拉 格 并 日 量 (16.4) 化 为 
L= "+A.v ey. (16.9) 
在 这 种 近似 下 ， 
p=mv=P--A, 
并 且 我 们 可 求 得 哈密 顿 量 的 表达 式 : 
= > (P 和 24) +ep， (16.10) 


最 后 , 我 们 来 写 电 磁场 中 粒子 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 . 在 哈密 顿 量 中 , 用 
9S/6r 代替 P, 用 -8S/6t 代替 .和 ,就 可 得 到 这 个 方程 . 因此 , 由 (16.7) , 我 
们 得 到 


€ 2 1 OS 22 
(vs 一 -A) ( 守 加 ep) +m’c” =0. (16.11) 
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位 于 场 内 的 电荷 不 只 受到 场 的 作用 力 , 而 是 也 反 过 来 对 场 起 作用 , 改变 
场 . 但 是 , 假如 电 集 e 不 大 , 电荷 对 于 场 的 作用 就 可 以 略 去 不 计 . 在 这 种 情况 
下 , 当 我 们 考虑 电荷 在 一 给 定 的 场 内 运动 时 , 我 们 可 以 假设 场 本 身 与 电荷 的 
坐标 或 速度 无 关 . 要 能 够 把 电 倚 认 为 是 在 上 述 意 义 上 的 小 , 它 所 应 该 满足 的 
确切 条 件 将 在 以 后 讲述 ( 见 875) . 以 下 我 们 假设 这 个 条 件 已 被 满足 . 
我 们 现在 要 找 出 电荷 在 给 定 电磁 场 内 的 运动 方程 . 这 些 方程 可 以 通过 对 
作用 量 进 行 变 分 得 到 . 因而 , 运动 方程 就 是 拉 格 明日 方程 
d OF L 
二 区 一 二 (17.1) 
其 中 工 由 公式 (16.4) 确定 . 
导数 9L/6w 是 粒子 的 广义 动量 (16.5) . 其 次 , 我 们 可 写 出 - 
22 - 
Dr 
但 是 由 已 知 的 矢量 分 析 的 公式 可 得 


VL= -grad A v 一 egrad wy. 


grad(a:b)= (a:V)b+{(b:V)at+b x rota+t oa x rotb, 


其 中 a 及 5 是 两 个 任意 矢量 . 应 用 这 个 公式 到 和 .wv, 并 记 住 , 对 > 微分 时 ,v 
是 常数 , 如是, 则 求 得 
OL 


De ~(v -V)A+t ~ x rot 4 一 egrad . 


因此 , 拉 格 明日 方程 具有 如 下 的 形 陈 : 


d e e e 
(p+ -A) = ZV*V)A+-Y x rot A — egradvy. 


但 是 全 微分 (dA/dt)dt 包含 两 部 分 : 矢 势 在 空间 的 某 一 给 定点 因 时 间 变 化 而 
发 生 的 变化 (64/6t)dt 以 及 由 空间 的 一 点 移动 一 段 距离 dr 至 另 一 点 所 发 生 
的 变化 . 第 二 部 分 是 (dr .V)4. 因此 导数 d4/dt 可 以 写成 以 下 的 形式 : 

dA 8684 


mF + V4. 


将 此 式 代 入 前 面 的 方程 , 得 到 
. = 25 egradp+ Svxroth (17.2) 
这 就 是 一 个 粒子 在 电磁 场 内 的 运动 方程 . 等 号 左边 是 粒子 的 动量 对 时 间 
的 导数 . 所 以 (17.2) 式 等 号 右边 的 式 子 就 是 作用 于 电磁 场 内 的 粒子 上 的 力 . 
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我 们 看 出 , 这 个 力 包 含 两 部 分 . 第 一 部 分 ( (17.2) 式 右 边 的 第 一 、 第 二 两 项 ) 
与 粒子 的 速度 无 关 . 第 二 部 分 (第 三 项 ) 与 速度 有 关 , 它 与 速度 成 正比 , 而 且 
垂直 于 速度 . 

作用 于 单位 电荷 上 的 第 一 种 类 型 的 力 , 称 为 电场 强度 ; 我 们 用 马 来 代 
表 它 . 于 是 , 按 定 义 ， 


10A 
B= -Fi grad . (17.3) 


作用 于 单位 电荷 上 的 第 二 种 类 型 的 力 中 , 速度 的 因子 , 严格 说 来 是 v/c 
的 因子 , 称 为 磁场 强度 . 我 们 用 五 来 代表 它 . 于 是 , 按 定 义 ， 


H = rot 4. (17.4) 


假如 在 一 电磁 场 中 , 殖 灶 0, 但 互 =0, 我们 就 说 它 是 电场 ; 假如 =0， 
但 互 冯 0, 我 们 就 说 它 是 磁场 . 在 一 般 情况 下 , 电磁场 是 电场 与 磁场 的 从 加 . 

我 们 指出 , EE 是 极 矢量 , 而 五 是 轴 和 失 量 . 

一 个 电荷 在 电磁 场 中 的 运动 方程 现在 可 以 写成 


=eE+ -1v xH. (17.5) 


等 号 右边 的 式 子 称 为 洛 伦 兹 力 . 其 第 一 部 分 (电场 作用 于 电荷 上 的 力 ) 与 电 
荷 速 度 无 关 , 并 沿 着 马 的 方向 . 第 二 部 分 (磁场 作用 于 电荷 上 的 力 ) 与 电荷 
的 速度 成 正比 ,而 其 方向 则 既 垂 直 于 速度 又 垂直 于 磁场 H. 

对 于 比 光 速 小 很 多 的 速度 , 动量 p 近似 地 等 于 它 的 经 典 表 达 式 mu, 因 
而 运动 方程 (17.5) 变 为 


dv €e 
oi 2 H. 
mm 7 eE+i 2 x (17.6) 


下 面 我 们 还 要 导出 粒子 的 动能 随时 间 的 变化 率 的 方程 S, 即 确定 下 面 导 
数 的 方程 ， 








dt dt 2 
oy 
很 容易 验证 
détin dp 
dt dt 
将 (17.5) 式 中 的 dp/dt 代 和 人, 并 注意 到 vx 五 -v= 0, 我 们 有 
dokin _ eE :vw. : (17.7) 


dt 
@ 这 里 “动能 ”是 指 能 量 (9.4) , 它 包 含 静 能 . 
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动能 随时 间 的 变化 率 就 是 场 在 单位 时 间 内 对 粒子 所 做 的 功 . 从 (17.7) 可 
以 看 出 ， 这 个 功 等 于 速度 与 电场 作用 于 电荷 上 的 力 的 乘积 . 场 在 时 间 dt 内 所 
做 的 功 , 即 在 电荷 移动 dr 距离 时 所 做 的 功 , 显然 等 于 e 五 .dr. 

我 们 强调 这 个 事实 , 即 对 电荷 做 功 的 仅仅 是 电场 ; 磁场 不 能 对 在 其 中 运 
动 的 电荷 做 功 . 这 是 因为 磁场 对 电荷 的 作用 力 永 与 电荷 的 速度 垂直 . 

力学 方程 相对 于 时 间 变 号 , 即 相 对 于 将 来 与 过 去 对 调 来 说 是 不 变 的 . 换 
句 话 说, 在 力学 中 两 个 时 间 方 向 是 等 价 的 , 这 就 意味 着 , 假如 某 一 种 运动 能 
按照 力学 方程 进行 , 那么 , 相反 的 运动 也 是 可 能 的 , 在 这 个 相反 的 运动 中 , 力 
学 体系 经 历 同样 的 状态 , 但 是 次 序 相 反 . 

很 容易 看 出 , 这 对 于 相对 论 中 的 电磁 场 也 成 立 . 但 是 在 这 种 情况 下 ， 除 
了 将 时 间 t 变 为 -t 外 , 我们 还 必须 改变 磁场 的 符号 . 事实 上 ,很 容易 看 出 ， 
假如 我 们 作 下 列 代 换 : 


to -t, 五 一 五 ， Ho—-H, (17.8) 


运动 方程 (17.5) 是 不 变 的 . 
按照 (17.3) 及 〈17.4) , 这 并 不 改变 标 势 , 但 是 矢 势 变 了 号 : 


pp 一 4 一 一 和. (17.9) 


因此 , 假如 某 种 运动 在 电磁 场 中 是 可 能 的 , 那么 , 相反 的 运动 在 五 方向 
相反 的 电磁 场 中 也 是 可 能 的 . 


习 题 


用 粒子 的 速度 及 电场 强度 和 磁场 强度 来 表示 它 的 加 速度 . 
解 : 将 了 = vian/c2 代入 (17.5), 并 按 (17.7) 表示 dliin/dt， 求 得 
e v2 


. 1 1 
Re 1- 要 人 惠 +ix 瑟 -让 oo 本 上 
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现在 让 我 们 来 研究 场 的 势 可 唯一 地 确定 到 什么 程度 . 首先 , 我 们 应 该 注 
意 这 个 事实 , 就 是 场 是 由 它 对 其 内 电荷 运动 所 产生 的 影响 来 刻画 的 . 但 是 在 
运动 方程 (17.5) 内 并 未 出 现势 ,而 只 出 现 了 场 强 五 及 五 .所 以 两 个 场 如 果 
以 相同 两 个 矢量 五 及 五 来 描述 , 那么 , 这 两 个 场 在 物理 上 是 全 同 的 . 

假如 给 定 了 势 A 及 p, 那么 , 根据 (17.3) 及 (17.4) ,五 及 互 就 由 它们 
完全 唯一 地 确定 了 . 但 是 同一 个 场 可 以 相应 于 不 同 的 势 . 为 了 证 明 这 件 事 , 我 
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们 可 将 -8f/8x* 这 个 量 加 到 势 的 每 一 个 分 量 上 , 其 中 f 是 坐标 与 时 间 的 任 
意 孔 数 . 因此 , 势 Ak 变 为 


A = A — (18.1) 
经 过 这 样 的 改变 , 在 作用 量 积分 (16.1) 中 将 出 现 附 加 项 
e of e 
2 drt =d (<f), (18.2) 


但 是 , 将 一 个 全 微分 加 在 作用 量 积分 的 被 积 珊 数 内 , 运动 方程 并 不 受 影响 ( 见 
本 教程 第 一 卷 82) . 

如 果 我 们 引入 标 势 及 矢 势 来 代替 四 维 势 , 而 且 用 ct ,z,y, z, 来 代替 xi， 
那么 (18.1) 中 的 四 个 方程 束 可 以 写成 下 面 的 形式 ; 
10f 
cot 
很 容易 验证 ,， 当 用 (18.3) 式 定义 的 4' 及 y/' 代替 A 及 yp 时 ,由 方程 (17.3) 
及 (17.4) 所 定义 的 电场 及 磁场 实际 上 并 不 改变 .因此 , 势 的 变换 (18.1) 并 不 
改变 场 . 所 以 势 并 没有 被 唯一 地 确定 , 确定 矢 势 仅仅 精确 到 一 个 任意 天 数 的 
梯度 , 而 确定 标 势 仅仅 精确 到 同一 个 任意 函数 的 时 间 导 数 . 

特别 是 , 我 们 显然 可 以 加 一 个 任意 的 常 矢 量 到 矢 势 上 , 加 一 个 任意 常数 
到 标 势 上 . 这 也 可 直接 由 如 下 事实 看 出 来 , 吾 及 互 仅 仅 包 含 4 及 的 导数 ， 
所 以 加 些 常 量 到 A 及 p 上 ,并 不 影响 场 的 强度 . 

只 有 那些 对 于 势 变换 (18.3) 为 不 变 的 量 才 有 物理 意义 ; 特别 是 ， 所 
有 方程 在 这 个 变换 下 必须 是 不 变 的 . 这 种 不 变性 称 为 规范 不 变性 ( 德 文 为 
Bichinvarianz , 英文 为 Gauge invariance) 。. 

因为 势 缺 乏 唯 一 性 , 我 们 就 有 可 能 去 选择 它们 , 使 它们 满足 我 们 所 选择 
的 附加 条 件 . 我 们 强调 指出 , 我 们 能 够 令 它 们 满足 一 个 条 件 , 这 是 因为 我 们 可 
以 任意 选择 (18.3) 中 的 函数 f. 特别 而 言 , 我 们 总 能 这 样 来 选择 势 ,使 得 标 
势 p 为 零 . 假如 矢 势 不 是 零 , 那么 ,一 般 来 说 , 我 们 不 可 能 使 它 为 零 , 因为 条 
件 4=0 表 示 三 个 附加 条 件 ( 即 4 的 三 个 分 量 为 零 ) . 
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所 谓 恒 定 电磁 场 就 是 与 时 间 无 关 的 电磁 场 . 显然 , 恒定 电磁 场 的 势 可 以 
这 样 选择 : 使 它们 仅仅 是 坐标 的 函数 ， 而 不 是 时 间 的 函数 . 恒定 磁场 同 以 前 
一 样 等 于 五 =rot4 .恒定 电场 等 于 


五 = —gradvy. (19.1) 


@ 我 们 强调 指出 , 这 与 (18.2) 中 假设 。 的 不 变性 有 关 . 因此 , 电动 力学 方程 的 规范 不 变性 
( 见 下 ) 同 电荷 守恒 彼此 密切 相关 . 


A’=A+egradf, ww = 一 (18.3) 
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因此 , 恒定 电场 仅 为 标 势 所 决定 ， 而 恒定 磁场 仅 为 矢 势 所 决定 . 

我 们 在 前 一 节 中 已 经 知道 , 势 并 未 被 唯一 地 确定 . 但 是 很 容易 相信 , 假 
如 我 们 用 与 时 间 无 关 的 势 来 描述 恒定 电磁 场 , 那么 , 我 们 可 以 在 标 势 上 加 一 
个 任意 常数 而 不 改变 场 (这 个 任意 常数 既 与 坐标 无 关 , 也 与 时 间 无 关 ) . 通常 
要 给 p 加 上 一 个 附加 条 件 , 即 在 空间 内 某 一 特定 点 有 一 定 的 值 ; 常常 规定 p 
在 无 穷 远 处 的 值 为 零 , 这 时 ， 上 面 所 说 的 任意 常数 就 被 确定 了 , 因而 恒定 场 
的 标 势 也 就 被 唯一 地 确定 了 . 

另 一 方面 , 同 以 前 一 样 , 即使 对 于 恒定 电磁 场 , 矢 势 也 还 是 没有 被 唯一 
地 确定 ; 就 是 说 , 我 们 可 以 把 坐标 的 一 个 任意 晤 数 的 梯度 加 到 矢 势 上 . 

现在 我 们 要 确定 一 个 电荷 在 恒定 电磁 场 内 的 能 量 . 既然 场 是 恒定 的 , 那 
么 , 电荷 的 拉 格 朗 日 量 也 就 不 是 时 间 的 显 范 数 . 如 我 们 所 知道 的 , 在 这 种 情 
况 下 , 能 量 是 守恒 的 , 而 且 它 就 是 哈密 顿 量 . 

按照 (16.6), 我们 得 到 


me? 





+ ew. (19.2) 
1 v 
2 


因 之 , 由 于 场 的 存在 , 粒子 的 能 量 加 上 了 一 项 ey, 它 是 电荷 在 场 内 的 势能 . 我 
们 应 该 注意 一 个 重要 的 事实 , 即 能 量 仅 与 标 势 有 关 , 而 与 和 撩 势 无 关 . 这 就 意味 
着 磁场 不 影响 电荷 的 能 量 . 只 有 电场 才 改 变 粒子 的 能 量 . 这 同 如 下 事实 有 关 ， 
即 磁场 与 电场 不 同 , 它 对 电荷 不 做 功 . 

假如 场 强 在 空间 所 有 点 上 都 一 样 , 那么 这 样 的 场 称 为 均匀 场 . 让 我 们 用 
场 强 巨 来 表示 一 个 均匀 电场 的 标 势 . 很 容易 证 明 , 对 于 一 个 均匀 上场 来 说 ， 


p=—E.r. (19.3) 


实际 上 , 因为 吾 是 常量 , 所 以 V(E .7)=(E.YV)r=E. 
均匀 磁场 的 矢 势 可 以 用 场 强 五 表示 为 : 


A= 7H x 7 (19.4) 
事实 上 , 我 们 注意 到 互 = const, 利用 矢量 分 析 中 熟知 的 公式 可 得 
rot(H xr)= Hdivr—(H.V)r =2H 


(注意 , divr = 3). 
均匀 人 磁场 的 矢 势 也 可 以 选择 为 下 列 形式 : 


As 一 —Hy, A, 一 A, 一 0 (19.5) 
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(选择 z 轴 沿 着 五 的 方向 ). 很 容易 证 明 , 这样 选 择 了 A 和 ,我 们 就 有 H = rot 4. 
按照 变换 式 (18.3) , 势 (19.4) 和 (19.5) 彼此 之 间 的 差 为 某 个 函数 的 梯度 : 由 
(19.4) 加 上 Vf 就 得 到 (19.5) , 式 中 f = -xyH/2. 


是 


在 相对 论 力学 中 ，, 写 出 恒定 电磁 场 内 粒子 轨道 的 变 分 原理 ( 即 英 培 督 原 
理 ). 

解 : 英 培 督 原理 可 表述 如 下 : 假如 一 个 粒子 的 能 量 是 守恒 的 (在 一 个 恒 
定 场 内 运动 ), 那么 ,， 它 的 轨道 可 从 下 面 的 变 分 方程 确定 : 


5 /Pdr=o 


其 中 大 是 粒子 的 广义 动量 ,这 个 广义 动量 局 可 以 用 能 量 及 坐标 的 微分 玉 表 示 : 
至 于 积分 就 应 该 沿 粒子 的 轨道 进行 ( 见 本 教程 第 一 卷 844) .将 P=p+(e/c)A4 
代入 ,注意 与 dr 同方 向 , 我 们 就 得 到 


5 | (pdl+ £A.ar) = 0， 


其 中 dl = Vdr2 是 弧 元 . 从 用 十 m2c? = (B 一 ep)2/c2 来 定 p, 我 们 最 后 得 


CE 一 ep e 
6 = mz2c2d!l 十 = 人 - dr 一 0. 
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现在 我 们 研究 电荷 e 在 均匀 的 恒定 电场 EE 中 的 运动 . 我 们 取 电 场 的 方向 
为 x 轴 . 该 运动 显然 在 一 个 平面 内 进行 . 我 们 取 这 个 平面 为 zy 平面 . 这 时 , 运 
动 方程 (17.5) 变 为 


到 


pz=ebk, py=0 
(上 面 的 一 点 表示 对 时 间 t 微 分 ), 所以: 
pz = ebt, py = po. (20.1) 


我 们 把 时 间 的 参考 点 选 在 pz = 0 的 时 刻 , po 表示 粒子 在 该 时 刻 的 动量 , 
粒子 的 动能 ( 场 内 势能 以 外 的 能 量 ) 是 kin = cVm2c2 十 到 ,将 020.1) 代 
人, 我 们 求 得 , 在 现在 这 种 情况 下 ， 


iin = /m2c4 + c2p3 + (ceBt)? = /名 + (ceEt)?, (20.2) 


$21 ”在 恒定 均匀 磁场 中 的 运动 ea 


其 中 , 钢 是 t=0 时 的 能 量 . 
按照 (9.8) 式 , 粒子 的 速度 vw = pc?/lkin. 因而 ,对 于 速度 vs = zz, 我 
们 有 
dr pzc ceEt 


dt CEin VE2 + (ceBt)}? 


1 
ee EV + (ceBt)? (20.3) 


(其 中 我 们 已 经 令 积分 常数 等 于 零 ) @. 


为 了 求 得 y, 我 们 有 
dy _ pyC” poc” 


dt Gin Vei+(ceEt)? 


经 过 积分 , 我 们 求 得 








六 四 Et 
_ Pocarainh © 
z y= Bp arsinh ee (20.4) 
利用 (20.4) 式 通 过 y 来 表示 t, 并 将 它 代 入 (20.3), 我 们 得 到 轨道 方程 
如 下 : 训 
e 
T= -Ecosh pe (20.5) 


由 此 可 见 , 在 均匀 电场 中 一 个 电荷 沿 着 悬 链 线 运 动 . 
假如 粒子 的 速度 v 之 c, 那么 ,我 们 可 以 使 po = rnvo, 而 = mc2， 并 将 
(20.5) 式 展 开 为 1/c 的 戎 级 数 . 略 去 高 阶 项 , 我 们 得 到 


一 十 const 
加 2mvay . 


就 是 说 , 电荷 沿 着 抛物 线 运动 , 这 是 我 们 在 经 典 力 学 中 熟知 的 结果 . 
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我 们 现在 来 研究 电荷 e 在 恒定 均匀 磁场 H 中 的 运动 . 我 们 选择 磁场 的 方 
向 为 z 轴 的 方向 . 我 们 将 动量 ( (9.8) 式 ) 
Gv 
Po 


( 式 中 8 是 粒子 的 能 量 , 它 在 磁场 中 是 恒定 的 ) 代入 运动 方程 





ZT 


p= vxH, 
c 


@ 这 个 结果 (对 于 po = 0) 同 具 有 和 恒定 “固有 加 速度 ”wo = eE/m 的 相对 论 运动 问题 的 解 
一 致 ( 见 87 的 习题 ) . 对 于 目前 的 情形 , 加 速度 的 恒定 性 与 速度 V 沿 着 场 的 方向 时 , 洛 伦 效 变 
换 不 改变 电场 这 一 事实 有 关 ( 见 824) . 
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就 可 将 其 改 与 成 男 一 种 形式 . 这 样 一 来 ,运动 方程 就 化 成 了 下 面 的 形式 : 





2dr 一 本 Xx 五 ， (21.1) 
或 用 分 量 表 示 为 
Vz = wy Vy = —wvyr, Vz = 0, (21.2) 
其 中 引入 了 符号 
ecH 
er (21.3) 


将 (21.2) 中 的 第 二 个 方程 乘 以 i, 加 到 第 一 个 方程 中 , 就 得 到 : 
和 (us 十 ioy) = 一 io(vz + ivy), 


因而 


vz + ivy = ae™™, 


其 中 a 是 一 个 复 常 数 . 这 个 复 常 数 可 以 写成 a = vote-'a 这 样 的 形式 , 其 中 wo: 
及 a 都 是 实数 . 因此 ， 


vz 十 ivy = vole 
将 实 部 与 虚 部 分 开 , 我 们 得 到 
vs = Vot cos(wt + a), vy = —vot sin(wt + Qa). (21.4) 


常数 vo 及 a 都 要 由 初始 条 件 来 决定 , a 是 初 相位 ,至 于 vo:， 则 从 (21.4) 


看 出 
vot 一 /2 十 2 
即 是 说 , vo 是 粒子 在 zy 平面 内 的 速度 , 而 且 它 在 整个 运动 过 程 中 保持 不 变 . 
再 次 积分 (21.4), 我 们 得 到 


T=xo+rsin(wti+a), y= yotrcos(wt aoa), (21.5) 


其 中 

Vot _ YorG _ pt 
w ecH eH 
(pi 是 动量 在 zy 平面 上 的 投影 ). 从 (21.2) 的 第 三 个 方程 , 我 们 得 到 vw; = voz， 


以 及 


ss (21.6) 


2 = 20 + vozt. (21.7) 


从 (21.5) 及 (21.7), 可 以 很 明显 地 看 出 , 电荷 在 均匀 磁场 中 沿 着 螺旋 线 
运动 , 螺旋 线 的 轴 沿 着 磁场 的 方向 , 螺旋 线 的 半径 由 (21.6) 式 来 决定 . 粒子 
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的 速度 是 常数 . 在 voz = 0, 即 粒 子 没 有 沿 磁 场 方 向 的 速度 分 量 的 特殊 情况 下 ， 
粒子 就 在 与 磁场 垂直 的 平面 内 作 圆 周 运 动 . 

从 上 面 各 公式 我 们 可 以 看 出 , w 是 粒子 在 与 磁场 垂直 的 平面 内 转动 的 角 
频率 . 

假如 粒子 的 速度 很 低 , 那么 , 我 们 就 可 以 近似 地 令 8 = me*. 这 时 频率 
w 变 为 

WwW = —. (21.8) 

现在 我 们 假设 磁场 保持 均匀 , 但 数值 和 方向 缓慢 变化 的 情形 ,探究 此 时 
带电 粒子 的 运动 如 何 改 变 . 

我 们 知道 : 在 运动 条 件 缓 慢 变 化 的 情况 下 , 某 些 被 称 为 “ 浸 渐 不 变量 ”的 
量 保 持 恒 定 . 因为 在 与 磁场 垂直 的 平面 内 的 运动 是 周期 性 的 , 所 以 积分 


1 


是 浸 渐 不 变量 , 这 个 积分 应 该 在 运动 的 整个 周期 内 来 进行 . 在 我 们 所 讨论 的 
情形 下 ， 就 是 沿 着 圆周 来 进行 ( 玉 是 广义 动量 在 这 个 平面 上 的 投影 ) @. 将 
P= pi 十 (e/c)A 代入 ,就 得 到 


1 1 e 
一 -一 . dy 二 一 一 。 — PA.dr. 
I 了 P dr 去 多 dart dr 


在 第 一 项 中 我 们 应 注意 p; 的 绝对 值 是 常数 ,其 方向 沿 着 dr ,对 第 二 项 
应 用 斯 托 克 斯 定理 , 并 写 出 rot A = 五 , 则 得 : 


_ £7,2 
1 ps 5 
其 中 是 轨道 半径 @. 将 > 的 表达 式 (21.6) 代入 ,可 得 
2 
_ Cpt 
9eH 
由 上 式 可 以 看 出 , 对 于 互 的 缓慢 变化 , 切 向 动量 ps 的 变化 近似 与 VH 成 正 
比 . 
Q@ 见 本 教程 第 一 卷 849. 一 般 说 来 ， 沿 特定 坐标 g 的 一 个 周期 进行 的 积分 ¢ pdg 是 浸 浙 不 
变量 . 在 本 情形 下 .垂直 于 H 的 平面 内 的 两 个 坐标 周期 一 致 , 我 们 已 经 写 出 的 积分 了 是 两 个 相 
应 漫 渐 不 变量 之 和 , 然而 , 这 些 不 变量 每 一 个 单独 说 来 并 没有 特殊 意义 ,因为 它们 依赖 于 场 的 矢 


势 ( 非 唯一 的 ) 选择 . 由 此 得 出 的 浸 浙 不 变量 的 非 唯一 性 反映 了 如 下 事实 ， 当 我 们 认为 磁场 在 全 
空间 均匀 时 , 原则 上 不 能 决定 由 五 改变 所 产生 的 电场 , 因为 它 实 际 上 依赖 于 无 穷 远 处 的 特定 条 





(21.9) 


牛 , 
@ 对 于 给 定 方向 的 互 考察 电荷 沿 轨道 的 运动 方向 , 我 们 发 现 , 如 果 沿 五 看 去 , 它 是 逆 时 
针 的 . 所 以 第 二 项 是 负 号 . 
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这 个 结果 也 适用 于 另 一 种 情况 , 即 粒 子 在 并 不 严格 均匀 的 磁场 中 沿 螺旋 
轨道 运动 (使 得 场 在 可 以 同 螺旋 线 的 半径 和 步 长 相 比 的 距离 上 变化 很 小 ). 
这 样 的 运动 可 以 看 成 在 随时 间 移 动 的 圆 轨道 上 进行 , 场 相 对 于 轨道 表现 为 随 
时 间 变 化 但 却 保 持 均 匀 . 于 是 我 们 可 以 说 , 垂直 于 场 方向 的 动量 分 量 按照 规 
律 : pt = VCH 变化 , 这 里 C 是 一 常数 , HH 是 坐标 的 给 定 函 数 . 另 一 方面 , 正 
如 任何 恒定 磁场 中 的 运动 那样 , 粒子 的 能 量 (因而 其 动量 的 平方 到) 保持 不 
变 . 因此 动量 的 纵向 分 量 按 照 如 下 公式 变化 : 


pt =p —pt=p— OH(,y,2). (21.10) 


因为 我 们 总 是 应 当 有 pz > 0, 粒子 穿 人 场 足 够 强 的 区 域 (C 厂 > p?) 是 不 
可 能 的 . 在 沿 场 增加 方向 的 运动 进程 中 , 螺旋 轨道 的 半径 按 pi,/H 成 比例 地 减 
小 ( 即 比 例 于 1/VH )，, 而 步 长 比例 于 pi. 在 达到 pi 变 为 零 的 边界 处 , 粒子 被 
反射 : 在 继续 沿 相 同方 向 转动 的 同时 , 开始 朝 场 梯度 相反 的 方向 运动 . 

场 的 不 均匀 性 也 导致 另 一 种 现象 一 一 粒子 螺旋 轨道 的 导 引 中 心 ( 像 称 
圆 轨道 的 中 心 那样 ) 缓慢 地 横向 移动 (漂移 ) ; 下 一 节 习 题 3 将 讨论 这 个 问题 . 


习 题 


将 一 个 带电 的 空间 振子 置 于 均匀 恒定 磁场 内 ; 这 个 振子 (在 没有 置 于 场 
内 时 的 振动 ) 的 本 征 频率 是 wo, 求 它 在 置 于 场 内 后 的 振动 频率 . 
解 : 振子 在 磁场 【磁场 方向 沿 着 z 轴 ) 内 的 爱 迫 振动 方程 是 


十 wes = 2 Y 上 + wey = 二 z 十 waz = 0. 
TC Te 
用 j 腾 第 二 个 方程 并 与 第 一 个 方程 相 加 ,得 到 
N eH. 
E+ wié 一 一 ie， 


其 中 上 E 王 2 十 这 由 此 可 以 得 到 振子 在 与 磁场 重 直 的 平面 内 的 振动 频率 为 


假如 磁场 瑟 很 弱 , 这 个 公式 就 变 为 


H 
Ee 
2mc 


沿 着 场 的 方向 的 振动 将 保持 不 变 . 
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最 后 , 我 们 来 研究 在 电场 及 磁场 都 存在 并 且 都 是 均匀 恒定 的 情况 下 , 一 
个 电荷 如 何 运动 . 我 们 的 讨论 只 限于 粒子 的 速度 v < c 的 情形 ,因此 质点 的 
动量 p = mwv; 以 后 我 们 将 要 知道 , 出 现 这 种 情形 的 必要 条 件 是 电场 比 磁场 小 
得 多 . 

我 们 选择 互 的 方向 为 z 轴 的 方向 , 而 选择 通过 五 及 轧 的 平面 为 yz 平 
面 . 这 时 , 运动 方程 


mv =eEt+t ~ xH 
可 以 写成 如 下 式 : 
e 
Epp 
mi = -YH, 
my = eE, — -tH, (22.1) 
mz = eb;,. 


由 上 面 的 第 三 个 方程 , 我 们 可 以 看 出 , 电 和 向 以 色 加 速度 沿 着 z 轴 方 问 运 动 ， 
就 是 说 ， 
€ 


2 村 22.2 
之 D7 十 Vo ( ) 


用 i 乘 (22.1) 中 的 第 二 个 方程 ,再 与 第 一 个 方程 联 立 , 我 们 得 到 
二 位 十 过 十 这 位 十 过) 二 i 一 成 


(w= eH/mc) . 将 之 十 这 当做 未 知 量 ， 上 面 方程 的 解 就 等 于 土 面 的 方程 略 
去 等 号 右边 项 的 解 , 与 该 方程 保留 等 号 右边 项 的 一 个 特 解 之 和 . 第 一 个 解 是 
ae ,第 二 个 解 是 eE,/mw = cEy/ 吾 , 因此 ， 

a 
常数 a 一般 来 说 是 个 复数 . 将 它 写成 a = bei? 的 形式 , 其 中 4b 及 a 为 实数 ,我 
们 可 以 看 出 , 既然 a 被 e-i2t 乘 了 ,那么 , 只 要 我 们 选择 时 间 原 点 得 当 , 就 可 

以 赋予 相位 a 以 任何 一 个 值 . 我 们 适当 选择 时 间 原 点 , 使 a 为 实数 . 将 全 十 这 

分 解 为 实 部 及 虚 部 , 我 们 便 得 到 


E 
T= Qcoswt+ CF yY = —a sinwt. (22.3) 


在 t=0 时 , 速度 沿 着 zx 轴 . 
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我 们 可 以 看 出 , 粒子 的 速度 是 时 间 的 周期 函数 . 它们 的 平均 值 是 : 
2 三 Sy, y=0. 
电荷 在 正 交 的 电场 和 磁场 中 运动 的 这 个 平均 速度 常 称 为 电 漂 移 速 度 . 它 的 方 
向 与 两 个 场 都 垂直 并 与 电荷 的 正 负 无 关 . 可 以 把 它 写 成 拓 量 形式 ， 
cExH 
H? 

这 一 节 的 所 有 公式 ,都 假设 了 粒子 的 速度 比 光速 小 得 多 ; 可 以 看 出 ,为 

了 实现 这 种 情形 , 特别 要 求 电 场 与 磁场 必须 满足 下 面 的 条 件 : 





d= (22.4) 


E, 
= 1 l 
1 (22.5) 


而 包 及 H 的 绝对 大 小 可 以 是 任意 的 . 
将 方程 (22.3) 再 积分 一 次 , 并 这 样 来 选择 积分 常数 , 使 当 t=0 时 ,z= 
y 二 0, 我们 就 可 得 到 


Q . chy 
TT 二 — snwti 万 让 
二 (22.6) 


y = (coswt — 1). 
将 以 上 二 式 看 做 一 个 曲线 的 参数 方程 , 这 两 个 方程 定义 一 条 次 摆 线 , 至 


于 轨道 在 zy 平面 上 的 投影 到 底 是 如 图 6a 还 是 如 图 6b 所 示 的 , 那 就 得 看 a 
的 绝对 值 是 大 于 还 是 小 于 cBE,/H. 
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假如 a= 一 cE,/H, 那么 , (22.6) 就 变 为 
2 cy (ot — sin wt), 
(22.7) 
= 
a HH (1 — cos wt), 


就 是 说 , 轨道 在 zy 平面 上 的 投影 是 一 条 旋 轮 线 (图 6c). 
习 题 


1. 求 电 荷 在 平行 均匀 电场 和 磁场 中 的 相对 论 运动 . 
解 : 磁场 对 沿 百 和 再 共同 方向 (z 轴 ) 上 的 运动 没有 影响 ,因而 zz 方向 
上 的 运动 只 在 电场 的 影响 下 发 生 ; 于 是 根据 820, 我 们 得 到 : 


3 Ekin 


.二 ‘/ 2 2 
eR ’ Ekin 60 本 (ceEt) R 


对 于 zy 平面 上 的 运动 ,我们 有 方程 





A 


€ ce 
pz 二 ~H ) Dy = —— Hvz, 
Dp ee Es 
或 d H ieH 
| € . ieHce 、 
Pr 十 ipy) Ee i 十 ivy ) Se i (pz ipy). 
由 此 得 


pz + ipy = pre™i?, 
式 中 pi 是 动量 在 zy 平面 上 投影 的 恒定 值 , 而 辅助 量 p 由 如 下 关系 决定 





dw = eHep, 

由 此 员 二 

t= 2 sinh 万 % (1) 
然后 我 们 有 : 

pe tipy=pe Y= (b+ 二 = 守 
所 以 
六 硅 siny, y 一 2 cosy. (2) 

公式 (1) , (2) 和 公式 6 

2 5 万 cosh 万 9%， (3) 


. 66 . 第 三 章 电磁 场 中 的 电荷 


一 起 以 参数 形式 决定 了 粒子 的 运动 . 轨道 是 一 条 螺旋 线 , 半径 为 cpt/e 互 ,， 步 
长 单调 增加 ,粒子 活着 该 螺旋 线 以 减 小 的 角 加 度 =e 万 c/GEiin 运动 , 沿 z 轴 
的 速度 趋向 值 c. 

2. 求 电 荷 在 相互 重 直 且 数 值 相 等 的 电场 和 磁场 中 的 相对 论 运动 电 . 

解 : 选 z 轴 沿 百 方向 ,yy 轴 洛 方 向 , 令 瑟 = 瓦 , 我们 写 出 运动 方程 : 


Spe po,, Pep(1-), Pe-0 





dt C dt dt 
以 及 一 一 作为 它们 的 结果 一 一 (17.7) 式 : 
dékin 
pn ebEvy. 


由 这 些 方程 , 我 们 有 : 
pz 一 const， in — cpz = const 三 Q. 


再 用 方程 
Gin 一 cepz (你 in 下 cpz)(Ekin = cpz) 一 cp2 十 2 
( 式 中 E2 = 二 m2c4 十 c2p2 = const ) 我 们 有 : 


1 
bkin 十 cpz = 一 (c py 十 E )， 


所 以 
2 2 2 
_a ,ch +E 
Ekin 9 Sh 2m ? 
a cp 二 ez? 
2 一 26 2ac 
我 们 进一步 写 出 
Gin ek (Gi Sin = 一 e 五 (Gin = cpz) 一 eEa, 
由 此 2 2 
2ebt = (1 十 气 ) Dy 下 3o2Py: (1) 
为 了 决定 轨道 , 我 们 在 方程 
dt Ekin 


@ 相互 垂直 而 数值 不 等 的 EE 和 五 场 中 的 运动 问题 , 可 以 通过 适当 的 参考 系 变换 , 化 为 纯 
电场 或 纯 磁 场 中 运动 的 问题 ， 见 $25. 
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中 作 变 量 代 换 ,对 变量 py 使 用 关系 式 dt = 如 indpy/eEa, 之 后 积分 给 出 公式 : 





2 9 
公式 (1) 和 (2) 以 参数 形式 (参数 py) 完全 决定 了 粒子 的 运动 . 请 注意 如 下 
事实 , 速度 在 垂直 于 百 和 互 轴 的 方向 (zx 轴 ) 增加 得 最 快 . 

3. 试 求 非 相 对 论 带 电 粒 子 在 准 均匀 磁场 中 轨道 导 引 中 心 的 漂移 速度 (也 . 
Alven, 1940). 

解 : 我 们 首先 假设 粒子 在 圆 轨 道上 运动 , 即 它 的 速度 没有 (活着 场 的 ) 
纵向 分 量 . 写 出 形 如 r= 二 R(t) 十 C(t) 的 轨道 方程 , 式 中 R(t) 是 导 引 中 心 的 径 
矢 (为 时 间 的 缓 变 函数 ), 而 C(t) 是 一 快速 振荡 的 量 , 描述 围绕 导 引 中 心 的 转 
动 . 我 们 在 振荡 的 ( 圆 ) 运动 周期 内 对 作用 于 粒子 上 的 力 (e/cjr x H(7) 进行 
平均 (比较 本 教程 第 一 卷 830) . 将 这 个 式 子 中 的 函数 百 (>) 以 C 的 圳 展开 : 


H(r)= H(R) + (¢:V)H(R). 

平均 后 ,振荡 量 C(t) 的 一 次 项 为 零 , 而 二 次 项 产生 一 附加 的 力 
f=-¢x(¢:V)H. 

对 于 圆 轨 道 


《=w6xm (= 十， 
LV 


式 中 吧 是 活 五 的 单位 矢量 ; 频率 由 一 e 刀 /mce,ul 是 粒子 圆周 运动 的 速度 . 舌 
量 C 在 一 平面 内 转动 (该 平面 重 直 于 n), 其 分 量 来 积 的 平均 值 为 : 


-一 一 1 
babp 了 6 0ap， 
式 中 ag 是 这 个 平面 内 的 单位 张 量 . 结果 我 们 得 到 : 


2 
(nx VxH. 


f= 





由 于 恒定 场 且 (R) 满足 方程 divHH 二 0 和 rotH =0, 我 们 有 : 


(nxV)xH=-—ndivH+(n:V)H +nxrotH=(n.V)H 
= Hn:Vn+n(n.:VH). 
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我 们 对 垂直 于 n, 产生 轨道 漂移 的 力 感 兴趣 ; 它 等 于 : 


2 2 
mvi ， YL 
(n-.V)n 3p v, 





了 = 一 


式 中 pp 是 场 的 力 线 在 给 定点 的 曲率 半径 ,vv 是 从 曲率 中 心 指 向 该 点 的 单位 矢 
量 . 

粒子 也 具有 纵向 速度 0 〈 洪 着 nn) 的 情况 可 以 化 为 上 述 情形 ,只 需 我 们 
换 到 绕 力 线 ( 导 引 中 心 的 轨道 ) 的 瞬时 曲率 中 心 转动 的 参考 系 即 可 ,转动 的 
角速度 为 vll/p. 在 这 个 参考 系 中 ,粒子 没有 纵向 连 度 ,但 有 一 附加 横向 力 , 即 
离心 力 vmvf/p. 因此 ,总 的 横向 力 是 


2 
LL 
六 (+ 全 ) 


这 个 力 等 价 于 强度 为 站/e 的 恒定 电场 . 按照 (22.4) , 它 引 起 轨道 导 引 中 
心 的 漂移 ,速度 为 
1 2 0 
ma- 点 (只 + 全 )wxm 
这 个 速度 的 正 负 号 依赖 于 电荷 的 正 负 号 ， 
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在 817 中 , 我 们 从 写成 三 维 形式 的 拉 格 朗 日 量 (16.4) 导出 了 电荷 在 场 内 
运动 的 方程 . 现在 我 们 直接 从 写成 四 维 形式 的 作用 量 (16.1) 导出 同样 的 方程 . 
最 小 作用 量 原 理 是 : 


b 
05 = sf (~—meds 一 ZAidz ) 一 0. (23.1) 


注意 到 ds = Vdzidxi, 我 们 便 求 得 (为 了 简便 起 见 , 下 面 我 们 略 去 积分 限 a 
和 65): 





65 = -|/ (mere 十 二 4,d8xi 十 284edz: ) =0: 
ds C C 


将 被 积 函 数 中 前 两 项 作 分 部 积分 , 并 且 在 第 一 项 中 令 dzi/ds = ui, 其 中 
ui 是 四 维 速度 的 分 量 . 于 是 ， 


/ (medusdr: 十 C8ridA; 一 8Aidz’) 一 (meu 十 -A ) 82: 一 0. (23.2) 
C C c 


由 于 积分 的 变 分 是 在 两 个 边界 具有 固定 坐标 值 的 条 件 下 取 的 , 上 式 中 的 第 二 


项 等 于 零 , 此 外 : 
04i 


Dzk 


54; = 94 Sr*, dA; = 


Bk dzA， 
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因此 





OA 
/neauas + arror dy dz sn =0 


在 第 一 项 中 , 我 们 写 dus = Sads; 在 第 二 和 第 三 项 中 , 我 们 写 dz = wids; 在 
第 三 项 中 将 指标 i 与 上 交换 (因为 ; 和 大 都 是 求 和 指标 ,所 以 交换 以 后 什么 


也 不 改变 ) . 于是， 


dui erse4k 84 gli) 
门人 -2(- 束 )o|arde=o 


由 于 zx: 的 任意 性 , 我 们 可 以 推断 , 被 积 隐 数 必须 为 零 ， 即 
dau; € (过 5) 天 
—- | ?三 (. 














ds c\oxr Doxk 


现在 我 们 引入 下 面 的 符号 : 
OAk 04; 


Pik = grt Bak C2 
反对 称 张 量 Fn 称 为 电磁 场 张 量 . 这 样 一 来 , 运动 方程 取 下 面 的 形式 : 
dz 
mc 加 = Pg. (23.4) 


这 就 是 四 维 形式 的 电荷 运动 方程 . 

将 4; = (yp, 一 4) 的 值 代 人 定义 式 (23.3) , 我 们 很 容易 看 出 张 量 Fi 的 各 
个 分 量 的 意义 . 结果 可 以 写成 一 个 矩阵 , 其 中 指标 i = 0,1,2,3 表示 行 , 指标 
表示 列 : 


0 E E, E, 0 -E: -E, -bE, 

—E: 0 —H; H 1 0 —H, 五 

Fix = y | Fik— 2 
—E,  H:; 0 一 五 >- E, HH: 0 —H; 

_E -H, H:, 0 E, ~-H, H: 0 


(23.5) 
上 式 可 以 更 简洁 地 写成 ( 见 86): 


Fi = (E,H), Ft=(-E,H). 


由 此 可 见 , 电场 强度 与 磁场 强度 的 分 量 是 同一 四 维 电磁场 张 量 的 分 量 . 

改变 到 三 维 符号 ,容易 验证 , (23.4) 的 三 个 空间 分 量 (i = 1,2,3) 与 矢量 
运动 方程 (17.5) 相同 , 而 时 间 分 量 (i = 0) 给 出 功 方 程 (17.7) . 后 者 是 运动 
方程 的 推论 ; 四 个 方程 中 只 有 三 个 独立 这 一 事实 , 也 容易 通过 直接 将 (23.4) 
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两 边 乘 以 wi 发 现 . 由 于 四 维 矢量 wi 和 dui/ds 的 正 交 性 , 此 时 方程 的 左边 为 
零 , 而 由 于 Fix 的 反对 称 性 , 方程 的 右边 为 零 . 
假如 在 变 分 89 中, 只 考虑 真实 的 轨道 , 那么 , (23.2) 中 的 第 一 项 就 恒 等 
于 零 . 这 时 , 第 二 项 (其 中 积分 上 限 认 为 是 变化 的 ) 给 出 作为 坐标 函数 的 作用 
量 的 微分 . 因 之 , 
85=— (mcu 十 4 Or'. (23.6) 
由 此 可 得 ， 
一 一 一 二 mcui 十 “4， 一 Dj; 十 2 A.,. (23.7) 
Ox’ C C 
四 维 矢量 -263/az 是 粒子 的 广义 动量 四 维 矢 量 PB. 代 人 分 量 值 p; 和 4;， 
我 们 求 出 : 
P= (p+ 24) | (23.8) 
正如 预期 , 这 个 四 维 矢量 的 三 个 空间 分 量 构 成 三 维 广义 动量 矢量 (16.5)， 
其 时 间 分 量 是 8/c, 其 中 8 是 电荷 在 场 中 的 总 能 量 . 
824 场 的 洛 伦 兹 变换 


在 本 节 内 , 我 们 将 寻找 场 的 变换 公式 , 利用 这 些 公式 , 假如 在 某 一 个 惯 
性 参考 系 内 场 是 已 知 的 , 在 男 一 个 惯性 参考 系 内 , 我 们 也 能 够 决定 这 个 场 . 

势 的 变换 公式 可 以 直接 从 四 维 矢量 的 变换 通 式 (6.1) 得 出 . 只 需 记 起 
A = (yp, 和 4), 我 们 就 很 容易 得 到 








V+ 二 A + 
0， 和- 和 ， 姑 一 岛 ， 寻 一 好 (24.1) 


反对 称 二 阶 张 量 (如 Fe ) 的 变换 公式 可 以 从 $6 的 习题 2 找到 : 分 量 
天 23 和 F901 不 变 , 而 分 量 F2,F% 和 Fi2,FB 分 别 像 x2? 和 zl 一 样 变换 . 按照 
(23.5) 把 Fe 的 分 量 用 场 巨 和 HH 的 分 量 来 表示 ，, 我 们 就 得 到 电场 的 变换 公 
式 : 


E+H' E'- LH 
Es=E, b=-——, bE.=-——e (24.2) 
A A 
2 c 
和 磁场 的 变换 公式 : 
五/ 一 一 瑟 H; 十 二 可 
Hs=H', Hy=——e ~~, H,= (24.3) 
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因此 , 电场 与 磁场 , 正如 大 多 数 的 物理 量 一 样 , 是 相对 的 ; 就 是 说 , 它 
们 在 不 同 的 参考 系 中 有 不 同 的 特性 . 特别 是 , 电场 或 磁场 在 一 个 参考 系 中 可 
以 和 等于零, 而 同时 在 另外 一 个 参考 系 中 却 又 存在 . 

公式 (24.2) 和 (24.3) 在 了 < e 的 情况 下 将 大 大 简化 . 精确 到 V/e 的 数 
量 级 , 我 们 有 


V V 
E;,= FE, bE,= E, 下 =H:, E, = E, 一 -Hy 


Hs=H, H=H-LE, H.-H+E. 
C C 
这 些 公式 可 以 写成 矢量 形式 
1 1 
E=E+-H'xV, H=H--E xV. (24.4) 


从 K’' 到 K 的 逆 变 换 公式 可 以 通过 改变 VV 的 符号 并 移动 撤 号 直接 由 
(24.2) 一 (24.4) 求 得 . 
假如 在 K’' 系 中 磁场 吾 ' = 0, 那么 ,根据 (24.2) 及 (24.3), 我 们 可 以 很 
容易 验证 , 在 KK 系 中 ,电场 与 磁场 之 间 存 在 着 下 面 的 关系 : 
H=zVxE (24.5) 
假如 在 K' 系 中 , E'=0, 那么 ,在 KK 系 中 
= -2V xH. (24.6) 


因此 , 在 以 上 两 种 情况 下 , 电场 与 磁场 在 K 系 中 都 是 相互 垂直 的 . 
反 向 应 用 这 些 公 式 也 是 有 意义 的 : 如 果 场 巨 和 五 在 某 个 参考 系 K 中 相 
互 垂 直 ( 但 数值 不 等 ) , 那 就 存在 一 个 参考 系 K', 其 中 场 是 纯 电 场 或 纯 磁 场 . 
这 个 系统 的 速度 六 (相对 于 天 ) 垂直 于 如 和 五 ,并 在 数值 上 等 于 cH/E 
(这 种 情况 必须 有 互 < EE), 或 者 等 于 cB/H (E < H 的 情形 ). 
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从 电磁 场 张 量 我 们 可 以 造 出 一 些 不 变量 ,这些 不 变量 在 从 一 个 惯性 参考 
系 过 渡 到 另 一 个 惯性 参考 系 时 保持 不 变 . 

从 场 的 四 维 表 示 出 发 , 用 反对 称 四 维 张 量 F*, 容易 得 出 这 些 不 变量 的 
形式 . 显然 我 们 可 以 从 这 个 张 量 的 分 量 构造 如 下 不 变量 : 


FurFP™* = 不 变量 ， (25.1) 
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式 中 ex 是 四 阶 全 反对 称 单位 张 量 ( 见 86). 第 一 个 量 是 标量 , 而 第 二 个 量 
是 寿 标 量 ( 张 量 Fi# 同 其 对 偶 张 量 的 乘积 ) 马 . 

用 (23.5) 借助 五 和 五 的 分 量 来 表示 F 下 ,容易 证 明 , 在 三 维 形式 下 , 这 
些 不 变量 为 : 

H’*— FE? = inv ， (25.3) 

E.H = inv. (25.4) 
其 中 第 二 个 的 硅 标 量 特 征 从 如 下 事实 可 以 看 出 , 它 是 极 矢量 BB 和 轴 秋 量 HH 
的 乘积 (尽管 其 平方 ( 百 . 万 ) 是 一 个 真 标量 ) . 

从 上 面 得 到 的 两 个 表达 式 的 不 变性 , 我 们 得 出 如 下 定理 . 如 果 电 场 和 磁 
场 在 任 一 惯性 系 中 相互 垂直 , 即 五 . 互 =0, 那 么 它们 在 其 他 每 个 惯性 系 中 也 
垂直 . 如 果 和 五 的 绝对 值 在 任 一 惯性 系 中 彼此 相等 , 那么 它们 在 任何 其 他 
惯性 系 中 也 相等 . 

下 面 的 不 等 式 也 显然 成 立 . 如 果 在 任 一 参考 系 中 户 > 日 (或 五 > 五 )， 
那么 在 每 个 其 他 参考 系 中 也 有 羽 > 电 (或 刀 > 瑟 ). 如 果 在 任 一 参考 系 中 矢 
量 巨 和 五 成 锐角 (或 钝 角 ), 那么 它们 在 每 个 其 他 参考 系 中 也 成 锐角 (或 鲁 
角 ). 

昔 助 洛 伦 兹 变换 , 我 们 总 可 以 给 予 百 和 五 任 何 任意 的 值 , 唯一 的 附加 
条 件 是 B82- H? 和 五 . 互 具 有 固定 值 . 特别 是 , 我 们 总 可 以 找到 一 个 惯性 系 ， 
其 中 电场 和 磁场 在 给 定点 彼此 平行 . 在 这 个 参考 系 中 望 .H = EH, 并且 从 下 
面 两 个 方程 

EH=F-Hi, EH=E.Ho 


我 们 可 以 求 出 已 和 五 在 这 个 参考 系 中 的 值 (Eo 和 Ho 是 在 原来 参考 系 中 的 
电场 和 磁场 ) . 

两 个 不 变量 都 为 零 的 情形 除外 . 在 这 种 情形 下 , 百 和 五 在 所 有 参考 系 中 
都 相等 并 且 相 互 垂 直 . 

如 果 五 . 百 =0, 我 们 总 可 以 找到 一 个 参考 系 , 其 中 马 =0 或 者 H=0 
( 依 五 2 一 万 ?< 或 >0 而 定 ), 即 纯 磁 场 或 纯 电 场 . 反之 ,如果 在 任 一 参考 系 
中 吾 =0 或 者 五 =0, 则 它们 在 每 个 其 他 参考 系 中 都 相互 垂直 , 这 与 上 节 末 
的 论述 一 致 . 

我 们 还 将 用 另外 的 方法 来 求解 反对 称 四 维 张 量 的 不 变量 . 特别 是 ,从 这 
个 方法 我 们 将 看 到 , (25.3) 和 (25.4) 实际 上 是 仅 有 的 两 个 独立 的 不 变量 ， 同 

Q 我 们 注意 到 , 大 标量 (25.2) 也 可 以 表示 为 一 个 四 维 散 度 : 
eivim pir Fim = 4 (em ater am ) ， 


这 一 点 可 以 通过 ew*'m 的 反对 称 性 容易 得 到 验证 . 
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时 我 们 将 阐明 , 在 应 用 于 这 样 一 种 四 维 张 量 时 , 洛 伦 兹 变换 所 具有 的 富有 教 
益 的 数学 性 质 . 
我 们 来 考虑 复 矢量 
F=E+iH. (25.5) 


用 公式 (24.2) 一 (24.3) , 容易 看 出 , 对 于 这 个 矢量 的 洛 伦 兹 变换 ( 沿 z 轴 ) 具 
有 形式 
Fi=F, Fy= Fcoshy—iF,sinhy= Fcosip— Fsiniy, 
和 (25.6) 
Fi-= Fcosip+ Fsinip, tanh wp = a 

我 们 看 到 , 对 于 矢量 FF 来 说 ,在 四 维 空间 xt 平 面 内 的 转动 (就 是 这 个 洛 伦 效 
变换 ) , 等 价 于 在 三 维 空间 yz 平面 内 转动 一 个 虚 角 . 四 维 空 间 内 所 有 可 能 转 
动 的 集合 (也 包括 绕 xz, y 和 zz 轴 的 简单 转动 ), 等 价 于 三 维 空间 内 转动 一 个 
复 角 的 所 有 可 能 转动 (这 里 四 维 空间 内 的 6 个 转动 角 , 相应 于 三 维 空间 中 的 
3 个 复 转动 角 ) . 

矢量 在 转动 下 的 唯一 不 变量 是 它 的 平方 :下 "= ?一 HH 二 2iB-.H. 因此 ， 
实 量 如 2 - 刀 2 和 五 .五 是 张 量 仅 有 的 两 个 独立 的 不 变量 . 

如 果 F? 关 0, 矢量 下 可 以 写成 =an, 式 中 mn 是 复 单位 矢量 (m2? = 1). 
通过 适当 的 复 转 动 , 我 们 可 以 让 n 指向 一 条 坐标 轴 ; 显然 n 变 为 实 并 决定 了 
两 个 矢量 巨 和 H 的 方向 : 下 = (E+iH)n. 换言之 , 我 们 得 到 五 和 互 彼 此 
平行 的 结果 . 


习 绒 


有 一 个 参考 系 , 在 其 中 ,电场 与 磁场 是 相互 平行 的 , 试 求 这 个 参考 系 的 
速度 . 

解 : 满足 所 提 条 件 的 参考 系 K' 有 无 穷 多 . 假如 我 们 找到 一 个 这 样 的 参 
考 系 , 那么， 相对 这 个 参考 系 的 运动 速度 洛 着 百 及 百 的 共同 方向 之 任何 其 
他 参考 系 ,， 也 都 具有 同样 的 特性 因此 ,我们 只 需 找 到 这 些 参 考 系 中 的 一 个 
就 够 了 , 这 个 参考 系 有 与 两 个 场 都 垂直 的 速度 . 选择 速度 的 方向 为 z 轴 的 方 
向 ,利用 这 个 事实 , 即 在 K' 中 B= Hi=0,E'H’ 一 BH =0, 我 们 借助 
于 公式 (24.2) 及 (24.3) 得 到 参考 系 K' 相对 于 原来 参考 系 的 速度 WV 的 方程 
如 下 : 


V 
sn ExH 
V* E+H? 
Lo 
C 


(在 二 次 方程 的 两 个 根 中 自然 应 该 选择 了 <c 的 那 一 个 根 ) . 
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826 第 一 对 麦克 斯 韦 方 程 
从 场 吾 及 五 的 表达 式 
A 
H=rotA, E= -= 二 一 grad ， 
很 容易 得 到 仅 含 有 吾 及 互 的 方程 . 为 了 做 到 这 一 点 , 我 们 来 求 rot EE: 


1 
rotE= tA 一 rot grad ¢%. 


cot 
但 是 任何 梯度 的 旋 度 都 为 零 , 所 以 ， 
10H 
rotE = ee (26.1) 
取 方 程 rot 4 = 五 两 边 的 散 度 , 并 且 记 起 旋 度 的 散 度 等 于 零 , 我 们 便 得 到 
divH =0. (26.2) 


方程 (26.1) 及 (26.2) 称 为 第 一 对 麦克 斯 韦 方 程 外. 我 们 要 注意 , 这 两 个 
方程 还 不 能 完全 确定 场 的 特性 . 这 一 点 可 以 从 这 个 事实 清楚 地 看 出 来 , 即 它 
们 决定 了 磁场 对 时 间 的 变化 ( 即 导 数 8 有 H/6t), 但 是 并 没有 决定 导数 8E/68t. 

方程 (26.1) 及 (26.2) 可 以 写成 积分 形式 . 按照 高 斯 定理 ， 


fav Hav = fH-af, 


此 式 右边 的 面积 分 是 沿 着 包围 着 左边 体积 分 所 涉及 之 体积 的 封闭 曲面 而 取 
的 . 基于 (26.2) , 我 们 得 到 
由 H.df=0. (26.3) 


麦克 斯 书 方 程 组 (电动 力学 的 基本 方程 ) 是 麦克 斯 韦 在 1860 年 首先 建立 的 . 
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一 个 矢量 在 一 个 曲面 上 的 积分 称 为 通过 该 曲面 的 矢量 的 通 量 . 因此 , 磁场 通 
过 每 个 封闭 曲面 的 通 量 为 零 . 
按照 斯 托 元 斯 定理 ， 


frotBaf= fea 


此 式 右 边 的 线 积分 是 沿 者 包围 左边 面积 分 所 涉及 之 曲面 的 闭合 回路 而 取 的 . 
沿 着 任 一 曲面 积分 (26.1) 式 的 两 边 , 我 们 便 求 得 


pea=-zF /Hf. (26.4) 


一 个 矢量 沿 着 一 条 闭合 回路 的 积分 , 称 为 该 矢量 沿 该 闭合 回路 的 环流 . 电场 
强度 的 环流 也 称 为 该 回路 内 的 电动 势 . 所 以 任何 回路 内 的 电动 势 , 等 于 穿 过 
由 该 回路 所 包围 的 曲面 的 磁场 强度 通 量 的 时 间 导 数 的 负 值 . 
麦克 斯 韦 方程 (26.1) 及 (26.2) 可 以 写成 四 维 形式 . 用 电磁 场 张 量 的 定义 
OAp 04; 
ik 一 Ori 有 7R， 
很 容易 验证 ee 
On om pom 0 Ee 
左边 的 表达 式 是 一 个 三 阶 张 量 , 它 对 所 有 三 个 指标 都 是 反对 称 的 . 只 有 那些 
1 尖 大 尖 ! 的 分 量 才 不 等 于 零 . 将 (23.5) 式 代 人 , 很 容易 验证 这 四 个 方程 正好 
就 是 方程 (26.1) 及 (26.2) . 
将 这 个 三 阶 反 对 称 四 维 矢 量 乘 以 etkim 并 就 三 对 指标 缩 并 , 我 们 可 以 构 
造 与 其 对 偶 的 四 维 矢 量 ( 见 86) . 因此 (26.5) 可 以 写成 形式 


大 2772 OF 
5 天 
DZ 











一 0， (26.6) 
这 明示 独立 的 方程 只 有 四 个 . 
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由 电磁 场 和 场 内 的 粒子 所 组 成 的 整个 体系 的 作用 量 5, 应 当 包 含有 三 个 
部 分 : 
S = Sr + Sm 十 9mf. (27.1) 
其 中 Sm 是 作用 量 中 仅仅 与 粒子 的 性 质 有 关 的 一 部 分 . 这 部 分 作用 量 不 是 别 
的 ,就 是 自由 粒子 的 作用 量 . 单个 自由 粒子 的 作用 量 由 (8.1) 式 给 出 . 如 果 有 
几 个 粒子 , 它们 的 总 作用 量 就 是 单个 粒子 的 作用 量 之 和 . 因此 ， 


四 >》_rnc / ds. (27.2) 
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Snaf 是 作用 量 中 与 粒子 及 场 之 间 的 相互 作用 有 关 的 那 一 部 分 . 按照 816， 
对 于 粒子 系统 我 们 有 : 


Sor=-》、 - / 4kdzk. (27.3) 


在 这 个 和 的 每 一 项 中 , Ak 是 相应 粒子 所 在 的 那个 时 空 点 处 场 的 势 . 和 数 Sn 十 
Smf 是 我 们 已 经 熟悉 的 电荷 在 场 内 的 作用 量 (16.1) . 

最 后 , St 是 作用 量 中 仅仅 与 场 本 身 的 特性 有 关 的 那 一 部 分 ,就 是 说 ，5S# 
是 场 在 没有 电荷 时 的 作用 量 . 到 现在 为 止 , 因为 我 们 仅仅 注意 了 电荷 在 某 一 
给 定 电 磁场 内 的 运动 , 没有 注意 到 与 粒子 无 关 的 量 St, 因为 这 一 项 并 不 能 影 
响 粒 子 的 运动 .但 是 , 假如 我 们 要 寻找 决定 场 本 身 的 方程 , 这 一 项 倒是 必需 的 
了 . 这 是 同 下 列 事实 相对 应 的 : 从 作用 量 的 Sum + Smt 这 部 分 , 我 们 只 能 求 出 
场 的 两 个 方程 , 即 (26.1) 及 (26.2) , 要 由 这 一 对 方程 完全 决定 场 是 不 够 的 . 

为 了 建立 场 的 作用 量 Sr 的 形式 , 我 们 从 电磁 场 如 下 非常 重要 的 性 质 出 
发 . 实验 表明 ,电磁场 满 足 所谓 秋 加 原理 . 这 个 原理 可 以 叙述 如 下 : 一 个 电荷 
系统 所 产生 的 场 , 是 每 一 个 电荷 单独 所 产生 的 场 简单 相 加 的 结果 . 这 就 是 说 ， 
在 每 一 点 的 总 场 强 等 于 在 该 点 的 各 个 场 强 的 (矢量 ) 和 . 

场 方程 的 每 一 个 解 给 出 一 个 在 自然 界 中 存在 的 场 . 按照 到 加 原理 , 任何 
这 样 一 些 场 的 和 也 必须 是 一 个 在 自然 界 中 存在 的 场 , 这 就 是 说 , 必然 满足 场 
方程 . 

大 家 知道 , 线性 微分 方程 怡 恰 具 有 这 个 特性 , 即 任意 一 些 解 的 和 也 是 一 
个 解 . 因此, 场 方程 必须 是 线性 微分 方程 . 

从 这 个 讨论 可 以 推断 , 在 作用 量 Sr 的 积分 号 内 ,必定 有 一 个 场 的 二 次 
式 . 仅仅 在 这 种 情形 下 , 场 方 程 才 是 线性 的 ; 因为 场 方程 是 由 作用 量 的 变 分 
得 来 ,而 在 变 分 的 过 程 中 , 积分 号 内 的 式 子 的 寡 将 要 减 小 一 . 

势 不 能 包含 在 作用 量 Sr 内 ,因为 它们 还 没有 唯一 地 被 确定 (在 Sauf 中 ， 
缺乏 这 样 的 唯一 性 并 不 重要 ) . 因此 , Sr 应 当 是 电磁 场 张 量 天 :的 某 函 数 的 
积分 . 但 是 作用 量 必须 是 一 个 标量 , 因而 必须 是 某 一 个 标量 的 积分 . 这 样 的 量 
只 有 乘积 FxF* .外 


@ Se 中 积分 号 下 的 陋 数 必须 不 包含 Fix 的 导数 , 因为 除 坐 标 以 外 , 拉 格 朗 日 量 只 能 包含 坐 
标 对 时 间 的 一 阶 导数 . 在 这 种 情形 下 ， 场 的 势 A 起 着 “坐标 ”( 即 最 小 作用 原理 中 被 变 分 的 变 
量 ) 的 作用 . 这 与 力学 中 的 情形 类 似 , 即 力 学 系统 的 拉 格 朗 日 量 只 含 粒子 的 坐标 和 它们 对 时 间 的 
一 阶 导数 . 

至 于 量 ewim Fk Fim (8§25), (正如 825 第 一 个 脚注 指出 的 那样 ) 它 是 一 个 完全 的 四 维 散 度 ， 
所 以 把 它 加 到 Ss 中 积分 号 下 的 表达 式 里 不 会 影响 “运动 方程 .有趣 的 是 , 这 个 量 已 经 从 作用 
量 中 被 排除 , 理由 与 它 是 恬 标 量 而 非 真 标量 这 一 情况 无 关 . 


828 四 维 电流 拓 量 .77 . 
因此 , Sr 必须 有 下 面 的 形式 : 
Sr=a / / FnF'™*dVdt, dV = dzdydz， 


其 中 积分 应 该 帝 及 全 部 空间 和 已 知 的 两 个 时 刻 之 间 的 时 间 间 隔 ; a 是 某 一 常 
数 . 积分 号 内 的 量 是 Fi* = 2(H?2 一 EB?2) . 场 忆 包含 导数 84/6t; 然而 很 容 
易 看 出 , (64/6t)? 必须 带 着 正 号 出 现在 作用 量 内 (因而 BF? 必须 有 正 号 ) . 因 
为 假如 (84/68t)? 带 着 负 号 出 现在 S 内 , 那么 , 势 对 时 间 的 变化 要 是 足够 快 
的 话 ( 在 我 们 研究 的 时 间 间 隔 以 内 ), 我 们 总 能 够 使 St 变 为 绝对 值 任意 大 的 
负 量 . 因此 , Sr 不 能 有 最 小 作用 量 原理 所 要 求 的 最 小 值 . 因此 ,a 必须 是 负数 . 

a 的 数值 与 场 的 测量 单位 的 选择 有 关 . 我 们 注意 , 当 a 以 及 场 的 测量 单 
位 选 定 了 以 后 , 所 有 其 他 电磁 量 的 测量 单位 也 就 确定 了 . 

从 现在 起 , 我 们 将 采用 高 斯 单位 制 , 在 这 个 单位 制 中 , a 是 一 个 无 量 纲 
的 量 , 其 数值 是 -1/(16r) 包 . 

因此 , 场 的 作用 量 有 下 面 的 形式 : 


Sr = -去 - / FF'rdn, df = cdtdzdydz. (27.4) 
在 三 维 形式 中 ， 
9 / | (E? — H?)dVadt. (27.5) 
换 句 话说 , 电磁 场 的 拉 格 朗 日 量 是 : 
Lr = 元 / (E? — H?*)dV. (27.6) 
场 连同 其 中 的 电荷 的 作用 量 有 下 面 的 形式 : 
S= 一 》， / mcds—》_ / -Akdz 一 FrF'kdQ. (27.7) 


我 们 要 注意 , 现在 并 不 像 在 推导 一 个 电荷 在 给 定 场 内 的 运动 方程 那样 假 
设 电 荷 很 小 . 因此 , hk 及 Fi 是 指 实际 的 场 , 即 外 场 加 上 电荷 本 身 所 产生 的 
场 ; 现在 Ak 及 Fix 与 电荷 的 位 置 和 速度 有 关 . 
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为 了 数学 上 的 便利 , 我 们 时 常 不 把 电荷 看 做 为 点 , 而 设想 它们 是 在 空间 


中 连续 分 布 的 . 这 时 我 们 可 以 引入 电荷 密度 p, 使 pdV 等 于 体积 dV 所 包含 


@ 除 高 斯 单位 制 外 , 还 有 款 维 赛 德 单位 制 , 其 中 a = -1/4. 在 这 个 单位 制 中 , 场 方程 将 有 
比较 便利 的 形式 (4r 不 出 现 ) , 但 是 另 一 方面 , 4x 却 出 现在 库仑 定律 内 . 反之 , 在 高 斯 单位 制 中 , 
场 方程 包含 着 4x, 但 是 库仑 定律 却 有 简单 的 形式 . 
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的 电荷 . 密度 p 一 般 是 坐标 和 时 间 的 函数 . 在 某 一 个 体积 内 取 的 体积 分 / pdV 
等 于 该 体积 内 的 电荷 . 

这 里 ,我 们 必须 记得 , 电荷 实际 上 是 点 状 的 , 因而 除了 点 电荷 所 在 点 以 
外 密度 p 都 是 零 ,而 积分 /pay 必须 等 于 在 给 定 体积 内 的 所 有 电荷 之 和 . 因 
而 p 可 以 利用 8 函数 写成 下 面 的 形式 @ : 


p= 》,ea8(r — ra), (28.1) 


此 式 对 所 有 电荷 求 和 , 而 re 是 电荷 eu 的 径 矢 . 

从 电荷 的 定义 可 以 知道 , 粒子 的 电荷 是 一 个 不 变量 , 即 是 说 , 电荷 与 参 
考 系 的 选择 无 关 , 另 一 方面 , 密度 p 一 般 来 说 并 不 是 不 变量 , 不 变 的 仅仅 是 乘 
积 pdV. 

用 dx! 乘 等 式 de = pdy 的 两 边 得 
dx” 
dt 
左边 是 一 个 四 维 矢 量 (因为 de 是 一 个 标量 , 而 dx: 是 一 个 四 维 矢 量 ) . 这 就 
意味 着 右边 也 是 一 个 四 维 矢 量 . 但 dVat 应 当 是 一 个 标量 , 所 以 p(dzi/dt) 是 


@ 5 了 明 数 8(z) 可 定义 如 下 : 当 zxo 时 ,8z)=0; 当 z=0 时 ,5(0) = co, 且 使 得 积分 


deqz': = pdVdz' = pdVdt 


十 oo 
/ (zjdz = (1) 
从 这 个 定义 ,可 以 推断 出 下 面 的 特性 : 假如 f(z) 有 是 任意 的 一 个 连续 函数 ,那么 
/ “a (2) 


其 中 一 个 特殊 情况 是 本 
/ f(z)8(z)dz = f(0) (3) 


(自然 , 积分 限 不 一 定 是 十, 积分 的 区 间 可 以 是 任何 包含 5 晴 数 不 为 零 的 点 的 范围 ). 
我 们 再 写 出 两 个 8 函数 的 等 式 . 这 两 个 等 式 的 意思 是 , 它们 的 左右 两 边 在 积分 号 内 作 因 子 
时 给 出 同样 的 结果 : 


8(-z) = 8(z)， 8(az) = Ce). (4) 
最 后 那个 等 式 是 如 下 更 普遍 关系 的 特例 : 
sw(m= 5 Tra 2 (5) 


式 中 w(z) 是 单 值 毅 数 (其 逆 并 不 单 值 ) 而 ai 是 方程 p(z) = 0 的 根 . 

类 似 于 定义 一 个 变量 z 的 8(z), 我 们 可 以 引 人 二 维 8 函数 8(m”),， 这 个 函数 除了 在 三 维 空间 
坐标 的 原点 外 , 都 是 零 , 而 其 遍及 全 部 空间 的 积分 值 是 1. 显然 我 们 可 以 用 乘积 8(z)8(y)8(z) 来 
表示 这 样 的 一 个 函数 . 
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一 个 四 维 矢 量 . 这 个 矢量 〈 我 们 用 六 来 表示 ) 称 为 四 维 电流 矢量 : 


六 = pr (28.2) 
这 个 矢量 的 空间 分 量 构 成 电流 密度 矢量 ， 
j= pv， (28.3) 


其 中 % 是 处 于 给 定点 的 电荷 的 速度 .四 维 矢 量 (28.2) 的 时 间 分 量 是 cp. 因此 ， 
ji = (cp (28.4) 


全 部 空间 中 的 总 电荷 等 于 遍及 全 部 空间 的 积分 | pdV. 我 们 可 以 将 这 个 


积分 与 成 四 维 形式 : 
站 pdV = 一 :fi 9dV = 二 -| jdS;, (28.5) 


其 中 积分 应 该 遍及 整个 与 x? 轴 垂 直 的 四 维 空间 的 超 平面 (这 个 积分 显然 就 
是 遍及 整个 三 维 空间 的 积分 ) . 一 般 说 来 , 遍及 一 个 任意 超 曲 面 取 的 积分 


1 |/ .; 
< fi dS 
是 世界 线 通 过 该 曲面 的 那些 电荷 之 和 . 
我 们 将 四 维 电流 矢量 引入 作用 量 的 表达 式 (27.7) , 并 对 该 式 中 的 第 二 项 


进行 变换 . 引入 以 密度 p 连续 分 布 的 电荷 来 代替 点 电荷 e, 我 们 必须 将 该 项 
写成 


-= | paiaviav, 
用 遍及 整个 体积 的 积分 来 代替 电荷 之 和 . 将 其 改写 成 形式 


2 
一 0 可 下 未 dV dt， 


1 "和 


因此 作用 量 5 取 下 面 的 形式 : 
一 -5 /meas— /4an - 二 Fi Fdn. (28.6) 


我 们 看 出 这 一 项 等 于 
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829 连续 性 方程 
在 某 一 个 体积 内 的 电荷 对 时 间 的 变化 取决 于 导数 


0 
元 /mav 
另 一 方面 , 单位 时 间 内 电荷 的 变化 取决 于 单位 时 间 内 离开 这 个 体积 而 走 
到 外 面 去 的 电量 ,或 者 反 过 来 , 由 外 面 进入 这 个 体积 内 的 电量 . 在 单位 时 间 
内 经 过 包围 该 体积 的 曲面 的 面 元 df 的 电荷 等 于 ov .df， 此 处 ”是 电荷 在 
面 元 df 所 在 的 空间 点 的 速度 . 矢量 df 如 通常 一 样 ， 沿 着 曲面 的 外 法 线 方 
向 ， 就 是 说 沿 着 由 所 考虑 的 体积 指向 外 面 的 法 线 的 方向 . 所 以 假如 电荷 离开 
体积 ,pu .dy 为 正 ; 假如 电荷 进入 体积 , pv .df 就 为 负 . 因此 , 在 单位 时 间 内 
离开 给 定 体积 的 总 电荷 是 由 pv .df ,此 处 的 积分 必须 遍及 包围 这 个 体积 的 整 
个 封闭 曲面 
从 这 两 个 表达 式 相等 , 我们 得 到 


/ar = -fo :df. (29.1) 


右边 出 现 了 负 号 , 因为 假如 在 一 个 给 定 体积 内 总 电荷 增加 的 话 , 左边 就 是 正 
的 . 方程 (29.1) 称 为 连续 性 方程 , 这 个 方程 是 用 积分 形式 来 表示 电荷 守恒 的 . 
注意 到 pv 是 电流 密度 , 我 们 可 以 将 (29.1) 改写 为 


0 i 
¥ /rv = iar (29.2) 
我 们 再 来 将 这 个 方程 写成 微分 形式 . 为 此 , 在 (29.2) 式 的 右边 应 用 高 斯 


定理 : 
piaf = faiviav, 


. .Op 加 
/ (evi+ FE)av=0 


因为 这 个 方程 对 于 在 任意 体积 上 取 积 分 都 是 有 效 的 ， 所 以 被 积 吗 数 必须 
为 零 : 


我 们 得 到 


a (29.3) 


ot 
这 就 是 连续 性 方程 的 微分 形式 . 
很 容易 验证 , 以 5 函数 形式 表达 po 的 (28.1) 式 自 动 地 满足 方程 (29.3) . 
为 简便 起 见 , 假设 总 共 只 有 一 个 电荷 ， 则 


p= ed(r — ro). 
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这 时 电流 了 是 
7 = evo(r 一 70)， 


此 处 "是 电荷 的 速度 . 现在 我 们 来 确定 导数 9p/6t. 电荷 运动 时 , 它 的 坐标 要 
改变 , 即 矢量 ro 要 改变 . 所 以 


ap _ Op .oro 
Ot Oro ot | 
但 是 6ro/6t 恰 是 电 集 的 速度 ov. 此 外 ,因为 p 是 7 一 ro 的 汝 数 ,所 以 
Bp -Be 
Oro Or 
因此 
元 = —v. gradp = —div (pv). 


(电荷 的 速度 vw 当然 与 7 无关 ). 因此 , 我 们 得 到 了 方程 (29.3). 
很 容易 验证 ,连续 性 方程 (29.3) 可 以 用 四 维 形 式 表 述 为 , 四 维 电 流 矢量 
的 四 维 散 度 等 于 零 : 


Oj 
0. (29.4) 


在 上 一 节 中 我 们 已 经 看 出 , 全 部 空间 中 的 总 电 谷 可 以 写成 


1 。 
a fiias 
c 


这 个 积分 应 该 遍及 超 平 面 z0 = const. 每 一 时 刻 , 总 电荷 都 由 这 样 一 个 遍及 
与 z0 轴 垂 直 的 不 同 超 平面 的 积分 给 出 . 很 容易 验证 ,方程 (29.4) 实际 上 可 
导出 电荷 守恒 定律 , 即 不 论 我 们 在 娜 一 个 超 平 面 z? = const 上 取 积分 , 积 
分 /Fas 都 是 一 样 的 . 在 这 两 个 超 平面 上 的 积分 1 Fas 之 差 , 可 以 写成 





¢ jidS;， 此 处 的 积分 是 沿 整 个 封闭 的 超 曲 面 而 取 的 ,而 这 个 封闭 的 超 曲 面包 


围 着 我 们 所 考虑 的 两 个 超 平面 之 间 的 四 维 体积 (这 个 积分 与 所 求 之 差 的 区 别 
是 一 个 沿 无 穷 远 的 “ 侧 ” 超 曲面 的 积分 , 但 因 在 无 穷 远 处 没有 电荷 , 所 以 后 
面 那个 积分 为 零 ). 利用 高 斯 定理 (6.15) , 我 们 可 以 将 这 个 积分 转换 为 一 个 遍 
及 两 个 超 平面 之 间 的 四 维 体 积 的 积分 , 从 而 验证 


4 jidS; = / Sd = 0. (29.5) 


上 面 的 证 明显 然 对 任意 两 个 积分 / jidS; 都 是 有 效 的 ,此 处 的 积分 是 遍 
及 任意 两 个 无 限 超 曲面 (不 仅 是 超 平面 z0 = const ) , 每 个 超 曲面 都 包括 整个 
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(三 维 ) 空间 , 由 此 得 到 下 面 的 结论 , 即 积分 2 / jid5; 不 管 是 沿 着 哪个 这 样 


的 超 曲 面 而 取 的 , 其 值 实际 上 是 相同 的 (等 于 空间 中 的 总 电荷 ). 

我 们 已 经 提 到 过 ( 见 818 的 脚注 ), 电动 力学 方程 的 规范 不 变性 和 电荷 守 
恒定 律 之 间 存 在 着 密切 联系 . 现在 让 我 们 用 形 如 (28.6) 的 作用 量 表达 式 再 次 
证 明 这 一 点 . 用 4; -8f/6x’ 蔡 换 A;, 将 积分 

请 < ad 

J grid 
加 到 这 个 表达 式 的 第 二 项 . 它 正 好 就 是 以 连续 性 方程 (29.4) 表达 的 电荷 守恒 . 
它 使 我 们 能 把 被 积 函 数 写成 四 维 散 度 9(f7i)/8zi, 然后 用 高 斯 定理 , 沿 四 维 体 
积 的 积分 就 换 为 沿 闭合 超 曲 面 的 积分 ; 对 作用 量变 分 时 , 这 些 积分 为 零 ， 因 
此 对 运动 方程 没有 影响 . 
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在 利用 最 小 作用 量 原理 来 推导 场 方程 时 , 我 们 应 当 认 为 电荷 的 运动 是 已 
知 的 , 而 只 变 分 势 (这 里 看 作 系统 的 “坐标 ”) ; 另 一 方面 , 在 推导 运动 方程 
时 , 我 们 又 认为 场 是 已 知 的 , 而 只 变 分 粒子 的 轨道 . 

所 以 (28.6) 式 中 第 一 项 的 变 分 是 零 , 而 在 第 二 项 中 , 我 们 不 能 变 分 电流 
天 . 因此 ， 





Se / 64 十 Px d?=0 
c c 87 


( 式 中 我 们 已 经 用 了 FW5Fik 三 Fin6F* 这 个 结果 ) . 将 


OAk 0h; 


Fik = Ori Orzk 








代入 , 我 们 就 得 到 





_ 1 1 ik 0 a ko 
65 = {Bh tA A 


在 第 二 项 中 , 我 们 将 指标 i 同上 交换 , 其 中 i,k 是 求 和 指标 , 此 外 用 一 Fx 代 
替 Et ， 于 是 我 们 得 到 


1 大 
8s=-t / {37 8A; — EF BodA} dn. 


将 第 二 项 作 分 部 积分 , 换 句 话说 , 就 是 应 用 高 斯 定理 : 


1//1: 19F a 
89= -2 / {3 ie Pee) shd0-1 = /r 8AidSx. (30.1) 
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在 第 二 项 中 , 我们 应 当 取 它 在 积分 限 上 的 值 . 坐标 的 积分 限 是 在 无 穷 远 处 ,在 
无 穷 过 处 的 场 为 零 . 在 时 间 的 积分 限 上 , 就 是 在 给 定 的 初时 刻 与 末 时 刻 , 势 的 
变 分 为 零 ， 因 为 按照 最 小 作用 量 原 理 的 意思 ,， 势 在 这 两 个 时 刻 是 给 定 的 . 因 
此 , (30.1) 式 中 的 第 二 项 为 零 ， 从 而 我 们 得 到 


1 1 OF™k 
yo 
/ (¥ Tan Dr) 有 


因为 按照 最 小 作用 量 原理 , 变 分 54; 是 任意 的 ,所 以 54; 的 系数 应 当 等 于 零 : 
DF 475 .， 


现在 我 们 把 这 四 个 方程 (i = 0,2,3,4) 写 为 三 维 形式 . 第 一 个 方程 (i = 
1) 是 





16F OF OF OF __ hr, 
c ot Or Oy Bz ec: 
将 Fw 的 分 量 值 代 人 ，, 我 们 得 到 
10E, BH, 86H, 4 





ea Gd "Hd BI 
这 个 方程 连同 i = 2,3 的 两 个 方程 可 以 写成 一 个 矢量 方程 : 








rotH = - 十 一 了 7. (30.3) 
最 后 ,第 四 个 方程 (i = 0) 是 
div EF = 4np. (30.4) 


方程 (30.3) 及 (30.4) 是 用 矢量 形式 写成 的 第 二 对 麦克 斯 韦 方程 SC. 和 第 
一 对 麦克 斯 韦 方程 一 起 , 它们 完全 确定 了 电磁 场 . 它们 是 电磁 场 理 论 , 或 如 
通常 所 说 , 是 电动 力学 的 基本 方程 . 

现在 我 们 来 将 这 些 方程 写成 积分 形式 . 在 某 一 个 体积 上 积分 (30.4) ,应 


用 高 斯 定理 
fav Bav = f Eas, 


由 E.df = 4 / pdV. (30.5) 


因此 ， 电 场 通过 一 个 封闭 曲面 的 通 量 等 于 4x 乘 曲面 所 包围 的 体积 内 的 总 
电荷 . 
@ 适用 于 真空 中 电磁 场 内 的 一 个 点 电荷 的 麦克 斯 韦 方 程 组 的 形式 是 由 H.A. 洛 伦 兹 给 出 的 . 


我 们 得 到 
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在 一 个 非 封 闭 曲面 上 积分 (30.3) 并 应 用 斯 托 克 斯 定理 


fHat= Ha 


我 们 得 到 i 有 
我 们 称 a 
at (30.7) 
这 个 量 为 位 移 电流 . 从 (30.6) 的 如 下 形式 
4 . 10E 

fH.d= (+ 去 元 ) df， (30.8) 
我 们 知道 ,磁场 绕 着 任何 回路 的 环流 等 于 穿 过 此 回路 所 包围 之 曲面 的 真实 电 
流 与 位 移 电流 之 和 乘 4r/e 


从 麦克 斯 韦 方 程 组 ,我们 可 以 得 到 已 经 知道 的 连续 性 方程 (29.3) . 取 
(30.3) 式 两 边 的 散 度 , 我 们 得 到 


. 18 . Ax, . 
divrot H = -FEt+ —divj. 
但 是 按照 (30.4) 式 , divrot H =0, 而 div B= 4rp. 因此 我 们 又 重新 得 到 了 方 


程 (29.3) . 在 四 维 形式 中 ,从 (30.2) 式 我 们 可 得 到 
O2Fk 47 07’ 


mt 


DxziBxzk ec Ori 
但 是 由 于 算 符 82/8zi9z* 对 于 指标 i 和 大 的 对 称 性 , 它 作用 于 反对 称 张 量 Fr 
时 将 得 到 恒 为 零 的 结果 , 于 是 我 们 得 到 四 维 形 式 的 连续 性 方程 (29.4) . 
831 能 量 密度 和 能 流 
我 们 用 囊 乘 (30.3) 式 的 两 边 , 用 瑟 乘 (26.1) 式 的 两 边 , 再 将 所 得 的 方 


程 相 加 , 可 得 


-p+iH. Ty. E-(H.rotE-E.rotH). 
C 


应 用 众所周知 的 矢量 分 析 公 式 





div (a x b)=b:rota— a .rotb, 
我 们 改写 这 个 方程 如 下 : 


(E+H’) = -i Ediv(Ex H), 
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或 
2 2 
> (= ) =-j.:E-divs. (31.1) 
和 天 量 
Cc 
S=ExH (31.2) 
称 为 坡 印 亭 矢 量 . 
将 (31.1) 在 一 个 体积 上 积分 , 并 对 右边 第 二 项 应 用 高 斯 定理 , 则 我 们 
得 到 
元/ 元 a (31.3) 


假如 积分 遍及 整个 空间 , 那么 , 面积 分 就 等 于 零 (因为 在 无 穷 远 处 场 为 
夫 ). 此 外 我 们 可 以 用 对 所 有 电 葵 求 和 的 式 子 了 eu 斩 来 表示 积分 /jEay 
并 按 (17.7) 式 , 将 
ev:E= J Skin 


代入 ,那么 (31.3) 式 化 为 


d E? es 


因此 , 对 于 一 个 包括 电磁 场 及 场 内 粒子 的 封闭 系统 ,上面 方程 括号 内 的 
量 是 守恒 的 . 括号 内 的 第 二 项 是 全 部 粒子 的 动能 (还 包括 静 能 ; 见 817 的 脚 
注 ), 因而 第 一 项 就 是 场 本 身 的 能 量 . 因此 , 我 们 称 

Es 
8x 
为 电磁 场 的 能 量 密度 ; 它 是 场 在 每 单位 体积 内 的 能 量 . 

假如 我 们 在 任何 一 个 有 限 体 积 上 积分 , 那么 ,(31.3) 式 中 的 面积 分 一 般 

不 等 于 零 ,因而 我 们 可 以 将 这 个 方程 写成 下 面 的 形式 : 


2 2 
2 av + Da} =— fs-ar, (31.6) 


其 中 括号 内 的 第 二 项 的 求 和 仅 涉及 所 考虑 的 体积 内 的 各 粒子 . 上 式 的 左边 是 
场 与 粒子 的 总 能 量 在 单位 时 间 内 的 变化 . 因此 ,积分 风 3 .dy 必须 认为 是 经 
过 包围 给 定 体积 的 曲面 的 场 的 能 流 ,因而 坡 印 亭 矢 量 S 就 是 这 个 能 流 密度 
-在 单位 时 间 内 流 过 曲面 的 单位 面积 的 场 能 量 包 


@ 我 们 假定 , 在 那 一 时 刻 . 所 研究 体积 之 表面 本 身上 无 粒子 . 如 果 不 是 这 样 , 那么 ,在 右边 
应 当 包括 穿 过 曲面 的 粒子 输 运 的 能 流 . 








(31.5) 
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在 上 一 节 中 我 们 已 经 求 出 电磁 场 能 量 的 表达 式 . 现在 我 们 来 求 出 这 个 式 
子 及 场 的 动量 的 四 维 形 式 . 为 简便 起 见 , 我 们 现在 只 考虑 无 电荷 的 电磁 场 . 为 
了 以 后 的 应 用 (对 于 引力 场 的 应 用 ), 也 为 了 简化 计算 , 我 们 在 一 般 形 式 下 进 
行 推导 , 而 不 将 体系 的 具体 类 型 特殊 化 . 

我 们 考虑 一 个 任意 体系 , 它 的 作用 量 积分 为 


ca / 4 ( 下 = AdQ, (32.1) 


其 中 4 是 一 些 量 g (用 来 描写 这 个 体系 的 状态 ) 和 它们 对 坐标 及 时 间 的 一 阶 
导数 的 某 个 阻 数 (对 于 电磁 场 而 言 , 四 维 势 的 分 量 就 是 量 g) ; 为 简便 起 见 


这 里 我 们 只 写 了 一 个 g. 我 们 应 注意 , 空间 积分 havV 是 这 个 体系 的 拉 格 朗 


日 量 , 所 以 4 可 以 认为 是 拉 格 天 日 量 的 “密度 ”. 体系 的 封闭 性 的 数学 表示 
是 4 与 x 不 存在 任何 明显 关系 , 这 同 封闭 力学 体系 的 拉 格 明日 量 不 显 含 时 
间 相 似 . 

按照 最 小 作用 量 原理 , 运动 方程 (假如 我 们 研究 某 种 场 , 它 就 是 场 方程 ) 
可 以 通过 变 分 9 来 得 到 . 我 们 有 (为 简便 起 见 , 我 们 用 符号 qi = 86g/0x') 


od4 D4 


04 OO /04 D 04 
1 (ew) me |a- 
被 积 函 数 内 的 第 二 项 经 过 用 高 斯 定理 变换 后 , 在 整个 空间 内 取 积 分 将 等 于 零 
如 是 我 们 就 得 到 下 面 的 “运动 方程 ” 
0 04 4 
OriGg; Og 
(当然 应 当 理解 为 遍历 重复 的 指标 i 求 和 ) . 


其 余 的 推导 与 在 力学 中 推导 能 量 守 恒定 律 的 过 程 相似 . 亦 即 写 出 
04 A0g 04 Ogk 
Or: OgOri Ogk Ori 


将 (32.2) 式 代 入 , 并 注意 gui = qiik，, 我 们 便 得 到 


04 _ 9 (0h os+ 2 Ba -30 (a8) 
Bri Oxzxk \Ogx qr Ork Ozk didgk 











(32.2) 
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所 以 , 引 和 人 符号 了 
Tr SS diggr 到 5 A, (32.3) 
我 们 可 以 将 上 面 的 关系 式 写 成 
OTE 
B=0. (32.4) 


我 们 应 注意 , 假如 不 是 一 个 而 有 几 个 量 g0 , 那么 , 代替 (32.3) 我 们 可 
以 写 可 
Tk 一 >》 qr 一 人 Wy, (32.5) 
l Og x 
但 是 在 829 中 我 们 已 经 看 出 , 方程 94*/8zx* = 0,， 亦 即 一 个 矢量 的 四 维 
散 度 等 于 零 , 就 相当 于 说 这 个 矢量 在 超 曲 面 (这 个 超 曲面 包括 整个 三 维 空间 ) 
上 的 积分 / 4*aSi 守恒 . 品 然 类 似 的 结果 对 于 张 量 的 散 度 也 是 成 立 的 . 方程 
(32.4) 就 相当 于 说 , 矢量 
己 : 一 const . / TikdS, 
是 守恒 的 . 
这 个 矢量 必定 与 体系 的 四 维 动量 矢量 相同 . 我 们 这 样 来 选择 积分 号 前 面 
的 常数 , 使 矢量 Pi 的 时 间 分 量 Po 按照 前 面 的 定义 等 于 这 个 体系 的 能 量 乘 以 
1/c. 为 此 , 我 们 要 注意 , 如 果 积 分 在 超 平面 z0 = const 上 进行 , 就 有 : 


P0 = const . / TodS,. = const ， / TdV. 


另 一 方面 , 按照 (32.3) 式 ， 


(其 中 4 = 0g/8t) . 将 这 个 量 同 通常 联系 能 量 与 拉 格 朗 日 量 的 公式 作 比 较 ， 
可 知 它 应 当 被 认为 是 体系 的 能 量 密度 . 因此 / ToodY 就 是 体系 的 总 能 量 . 所 
以 我 们 应 当 令 const = 1/c, 最 后 我 们 得 到 体系 的 四 维 动 量 表达 式 

P'= - / TdS.. (32.6) 
张 量 Tk 称 为 体系 的 能 量 动量 张 量 


必须 指出 , 张 量 Tk 的 定义 实质 上 不 是 唯一 的 . 事实 上 , 如 果 Tw 由 方程 
(32.3) 定义 , 那么 任何 其 他 形 如 


We ; 
Tik i Bmw wr! a 一 人 人 (32.7) 
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的 张 量 也 将 满足 方程 (32.4) , 因为 张 量 yw! 对 于 指标 &,i 的 反对 称 性 ,我们 
恒 有 862 让 /80z*9z! = 0. 体系 的 四 维 总 动量 在 这 种 情况 下 一 般 不 改变 ， 因 为 
按照 (6.17) 我 们 可 以 写 出 


2 天 人 TEL 

ds = 3 / (as 2 < ) a fu pe 
此 处 ,等 式 左边 的 积分 遍及 一 超 曲 面 ,而 右边 积分 应 遍及 “包围 ”此 超 曲 面 
的 (普通 ) 曲面 . 这 个 曲面 在 三 维 空间 中 显然 是 在 无 穷 远 处 ,而 因为 场 或 粒子 
在 无 穷 远 处 都 不 存在 , 所 以 这 个 积分 为 零 . 因此 体系 的 四 维 动量 是 唯一 决定 
了 的 量 

为 了 唯一 地 确定 张 量 Tik, 我 们 可 以 利用 这 样 一 个 条 件 , 即 体系 的 四 维 
角 动 量 张 量 ( 见 $14) 可 借助 于 下 式 用 四 维 动量 来 表示 : 


Mtk = / (zidP — zdP’) = - / (LT! — rTH)dS,, (32.8) 











就 是 说 , 体系 的 角 动 量 “ 密 度 ” 可 按 普通 公式 以 动量 的 “密度 ”表示 之 . 
很 容易 确定 能 量 动量 张 量 应 当 满 足 些 什么 条 件 , 才能 做 到 这 一 点 . 如 我 
们 已 经 知道 的 , 角 动 量 守恒 定律 可 以 用 M* 的 积分 号 内 表达 式 的 散 度 等 于 零 
来 表示 . 因此 
(CT 一 ztT*) = 0. (32.9) 
注意 到 9xi/8z! = 名, 而 97 /0z' = 0, 我 们 可 由 此 得 到 
ST ol fs = Thi 有 时 Tik 二 0， 


或 
Tk -Th (32.10) 
即 能 量 动 量 张 量 必须 是 对 称 的 . 
我 们 要 注意 , 一般 地 说 , 用 公式 (32.5) 定义 的 Ti 并 不 是 对 称 的 , 但 是 
加 上 了 带 合适 wi 的 变换 (32.7) 以 后 ,就 可 使 它 变 为 一 个 对 称 张 量 . 以 后 
(894) 我 们 可 以 看 出 , 有 一 个 直接 的 方法 去 求 得 对 称 张 量 T*. 
上 面 已 经 说 过 , 假如 我 们 将 (32.6) 的 积分 在 超 平面 z0 = const 上 进行 ， 
那么 , P' 就 取 下 面 的 形式 : 
i _ 1 1 
P'= 2 /rod (32.11) 
此 处 的 积分 遍及 整个 (三维) 空间 . 既然 P; 的 空间 分 量 构成 体系 的 三 维 动量 
矢量 而 且 时 间 分 量 是 它 的 能 量 乘 以 1/c, 那么 分 量 为 


-7 ; 二 全 30 


1 
三 全 区， 
c Cc 
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的 矢量 可 以 称 为 动量 密度 , 而 量 
W = TT 


则 称 为 能 量 密度 . 
为 了 明白 T* 其 余 分 量 的 意义 , 我 们 将 守恒 方程 (32.4) 分 成 空间 和 时 间 
部 分 : 
LO 107” QT 


TM oo om B20 


ot 
我 们 将 这 两 个 方程 在 空 s 间 的 一 个 体积 内 Y 积分 . 从 第 一 个 方程 得 到 


13 /rrav+t /Trav = 0， 


用 高 斯 定理 变换 第 二 个 积分 , 则 得 
元 / Td” = 一 c ¢ Todf (32.13) 


此 式 右边 的 积分 应 该 在 包围 体积 V 的 曲面 上 取 (dfs, df,dfs 是 面 元 df 的 三 
维 矢量 的 分 量 ). 左边 的 式 子 是 体积 Y 中 所 含 的 能 量 随 时 间 的 改变 率 ; 因此 ， 
右边 的 式 子 显然 是 穿 过 体积 Y 的 边界 面 的 能 量 , 而 带 分 量 


eT°! , cT°2 ， ceT"03 


的 矢量 S$ 则 是 能 流 密度 单位 时 间 内 穿 过 单位 面积 的 能 量 . 因此 , 我 们 得 
到 如 下 重要 结论 , 即 由 量 T* 的 张 量 特 性 表示 的 相对 论 不 变性 要 求 ， 自动 导 
致 了 能 流 和 动量 密度 之 间 的 确定 关系 : 能 流 密度 等 于 动量 密度 乘 以 c. 

从 (32.12) 的 第 二 个 方程 , 我 们 可 同样 地 求 得 


0 1 
二 | 二 mao = ca 
fa dV = fT dfe. (32.14) 


式 子 的 左边 是 体系 在 单位 时 间 中 体积 V 内 的 动量 变化 , 所 以 froats 就 是 


在 单位 时 间 内 从 体积 V 穿 出 来 的 动量 , 而 能 量 动量 张 量 的 Te 分 量 构成 三 维 
动量 流 密度 张 量 ; 我 们 记 之 为 ~owg, 这 里 cae 称 为 应 力 张 量 . 能 流 密度 是 一 
个 矢量 ; 因为 动量 流 本 身 是 一 个 矢量 , 所 以 动量 流 密 度 必 须 是 一 个 张 量 (这 
个 张 量 的 分 量 To 是 在 单位 时 间 内 穿 过 垂直 于 zh 轴 的 单位 面积 的 动量 的 a 
分 量 ) . 
我 们 用 下 式 来 指明 能 量 动量 张 量 每 个 分 量 的 意义 : 
W Sz/ce Sy/e Sz/c 
Szr/C —0Ozz 一 Iay 一 0zx 
9y/c 一 IOyz 一 yy 一 0yz 


Sz/c Ozzr Oxy Ozz 








Or° 





TK 一 (32.15) 
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岗 在 我 们 将 前 节 所 得 的 一 般 关 系 应 用 到 电磁 场 中 . 对 于 电磁 场 , (32.1) 式 
中 积分 号 内 的 量 4, 按照 (27.4) 式 , 应 该 等 于 


IW 
A= ppk 
167 
量 gq 是 场 的 四 维 势 的 分 量 Ak. 于 是 张 量 TE 的 定义 (32.5) 变 为 
k_ 04 904 





— 6* 
Or’ 9 O04 " a 
Oxk 


为 了 计算 此 处 出 现 的 4 的 导数 , 我 们 来 求 变 分 54. 我 们 有 


1 04) OAxr 
+ pk _ -pkl (sc _ 
和 oFi ee GS 5 ) 
交换 指标 并 利用 i = 一 i ， 则 得 
OA 
kl 
SA4=— LF 0 Fk 
由 此 可 见 ， 
9 24: dr 
DOzk 
1 04 
Ek Cllpkl |) + xk im 
人 an ge + Oi Pim 
或 者 对 逆 变 分 量 有 
Ti _ 104 


1 
Fr DE kn Fim 
4T Ox; 1 16ns a 


但 这 个 张 量 是 不 对 称 的 . 为 使 它 对 称 化 , 我 们 加 上 一 项 
1 34 nr 


An BE iL 
按照 不 存在 电荷 时 的 场 方程 (30.2), 9F* | /Oz 





二 0, 因而 有 
1 04’ 1 0 Ai Fk 
~ 4n Oz Bz (4F 





4 Ori 


因此 , 增加 这 一 项 相当 于 对 Tk 作 了 形 如 (32.7) 的 改变 , 因而 是 允许 的 . 既 
然 04!/0z; - 04hi/8z1 = F*, 那么 我 们 最 后 可 求 得 电磁 场 能 量 动量 张 量 的 表 
达 式 : 

Tik 一 1 


ey Pipk 次 Fim pi" | | 
A ( i 十 了 ! 


(33.1) 
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这 个 张 量 显然 是 对 称 的 . 此 外 , 它 还 有 一 个 特性 : 
JT 0: (33.2) 


即 对 角 线 上 的 项 之 和 为 零 . 

现在 我 们 用 电场 和 磁场 强度 来 表示 张 量 T* 的 分 量 . 利用 Fi 分 量 的 表 
达 式 (23.5), 很 容易 容易 验证 T0% 同 能 量 密度 (31.5) 一 致 , 而 分 量 c7oe 与 坡 
印 亭 矢量 (31.2) 的 分 量 相同 . 空间 分 量 Tep 构成 一 个 三 维 张 量 , 其 分 量 为 


1 2 2 2 2 2 2 
-ors = (E+E -E+H?+H?— H?), 


1 
-ow = -zo-(EzBy + HaH,), 


等 等 ,或 者 
ap = 二 {Be 十 五 ws — >ap(E? m2)) 、 (33.3) 
这 个 张 量 称 为 电磁 场 应 力 张 量 . 


为 了 将 张 量 T* 化 为 对 角形 式 , 我 们 必须 变换 到 这 样 的 参考 系 , 使 得 其 
中 矢量 瑟 和 驴 (在 给 定 的 空间 点 和 给 定时 刻 ) 彼此 平行 ,或 者 使 得 它们 之 一 
为 零 . 如 我 们 所 知 (825), 除了 瑟 和 互 彼 此 垂直 并 且 数 值 相 等 ,这样 的 变换 
总 是 可 能 的 . 容易 看 出 , 变换 之 后 T* 的 非 零 分 量 只 


个 00 _T11 ee T22 人 33 —W 


(z 轴 已 经 取 为 沿 春 场 的 方 和 网 ) . 
假如 殖 同 五 相互 垂直 , 且 其 绝对 值 相等 , 那么 ,7T” 就 不 能 化 为 对 角形 
式 .9 在 这 种 情形 , 不 为 零 的 分 量 是 


了 "00 = T33 a 30 WW 


( 取 沿 着 EB 的 方向 为 x 轴 , 沿 着 有 H 的 方向 为 y 轴 ). 

到 现在 为 止 , 我 们 只 考虑 了 没有 电荷 存在 的 场 . 在 有 带电 粒子 存在 时 ， 
整个 系统 的 能 量 动量 张 量 就 是 电磁 场 能 量 动量 张 量 与 粒子 的 能 量 动量 张 量 之 
和 ，, 在 后 一 种 情形 下 , 我 们 假设 了 粒子 之 问 不 存在 相互 作用 . 

为 了 决定 粒子 能 量 动量 张 量 的 形式 , 我 们 必须 像 用 电荷 密度 描述 点 电荷 
的 分 布 那样 , 用 “质量 密度 ”描述 它们 在 空间 中 的 质量 分 布 . 与 电荷 密度 的 公 
式 (28.1) 类 似 , 我 们 可 以 将 质量 密度 写 为 形式 


1 = > Mad(r — ra), (33.4) 


@ 对 称 四 维 张 量 Tt#* 可 能 不 能 化 为 主轴 这 一 事实 , 同 四 维 空间 的 非 欧 几 里 得 性 质 有 关 ( 参 
见 894 习题 ) . 
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式 中 ra 是 粒子 的 径 矢 , 求 和 遍历 系统 中 的 所 有 粒子 . 
粒子 的 动量 密度 由 cue 给 定 . 我 们 知道 , 这 个 密度 是 能 量 动 量 张 量 的 分 
量 To9Je, 即 
Toa = Hpc2ua (a = 1,2,3). 
但 是 质量 密度 是 四 维 矢量 jy/c(dzx*/dt) 的 时 间 分 量 (类 似 于 电荷 密度 ; 见 828) . 
因此 非 相 互 作 用 粒子 系统 的 能 量 动量 张 量 是 


(33.5) 


如 所 预期 , 这 个 张 量 是 对 称 的 . 

通过 直接 计算 可 以 验证 , 系统 的 能 量 和 动量 (定义 为 场 和 粒子 的 能 量 与 
动量 之 和 ) 实际 上 是 守恒 的 . 换言之 , 我 们 要 来 验证 表达 了 这 些 守 恒定 律 的 
ee 0 k k 

微分 (33.1) , 我 们 写 出 

OT 1 ("和 OF 5 
DOzk 4 \2 Ori DZ 1 Dzk 
代入 麦克斯韦 方程 (26.5) 和 (30.2) ， 即 
OFim a _ OFmi OF OFK! a 4 .1 























Bri Or dm’ Or ce’) 
我 们 有 : 
7 人 1 1/ limOFm lnmOFy BR 4r , 
DBzk 4x\ 2 or' 2 Dzm Ore ce WW) 


交换 指标 很 容易 证 明 ， 右边 前 三 项 相互 消 掉 了 ， 因 而 我 们 得 到 了 所 要 求 的 
结 采 : 


oT 1,. 
Ba = EFui,. 3 
对 粒子 能 量 动 量 张 量 的 表达 式 (33.5) 进行 微分 给 出 : 
TO _ 0 (dm ode Ou 
Bre BE\ dd) dt Or 


由 于 非 相互 作用 粒子 的 质量 守恒 , 这 个 表达 式 的 第 一 项 为 零 . 事实 上 , 与 四 
维 电流 矢量 (28.2) 类 似 , Adz*/dt) 构成 四 维 “ 质 量 流 ” 矢 量 . 这 个 四 维 天 量 
的 散 度 等 于 零 : 


0 / dx 
DZ (县 ) = 0, (33.8) 
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表达 了 质量 守恒 ,就 正如 方程 (29.4) 表达 了 电荷 守恒 一 样 . 因此 我 们 有 : 
DT(p)。 dz* Du dus 


Bre dt or far 
下 面 我 们 用 ( 表 为 四 维 形式 的 ) 电荷 在 场 中 的 运动 方程 (23.4): 
et 一 LA 
ds 
从 密度 jy 和 p 的 定义 ， 变 到 电荷 和 质量 的 连 车 续 分 布 时 , 我 们 有 :yj/m = p/e. 
因此 我 们 可 以 将 运动 方程 写成 形式 








1 ds 1 
EQ3 k 
Hc zcFirpu 下 二 Fig] 
于 是 ， k 
OT'(P) 要 
DAK 一 ZFik] 。 (33.9) 
将 上 式 与 (33.7) 式 联 立 , 我 们 实际 上 就 得 到 方程 (33.6). 
习 右 


求 能 量 窗 度 、 能 流 密 度 、 应 力 张 量 分 量 在 洛 伦 交 变 换 下 的 变换 规律 . 
解 : 设 K' 坐标 系 相 对 于 天 系 沿 Z 轴 以 速度 W 运动 .将 86 习题 工 的 公式 
用 于 对 称 张 量 了 入 ,我们 得 到 : 





1 V V2? 
W = (w+ 十 二 5 一 三 oo 
5 
c 
1 VA / / 
5 = 一 (+ 5 ) 5 +VW' -Vass 
es 
1 fl f 
Dy Ry Yazyh)， 
V V 
Orzr = | V2 (0 2352 Sw’) 
c2 
oie sp OGzz =0%zy ayz = Oz 
1 V 
本 已 (om 5, ) 
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因为 电磁 场 能 量 动量 张 量 对 角 线 上 诸 项 之 和 等 于 零 , 所 以 对 于 任何 相互 
作用 系统 ， 和 值 吧 就 化 为 仅仅 是 粒子 能 量 动量 张 量 的 迹 . 因此 用 (33.5) 我 们 
得 到 : 
ds ds v2 
下 二 pe 下 二 Ac 3 
对 所 有 粒子 求 和 , 即将 4 换 为 和 式 (33.4), 我 们 最 后 得 到 : 


2 va 
= 》 mac 1 一 去 8 — Ta). (34.1) 


我 们 注意 到 , 按照 这 个 公式 , 对 于 所 有 系统 都 有 : 


Ti = TO)， = jcuiv’ 


T? >0, (34.2) 


式 中 等 号 只 对 没有 电 符 的 电磁 场 成 立 . 
现在 来 考虑 一 个 由 进行 有 限 运动 的 带电 粒子 组 成 的 封闭 系统 ,表征 该 系 
统 的 所 有 量 (坐标 、 动量) 在 有 限 范 围 内 变化 .外 
我 们 来 寻求 系统 的 总 能 量 与 描述 它 的 某 个 时 间 平 均值 的 关系 . 
将 方程 
167” 07 
c a Ort 
( 见 32.12) 对 时 间 做 平均 . 像 任 何 有 界 量 导数 的 平均 一 样 ,导数 9T%0/6t 的 
平均 为 零 包 . 因此 , 我 们 得 到 


O 
Oxf pL = 


我 们 用 xc 乘 这 个 方程 ,并 将 它 对 整个 空间 积分 . 用 高 斯 定理 来 变换 这 个 积 
分 , 并 记 着 在 无 穷 远 处 T8 = 0, 所 以 面积 分 为 零 : 


OT, a Ox? 元 oe 
hs 所 Te ay - -| aTadV 一 -| 69ThdV = 0， 
@ 这 里 我 们 也 假定 系统 的 电磁 场 在 无 限 远 处 足够 快 地 趋 于 零 . 在 特殊 情形 下 这 一 条 件 可 能 


会 要 求 忽略 该 系统 的 电磁 波 辆 射 . 
四 设 f(t) 人 那么 ,导数 df/dt 经 过 一 个 时 间 间 隔 T 的 平均 值 是 


“dr =- A 了 (0) 
环 - 云 人 所 





自然 f(t) 仅 在 有 限 范围 内 变化 , 那么 , 当 了 趋向 无 穷 大 时 , djf/dt 的 平均 值 显 然 趋 近 于 零 . 
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或 者 有 : 
/ TodV =0. (34.3) 


根据 这 个 等 式 , 对 于 TT =T? + 天 的 积分 , 我 们 可 以 写 出 
/Tiav= fThav =%, 


式 中 ,8 是 系统 的 总 能 量 . 
最 后 ,用 表达 式 (34.1) 代 人 则 得 : 


2 
= > mocV1I- 号 (34.4) 


这 个 关系 就 是 经 典 力 学 的 位 力 定理 在 相对 论 中 的 推广 ( 见 本 教程 第 一 卷 
810) . 对 于 低速 情形 , 它 化 为 


3 
mav 
GY mc 一 一 》 一 一 a 
a 2 ? 
a 位 


就 是 说 , 总 能 量 ( 减 去 静 能 ) 等 于 动能 平均 值 的 负数 一 一 这 与 经 典 力 学 中 带 
电 和 粒子 体系 (按照 库仑 定律 相互 作用 着 ) 的 位 力 定理 相同 

必须 指出 , 我 们 得 到 的 公式 都 比较 形式 化 , 因而 有 必要 使 之 更 为 精确 . 问 
题 在 于 , 电磁 场 能 量 中 包含 了 使 点 电荷 的 电磁 自 能 为 无 穷 大 的 项 ( 见 837) . 
考虑 到 内 店 电 磁 能 已 经 包含 在 粒子 的 动能 (9.4) 中 , 为 使 相应 的 表达 式 有 意 
义 ,我 们 必须 去 掉 这 些 项 . 这 意味 着 我 们 应 当 在 (34.4) 中 通过 代 换 


E+H? 
| i dV, 











使 能 量 “ 重 正 化 ", 式 中 EE。 和 H。 是 第 a 个 粒子 产生 的 场 . 与 (34.3) 类 似 ， 
我 们 应 当 作 代 换 Q 


a Bot Ha 
[rv Tv +5 /Tar 
@ 请 注意 , 不 做 这 种 改变 的 话 , 表达 式 


区 E? 十 H? mav? 
- /rsav-/ 二 人 
实质 上 就 是 正 值 且 不 能 变 为 零 . 
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除了 点 粒子 系统 的 能 量 动量 张 量 (33.5) 外 , 我 们 也 需要 该 张 量 对 于 那些 
可 看 做 是 连续 的 宏观 物体 的 表达 式 . 

穿 过 一 个 物体 表面 面 元 df 的 动量 流 就 是 作用 在 这 个 面 元 上 的 力 . 所 以 
-oasdjs 是 作用 在 这 个 面 元 上 的 力 的 a 分量. 现在 我 们 引 和 人 一 个 参考 系 , 物 
体 的 一 个 指定 的 体积 元 在 其 中 是 静止 的 . 在 这 样 一 个 参考 系 中 , 帕斯卡 定律 
是 有 效 的 ， 即 是 说 ,作用 于 物体 的 某 一 部 分 上 的 压强 p 在 一 切 方向 都 是 相 
等 的 , 而且 在 无 论 任何 地 方 都 垂直 于 它 所 作用 的 面 册 . 因此 , 我 们 可 以 写 出 
oapdjfp = 一 pdfa，, 从 而 应 力 张 量 是 oas = 一 pbag. 至 于 代表 动量 密度 的 分 量 
T% ,对 于 我 们 所 用 参考 系 中 给 定 的 体积 元 , 它们 等 于 零 . 分 量 T% 照例 是 物 
体 的 能 量 密度 , 我 们 用 s 来 代表 它 ; e/c? 是 物体 的 质量 密度 ， 即 每 单位 体积 
内 的 质量 . 我 们 着 重 指出 , 这 里 所 讨论 的 是 单位 “固有 ”体积 , 也 就 是 在 物体 
的 给 定 部 分 处 于 静止 的 那个 参考 系 中 的 体积 . 

因此 , 在 我 们 所 考虑 的 参考 系 中 , 能 量 动量 张 量 (对 物体 的 指定 部 分 ) 
有 如 下 形式 : 


T= (35.1) 


SO OO mn 
SD 
SS 3 SO 
SS OOD 


现在 很 容易 求 出 宏观 物体 在 任意 参考 系 中 能 量 动量 张 量 的 表达 式 . 为 此 ， 
我 们 对 于 物体 一 个 体积 元 的 宏观 运动 引入 四 维 速度 必 . 在 该 体积 元 是 静止 的 
参考 系 中 , 四 维 速 度 的 分 量 wi = (1,0).Tik 的 式 子 必须 如 此 选择 , 使 它 在 这 个 
参考 系 中 取 (35.1) 的 形式 . 很 容易 验证 , 它 等 于 


Tk 一 (p 十 E)wuiaug — pg'™k, (35.2) 
或 者 , 对 于 混合 分 量 
T2 ~ (p+ e)uiu® — por. 
这 个 式 子 就 给 出 了 宏观 物体 的 能 量 动 量 张 量 . 能 量 密度 W, 能 流 天 量 9 


@ 严格 地 说 , 帕斯卡 定律 仅仅 对 于 液体 及 气体 有 效 . 但 是 对 于 周 体 , 在 不 同方 向 的 应 力 的 
最 大 可 能 差 , 较 之 在 相对 论 中 可 以 起 作用 的 应 力 , 是 微不足道 的 , 因此 , 我 们 也 就 不 考虑 它 了 . 
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和 应 力 张 量 owp 是 : 


v 
2 @+elw 


VU v2 
1—— 1 一 一 
C Ce (35.3) 
(p 十 E)vava 
OapB 一 a 一 pOag. 
C2 《 -一 号 ) 
Cc 


如 果 宏 观 运 动 的 速度 v 比 光速 小 很 多 , 那么 , 我们 就 近似 地 有 : 
= (p 十 E)v. 


既然 5S/e? 是 动量 密度 , 那么 我 们 可 以 看 出 , 在 这 种 情况 下 , (p+s)/ec2 就 起 着 
物体 的 质量 密度 的 作用 . 
假如 构成 宏观 物体 的 所 有 粒子 的 速度 都 比 光 速 小 很 多 (宏观 运动 速度 可 
以 任意 ),T™* 的 式 子 就 可 简化 . 在 这 种 情况 下 , 在 能 量 密度 s 中 ,我 们 可 以 略 
去 所 有 比 静 能 小 的 各 项 , 亦 即 我 们 可 以 用 jwoc? 来 代替 e, 此 处 jo 是 在 物体 的 
单位 (固有 ) 体积 中 所 有 粒子 的 质量 之 和 (我 们 着 重 指 出 , 在 一 般 情况 下 , jo 
应 当 与 物体 的 实际 质量 密度 e/c? 有 差别 , 后 者 还 包含 着 与 物体 内 粒子 微观 运 
动 的 能 量 相应 的 质量 ， 及 与 粒子 彼此 相互 作用 的 能 量 相 应 的 质量 ) . 分 子 的 
微观 运动 能 量 所 决定 的 压强 , 在 这 种 情形 下 显然 也 比 静 止 能 量 密度 joc? 小 很 
多 . 因此 我 们 求 得 
Te = Hoc2uial， (35.4) 


由 (35.2) 式 , 我 们 得 到 
T* =€— 3p. (35.5) 


任何 体系 能 量 动量 张 量 的 一 般 特性 (34.2) 表明 , 一 个 宏观 物体 的 压强 与 
密度 总 是 满足 下 面 的 不 等 式 : 


六 (35.6) 


现在 让 我 们 将 关系 式 (35.5) 同 对 任何 参考 系 都 有 效 的 通 式 (34.1) 相 比 
较 . 既然 我 们 现在 是 考虑 宏观 物体 , 那么 就 应 当 将 (34.1) 式 对 在 单位 体积 
7 的 所 有 值 求 平均 . 因此 , 我 们 得 到 


E 一 32 = 》 moe? V1= 要 (35.7) 


( 求 和 遍历 单 位 体积 内 的 所 有 粒子 ) . 
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这 个 方程 的 右边 在 极端 相对 论 情形 下 趋 于 零 , 所 以 在 这 个 极限 下 物 态 方 
程 是 @ : 

p= 3 (35.8) 

现在 来 把 得 到 的 公式 应 用 到 理想 气体 中 去 , 我 们 假设 这 种 气体 由 完全 一 

样 的 粒子 组 成 . 既然 理想 气体 的 粒子 彼此 没有 相互 作用 , 那么 我 们 便 可 以 应 


用 公式 (33.5), 而 只 需 先 对 此 公式 取 平 均 就 行 了 . 因此 对 于 理想 气体 ， 


dt ds’ 

式 中 ,nn 是 单位 体积 内 的 粒子 数 , 上 面 的 一 横 是 对 所 有 粒子 求 平 均值 的 意思 . 
假如 在 气体 中 没有 宏观 运动 , 那么 , 在 左边 我 们 可 以 用 7 的 表达 式 (35.1) . 
比较 这 两 个 公式 ,我 们 得 到 方程 : 


E=nm| 一 一 一 |， 7= (35.9) 


3 31 7 
Ds i 
Cc 人 


这 两 个 方程 是 用 粒子 的 速度 来 表示 相对 论 中 理想 气体 的 密度 与 压强 ; 第 二 个 
方程 代替 了 非 相 对 论 性 气体 动 理论 中 的 著名 公式 p = nmwv?/3. 


@ 在 这 里 , 这 个 极限 物 态 方程 是 假设 粒子 之 间 有 电磁 相互 作用 而 得 到 的 . 我 们 将 假设 (在 
第 十 四 章 中 需要 如 此 ), 它 对 于 粒子 之 间 任 何其 他 可 能 的 相互 作用 仍然 有 效 , 尽管 这 一 假设 的 证 
明 目 前 还 不 存在 . 


第 五 章 
恒定 电磁 场 


836 ”库仑 定律 


对 于 恒定 电场 ,或 者 如 通常 所 说 静电 场 ， 麦 克 斯 韦 方 程 组 有 下 面 的 
形式 : 


div E = 4np, (36.1) 
rotE=0. (36.2) 


电场 巨 可 以 只 利用 一 个 标 势 来 表示 如 下 : 

E= -grady. (36.3) 
将 (36.3) 代入 (36.1), 我 们 得 到 一 个 恒定 电场 的 势 所 应 满足 的 方程 

Ap = —4nxp. (36.4) 


这 个 方程 称 为 泊 松 方程 . 就 特例 言 之 , 在 真空 中 , 即 当 p=0 时 , 势 满 足 拉 普 
拉 斯 方程 
Ap = 0. (36.5) 


从 上 面 的 方程 可 以 得 出 一 些 结 论 , 例如 断定 电场 的 势 没 有 一 处 为 最 大 或 
为 最 小 . 事实 上 , 为 要 使 pw 有 极 值 , 那么 , yp 对 于 坐标 的 一 阶 导 数 必须 为 零 ， 
而 二 阶 导 数 92o/8z2,692p/8y2,92p/9z2 又 都 有 同样 的 符号 . 后 一 要 求 是 不 可 
能 的 ,因为 满足 了 这 样 的 要 求 , 就 不 能 满足 (36.5) 了 . 

我 们 现在 来 求 一 个 点 电荷 所 产生 的 场 . 从 对 称 性 的 考虑 可 以 知道 , 场 的 
方向 是 从 电荷 e 的 所 在 点 沿 着 径 矢 指向 空间 各 点 . 从 同样 的 考虑 还 可 以 知道 ， 
场 的 大 小 EE 仅 与 离开 电荷 的 距离 及 有 关 . 为 了 求 出 绝对 值 , 我 们 应 用 方程 
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(36.1) 的 积分 形式 (30.5) . 穿 过 一 个 半径 为 RR, 包围 着 电荷 e (以 e 所 在 点 
为 中 心 ) 的 球面 的 电场 通 量 等 于 4xR?2E; 这 个 通 量 必须 等 于 4re. 由 此 , 我 们 
得 到 
© 
用 矢量 符号 表示 , 场 百 可 以 写成 
R 
E= es (36.6) 
因此 ,一 个 点 电 集 所 产生 的 场 与 从 电荷 算 起 的 距离 的 平方 成 反比 . 就 是 库仑 
定律 . 这 个 场 的 势 显 然 是 
€e 
P= (36.7) 
如 果 我 们 有 一 个 电荷 体系 , 那么 , 按照 至 加 原理 , 这 个 体系 所 产生 的 电 


场 等 于 各 个 电荷 单独 所 产生 的 电场 之 和 . 这 个 场 的 势 是 

2 
式 中 已 。 是 从 电荷 ea 的 所 在 点 到 我 们 求 它 的 势 的 那 一 点 的 距离 . 如 果 我 们 引 
用 电荷 密度 p, 这 个 公式 就 变 为 

»= | fav. (36.8) 


其 中 R 是 从 体积 元 dV 到 给 定点 的 距离 . 
将 点 电荷 的 p 及 oy 的 值 , 即 p= e868(R) 及 yp =e/R, 代入 (36.4) 式 , 我 


们 得 到 
A ~ _4n8(R). (36.9) 


§37 电荷 的 静电 能 


我 们 来 求 一 个 电荷 体系 的 能 量 . 我 们 将 从 场 的 能 量 的 概念 出 发 , 即 从 能 
量 密度 的 公式 (31.5) 出 发 来 讨论 . 一 个 电荷 体系 的 能 量 应 当 等 于 


U= bs / E*dV, 
8T 


其 中 是 诸 电 答 所 产生 的 场 , 而 积分 则 应 该 遍及 全 部 空间 . 将 吾 = -gradw 
代 和 人, 则 可 按 下 面 的 方式 来 变换 U:; 


1 1 ; 1 , 
U= -| Psdvav = -fv (Epav+ & /eaiv Bav. 
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按照 高 斯 定理 , 第 一 个 积分 等 于 Ey 在 包围 积分 体积 的 曲面 上 的 积分 , 但 是 
因为 场 在 无 穷 远 处 为 零 , 而 积分 又 要 遍及 全 部 空间 , 所 以 第 一 个 积分 为 零 . 将 
div 忆 = 4rp 代 人 第 二 个 积分 , 则 得 到 电荷 体系 的 能 量 表达 式 


1 
U = 3 | ear (37.1) 
对 于 一 个 点 电荷 体系 es, 我 们 可 以 用 对 电荷 求 和 的 符号 来 代 蔡 积分 号 : 
1 
UL: S Deapa, (37.2) 


其 中 , pa 是 所 有 电荷 在 es 所 在 点 所 产生 的 场 的 势 . 

按照 库仑 定律 ,如果 我 们 对 一 个 带电 的 基本 粒子 (例如 电子 ) 和 粒子 本 
身 所 产生 的 场 应 用 所 得 的 公式 , 那么 , 我 们 就 得 到 一 个 结论 , 即 电 荷 应 当 具 
有 等 于 ep/2 的 “自己 的 ”势能 , 这 里 yp 是 电荷 在 其 所 在 点 产生 的 场 的 势 . 但 
是 我 们 知道 , 在 相对 论 中 , 每 一 个 基本 粒子 应 当当 做 一 个 点 . 因此 , 基本 粒子 
的 场 的 势 p = e/R 在 R=0 的 这 一 点 变 为 无 穷 大 . 这 样 一 来 , 按照 电动 力学 ， 
电子 就 应 当 具 有 无 限 大 的 “ 自 ” 能 , 因而 也 就 有 无 限 大 的 质量 . 这 个 结论 的 物 
理 荡 雇 性 表明 , 电动 力学 本 身 的 基本 原理 就 导致 一 个 结果 , 即 电 动力 学 的 应 
用 应 当 限 制 在 一 定 范围 内 . 

我 们 要 注意 , 从 电动 力学 , 我 们 得 到 了 无 限 大 的 “ 自 ” 能 与 质量 , 因此 
在 电动 力学 中 就 不 能 提出 到 底 电子 的 总 质量 是 不 是 电磁 质量 (就 是 与 粒子 的 
电磁 自 能 有 关 的 质量 ) 这 个 问题 . 由 

既然 基本 粒子 的 没有 物理 意义 的 无 限 大 “ 自 ” 能 的 出 现 , 与 粒子 应 当 看 
做 一 个 点 的 事实 有 关 , 那么 我 们 可 以 得 出 结论 : 作为 一 个 逻辑 上 完备 的 物理 
理论 的 电动 力学 ， 当 过 渡 到 充分 小 的 距离 时 , 就 成 为 自 相 矛盾 的 了 . 我 们 可 
以 提出 这 个 距离 有 多 大 数量 级 的 问题 . 注意 到 电子 的 电磁 自 能 与 静 能 me? 同 
数量 级 ， 就 可 以 答复 这 个 问题 了 . 另外 一 方面 , 如果 我 们 认为 电子 具有 一 定 
的 半径 Ro, 那么 , 它 的 自 有 势能 应 该 与 e2/PRo 同 数量 级 . 从 这 两 个 量 应 同 级 
的 要 求 , 亦 即 从 e2/Ro 和 ~ me? 的 要 求 出 发 , 我 们 得 到 


e2 


Ro~ (37.3) 


rnc2 
这 个 尺度 ( 称 为 电子 的 “半径 ) 决定 了 电动 力学 适用 于 电子 的 范围 , 这 
是 从 它 的 基本 原理 得 来 的 . 但 是 我 们 应 该 注意 , 实际 上 , 由 于 量子 现象 , 电动 
@ 从 纯 形式 的 观点 看 , 电子 质量 的 有 限 性 可 以 通过 如 下 方式 来 处 理 , 即 引 入 一 个 非 电磁 起 


源 的 无 限 大 负 质 量 来 补偿 电磁 质量 的 无 限 性 (质量 “" 重 正 化 " ) . 然而 , 我 们 下 面 将 会 看 到 (875 ) ， 
这 并 不 能 消除 经 典 电动 力学 的 所 有 内 在 矛盾 . 
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力学 应 用 范围 比 我 们 在 这 里 所 确定 的 范围 还 要 小 得 多 %. 
现在 我 们 再 回 到 公式 (37.2) . 从 库仑 定律 知道 , 公式 中 的 势 wa 等 于 


pa = (37.4) 
其 中 , Rob 是 电荷 ea,eb 则 的 距离 . 能 量 的 表达 式 (37.2) 包含 两 部 分 . 第 一 , 它 
包含 一 个 无 限 大 的 常数 , 即 电 荷 的 日 能 , 它 与 电 全 之 间 的 相互 位 置 无 关 . 第 二 


部 分 是 电荷 的 相互 作用 能 , 它 与 电荷 之 间 的 相互 位 置 有 关 . 显然 ,物理 学 上 
关心 的 仅仅 是 第 二 部 分 . 这 部 分 等 于 








太一 > Deap,, (37.5) 
其 中 
7 cb 
Ya = (37.6) 
Uz) {i 
是 除了 es 以 外 的 所 有 电荷 在 eu 所 在 点 产生 的 势 . 换 句 话说 , 我 们 可 以 写 
1 1 CaCb 
UV'=3 2 (37.7) 


就 特例 言 之 , 两 个 粒子 的 相互 作用 能 是 


/ C1C2 


二 一 ， 37.8 
Ro (37.8) 


838 ”匀速 运动 电荷 的 场 


我 们 来 求 一 个 以 速度 V 匀速 运动 的 电荷 e 所 产生 的 场 . 我 们 称 静 止 参 
考 系 为 KK 系 ; 称 随 电 荷 一 起 运动 的 参考 系 为 K' 系 . 设 电 荷 位 于 K' 系 的 坐 
标 原点 ，K' 系 沿 z 轴 对 K 作 相 对 运动 , y 轴 与 z 轴 分 别 平行 于 y 与 z. 
在 t = 0 的 时 刻 ， 两 个 系统 的 原点 相 重合 . 因此 ,电荷 在 KK 系 中 的 坐标 是 
rz 二 Vi,y= 二 z= 二 0. 在 K’' 系 中 , 我们 有 一 个 恒定 电场 , 它 的 天 势 4 =0, 而 
它 的 标 势 则 等 于 w' = ef/R', 式 中 R? = 22 二 十 22. 按照 (24.1), 当 A 和 A'=0 
时 ,在 K 系 中 ， 





p= (38.1) 





量子 效应 在 与 i(mc) 同 数量 级 的 距离 上 就 变 得 很 重要 了 ,这 里 的 所 是 普 朗 克 常 数 . 这 些 
距离 同 Ro 之 比 量 级 为 he/e” ~ 137. 


§38 ”匀速 运动 电荷 的 场 








由 此 得 到 
(z — Vt)?2+ ( 一 人 (2 十 22) 
R” = Ds (38.2) 
es 
将 此 式 代 入 (38.1) , 就 得 到 
p= Br (38.3) 
式 中 , 我 们 引入 了 记号 R*: 
2 
忆 * 一 (2 一 炎 t 十 (4 一 5 (y+ 22). (38.4) 
在 KK 系 中 , 矢 势 等 于 
V eV 
在 K’' 系 中 , 磁场 有 H' 不 存在 , 而 电场 则 是 
， eR’ 
E' = 5: 
从 公式 (24.2) , 我 们 得 到 
， eX’ b, ey 
i 7 
1-- R31- = 
c2 c2 
E,= 一 读 - 
R34/1— 亏 
将 用 z,y,z 表示 的 R',z',y,z' 的 式 子 代 和 人, 就 得 到 
V2Y eR 


式 中 ,RR 是 从 电荷 e 到 坐标 为 xz,y,z 的 点 的 径 矢 ( 它 的 分 量 是 z 一 Vt,y,z). 
如 果 我 们 引入 运动 方向 与 径 和 拓 RR 所 夹 之 角 909, 也 的 表达 式 可 以 写成 另 一 
形式 . 显然 ,人 十 z= R?2sin?0, 所 以 R*? 可 以 写成 下 面 的 形式 : 


R=R* 0 一 La sin? g ) (38.7) 
了 
于 是 , 对 于 五 , 我 们 就 有 
V2 
eR oA 


(38.8) 
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在 离 电荷 的 距离 为 玉 时 , 若 6 从 零 增 加 到 x/2 (或 者 9 从 减 至 mr/2)， 
则 场 的 值 将 随 之 增加 . 沿 着 运动 方向 的 场 (0 = 0 或 x) 将 有 最 小 值 ; 它 


等 于 
C 
te 


最 大 的 场 与 速度 垂直 (9 = /2), 并 等 于 


C2 

我 们 要 注意 , 当 速 度 增加 时 , 场 乌 减 小 , 而 Ei 则 增 大 . 我 们 可 以 形象 地 令 
述 这 种 现象 : 一 个 运动 电荷 的 电场 在 运动 的 方向 “收缩 ". 对 于 一 个 同 光速 接 
近 的 速度 了, 公式 (38.8) 中 的 分 母 在 0 = x/2 的 附近 的 一 个 狭小 范围 内 接近 
于 零 . 这 个 范围 的 “宽度 ”的 数量 级 为 


A0 ~ 4/1— —. 
因此 , 仅仅 在 赤道 平面 的 邻近 的 一 个 狭小 角度 范围 内 , 一 个 快速 运动 着 的 电 
谷 的 电场 是 大 的 ,而 这 个 范围 则 随 着 VV 的 增加 而 减 小 ,其 减 小 的 情况 如 同 


Vi— V2/e. 
在 KK 系 内 , 磁场 等 于 





H=-VxE (38.9) 

( 见 (24.5) ) .在 V 之 c 的 情况 下 , 我们 近似 地 得 到 =eR/RS, 而 人 ” 场 为 
eVxR 

H=- i (38.10) 
习 是 


求 两 个 以 相同 速度 VV 运动 的 电荷 之 间 的 力 (在 政 系 中 ). 
解 : 我 们 要 求 的 力 丽 可 以 通过 计算 一 个 电荷 (el) 在 另 一 个 电荷 (ez) 产 
生 的 场 中 所 受到 的 力 来 决定 . 用 (38.9) 式 ， 我 们 得 到 


el V2 el 
F=elblo+—V x Ho=ei|ll——— Es+—V(V .五 2). 
c C2 c2 


由 (38.8) 代入 五 " , 我 们 就 得 到 力 在 运动 方向 的 分 量 (所 ) 和 生 直 于 它 的 分 量 
(F,): 


2 V2 2 
(1 三 ) ose No (1- 互 ) sing 
ee 


R2 2 372， 
0 一 i sin? 9 ) 
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式 中 恨 是 从 eo 到 el 的 径 和 失 ,0 是 忆 和 VV 之 间 的 夹 角 . 
839 库仑 场 内 的 运动 


我 们 来 研究 一 个 质量 为 内、 电荷 为 e 的 粒子 在 另 一 个 电荷 e' 所 产生 的 场 
内 的 运动 ; 我 们 假设 第 二 个 电 衔 的 质量 比 m 大 得 如 此 之 多 , 以 致 我 们 可 以 把 
它 当 做 固定 的 . 这 样 一 来 ,我们 的 问题 就 化 成 了 研究 一 个 电荷 e 在 中 心 对 称 
电场 (其 势 为 p = e'/r) 内 的 运动 . 

粒子 的 总 能 量 8 等 于 


Se 
式 中 ,a = ee'. 如 果 我 们 在 粒子 的 运动 平面 内 采用 极 坐 标 , 那么 ,由 力学 可 知 


2 


式 中 的 mr 是 动量 的 径 向 分 量 , 而 M 则 是 粒子 的 恒定 角 动 量 . 这 时 ， 


| M? Qt 
1 一 省 BF 十 了 十 mc + (39.1) 


现在 我 们 来 讨论 粒子 在 运动 过 程 中 能 否 随意 地 接近 中 心 的 问题 . 首先 ， 
很 容易 看 出 ,如 果 e 同 e" 相互 排斥 , 即 e 同 e 有 同样 的 符号 , 那么 , 这 种 接 
近 就 永远 不 可 能 . 此 外 , 在 相互 吸引 的 情形 下 (e 同 e 有 相反 的 符号 ) , 如 果 
Mc > lal, 随意 接近 中 心 是 不 可 能 的 ,因为 在 这 种 情况 下 , (39.1) 式 中 的 第 一 
项 永 比 第 二 项 大 , 并 且 当 > 一 0 时 ,方程 的 右边 就 要 变 为 无 限 大 . 反之 , 如果 
Me < |al, 那么, 当 r 一 0 时 , 这 个 式 子 可 以 保持 有 限 值 (在 此 , 不 用 说 ,pr 
趋向 无 限 大 ) . 因此 , 如 果 
Mc < lal, (39.2) 


粒子 在 运动 过 程 中 就 能 够 “降落 "到 吸引 它 的 电荷 上 , 这 与 非 相 对 论 力学 不 
同 , 在 非 相 对 论 力学 中 , 对 于 库仑 场 , 这 样 的 “降落 "一 般 是 不 可 能 的 (只 有 
M = 0 情形 除外 , 这 时 粒子 e 沿 着 一 条 直线 飞 向 e ) . 

为 了 完全 决定 一 个 电荷 在 库仑 场 内 的 运动 , 从 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 出 发 
是 最 便利 的 . 我 们 在 运动 平面 内 取 极 坐标 7, yp. 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (16.11) 


可 以 写成 
1 OS 人 OS 1 OS 2 9 
| a J 
我 们 来 寻求 下 面 形式 的 5: 


S=—6t+ Moyp+ f(r), 
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式 中 ,如 及 M 分 别 为 运动 粒子 的 恒定 能 量 及 恒定 角 动 量 . 结果 我 们 求 得 


s--6t+Mo+ [Ya( (6-=) mcrdr (39.3) 


轨道 由 方程 9$/8M = const 决定 . 积分 (39.3) 后 , 得 到 下 面 的 结 
(a) 如 果 Mec > |al， 


1 
2112 2 
(CAM 一 a 
2 
= cV(ME)’ 一 mrm2c2(M2c2 — a2) cos (oY 1— po — Ga; (39.4) 
(b) 如 果 Me < |al， 
1 
2_ 2M2 
(a —cM )= 
2 
= 寺 cV (ME)? + me (mo? — M2c2)cosh (oy 3 一 + Ea; (39.5) 


(c) 如 果 Mc = |al 





26 0 





2 
= 6 — mct— op ( 急 ) . (39.6) 


积分 常数 已 经 包含 在 角 wo 的 计算 起 点 的 任意 选择 内 了 . 

在 (39.4) 式 中 ,平方根 前 面 未 指明 正 负 号 并 不 重要 , 因为 余弦 符号 后 的 角 
v9 的 计算 起 点 的 选择 是 任意 的 . 在 相互 吸引 的 情形 下 (a < 0), 如 果 8 < me?， 
与 这 个 方程 相对 应 的 轨道 上 ,7 之 值 皆 为 有 限 (有 限 运动 ). 如 果 & > mc2 , 那 
么 ,了 可 以 是 无 限 大 (无限 运 动 ) . 在 非 相 对 论 力学 中 , 有 限 运 动 与 在 闭合 轨 
道 ( 椭圆) 上 的 运动 相对 应 . 从 (39.4) 式 可 以 看 出 , 在 相对 论 力学 中 , 轨道 不 
可 能 是 封闭 的 ; 当 y 变动 2r 时 , 到 中 心 的 距离 > 并 不 回 到 它 的 原来 的 值 . 我 
们 得 到 的 轨道 不 是 椭圆 , 而 是 张 开 的 “玫瑰 形 ”. 因此 , 在 非 相 对 论 力学 中 ， 
在 库仑 场 中 的 有 限 运 动 的 轨道 是 封闭 的 ， 而 在 相对 论 力学 中 ,库仑 场 就 失去 
了 这 个 特性 . 

在 (39.5) 式 中 , 当 a<0 时 , 根 号 前 应 当选 择 正 号 , 而 当 aw >0 时 , 就 应 
当选 择 负 号 ( 正 负 号 的 另 一 种 选择 对 应 于 (39.1) 式 中 的 根 号 前 正 负 号 改变 ) . 

在 aw<0 的 情况 下 , 轨道 (39.5) 及 (39.6) 是 螺 线 , 当 w 一 oo 时, 距 
离 7+ 一 0. 电荷 “降落 ”到 坐标 原点 所 需要 的 时 间 是 有 限 的 . 这 可 以 从 下 面 看 
出 ,r 的 坐标 与 时 间 的 关系 是 由 方程 6S/88& = const 决定 的 ; 将 (39.3) 代入 ， 
我 们 看 出 , 决定 时 间 的 积分 当 r 一 0 时 是 收敛 的 . 
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1. 求 一 个 电荷 在 排斥 的 库仑 场 (a > 0) 中 飞行 时 的 偏转 角 . 
解 : 偏转 角 X= 二 i 一 2g0， 这 里 26p0 是 轨道 (39.4) 的 两 个 渐 近 线 所 夹 之 


角 . 我 们 求 得 
2cM VvVcM?*— a? 
X= 一 一 一 一 arctan 一 | 
CM2— oa? ca 


式 中 ,是 电荷 在 无 穷 远 处 的 速度 . 

2. 求 质点 在 库仑 场 中 小 偏 角 散 射 的 有 效 截 面 . 

解 : 有 效 截 面 do 是 在 一 秒 钟 内 散射 到 一 定 的 立体 角 元 do 内 的 粒子 数 
与 被 散射 粒子 的 通 量 密度 ( 即 每 秒 经 过 重 直 于 粒子 来 的 1cm? 面积 的 粒子 数 ) 
之 比 . 

因为 粒子 在 通过 场 时 的 偏转 角 X 由 碰撞 参量 p 决定 (p 即 从 中 心 到 一 条 
直线 的 距离 ， 这 条 直线 就 是 粒子 在 场 不 存在 时 应 该 沿 其 运动 的 直线 ) ， 

dp do 
a 





do = 27pdp = 2rpS2adx = 


式 中 ,do 二 2xsinxdx. (参看 本 教程 第 一 卷 818) . 偏转 角 (如 果 很 小 ) 可 以 认 
为 等 于 动量 的 变化 对 于 它 的 初 值 之 比 . 动量 的 变化 等 于 作用 于 电荷 上 的 力 的 
时 间 积 分 ， 这 个 力 在 王 直 于 运动 方向 的 分 量 近 似 地 等 于 (a/r2).(p/r). 因此 ， 
我 们 得 到 
| ps apdt _ 2a 
XX 一 = (p2 + v2t2)3/2 ~ ppv 
(vv 是 粒子 的 速度 ). 从 而 ,我 们 求 得 在 小 X 情况 下 的 有 效 截 面 : 


a\“do 
do=4 (名 ) 和 
在 非 相 对 论 情形 下 ,p 守 mv, 这 个 表达 式 与 从 卢 瑟 福 公 式 在 小 Xx 时 的 得 到 的 
一 致 (参见 本 教程 第 一 卷 819). 
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我 们 现在 来 研究 一 个 电荷 体系 在 与 这 个 体系 相距 很 远 之 处 所 产生 的 场 ， 
所 谓 很 远 之 处 , 就 是 说 该 处 与 体系 的 距离 比 这 个 体系 中 各 电荷 间 的 距离 大 得 
多 . 

我 们 引入 一 个 坐标 系 , 它 的 原点 在 电荷 体系 内 的 任意 一 点 上 . 设 各 电荷 
的 径 矢 为 rs。. 所 有 电荷 在 以 Ro 为 径 矢 的 点 所 生 的 场 的 势 等 于 


p=》、 晤 (40.1) 
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( 求 和 遍及 所 有 电筒 ); 式 中 ,Ro 一 ra 是 从 电荷 ea 到 我 们 正在 求 势 那 一 点 的 
私 
2 Ro(Ro 六 ra) 来 研究 这 个 表达 式 . 为 此 , 我 们 将 它 展开 
为 ra/ Fo 的 医 级 数 , 利用 公 

f(Ro—7)= f(Ro)—r. grad f(Ro) 
(梯度 符号 grad 是 对 矢量 Ro 的 端点 坐标 进行 微分 ). 准确 到 一 级 项 ， 


_ 22ea 1 
WS= 充 >》 étéara grad Ro (40.2) 





我 们 称 

d= 》 eaora (40.3) 
为 电荷 体系 的 偶 极 矩 ， 应 该 注意 ,如果 所 有 的 电荷 之 和 为 零 , 即 ”ea = 0， 
那么 , 偶 极 矩 就 与 坐标 原点 的 选择 无 关 , 因为 同一 个 电荷 在 两 个 不 同 的 坐标 
系 中 的 径 矢 ro 及 r' 有 下 面 的 关系 : 


/ 
7 一 Ya 十 Q， 


式 中 , a 是 一 个 常 矢 量 . 因此 , 如 果 > eu = 0, 偶 极 矩 在 两 个 坐标 系 中 是 相等 


的 : 
d’' = >》_ ear, 一 > eara ta》 ea =d. 
如 果 我 们 用 e+,r+ 和 -ez,rz 代表 这 个 体系 的 正 电 荷 和 人 负 电荷 以 及 它们 
的 径 矢 , 那么 ,我们 可 以 将 偶 极 矩 写 成 


d= 》 etrt—Y er =R+Y》 et-R > ez， (40.4) 


式 中 ， 
R+ = 和 全 2 a (40.5) 
是 正 电 荷 及 负电 和 荷 的 “电荷 中 心 ”的 径 矢 . 如 果 jet = es =e, 那么 ， 





deRR_， (40.6) 


式 中 , Rj- = R+ 一 R- 是 从 正 电荷 中 心 到 负电 荷 中 心 的 径 矢 . 就 特殊 情形 言 
之 , 如 果 只 有 两 个 电荷 , 那么 , RR+_ 就 是 这 两 个 电荷 间 的 径 矢 . 
如 果 六 eo = 0, 那么 , 这 个 体系 在 远 距 离 处 的 场 的 势 是 : 
加 1 dd.Ro 
$= —d- VA 一 并 (40.7) 
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场 强 瑟 是 : 
E= -gd i = -高 srad (d. Ro) — (d.: Ro)grad 南 
或 者 , 最 后 有 i 
n.dn— 
五 = RR (40.8) 
式 中 nn 是 沿 Ro 的 单位 矢量 . 场 的 另 一 个 有 用 表达 式 为 
1 
E=(d.VVE (40.9) 


因此 , 一 个 总 电荷 等 于 零 的 电荷 体系 在 远 距离 处 所 产生 的 场 的 势 与 到 这 个 体 
系 的 距离 的 平方 成 反比 , 而 场 的 强度 则 与 距离 的 立方 成 反比 . 这 个 场 围绕 ad 
的 方向 具有 轴 对 称 性 . 在 穿 过 该 方向 (我们 取 为 z 轴 ) 的 平面 内 , 矢量 五 的 
分 量 是 : 


项 三 HR 2 (40.10) 
在 这 个 平面 内 的 径 向 和 切 向 分 量 是 
和 de 二 下 -a (40.11) 
841 多 极 矩 
在 势 按 1/ Ro 的 寡 展 开 的 展开 式 
o = pO) 十 pl) i (41.1) 


中 , pl") 这 一 项 与 1/RG* 成 正比 . 我 们 看 出 ,第 一 项 pW0) 为 所 有 电荷 的 和 所 
决定 ; 第 二 项 pt 有 时 称 为 体系 的 偶 极 势 , 为 体系 的 偶 极 矩 所 决定 . 
展开 式 中 的 第 三 项 是 


1 O02 1 
(2) 二 > 二 41.2 
Y 2 Co OXaOXps Ro ( ) 


式 中 的 求 和 遍历 所 有 电荷 , 我们 在 此 没有 写 出 电荷 的 编号 ; za 是 矢量 7 的 分 
量 , Xo 是 矢量 Ro 的 分 量 . 势 的 这 一 部 分 通常 称 为 四 极 势 . 如 采 体 系 的 电 共 
的 和 及 偶 极 矩 的 和 都 等 于 零 , 展开 式 就 从 pl? 开始 . 

在 (41.2) 式 中 , 有 六 个 量 > ezazp 出 现 . 但 是 , 很 容易 看 出 场 实际 上 并 
不 与 六 个 独立 的 量 有 关 ，, 而 仅 与 五 个 独立 的 量 有 关 . 这 是 因为 消 数 1/ Ro 满足 


拉 普 拉 斯 方程 ， 即 
1 02 


1 
NB BXoOXs Ro 
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因而 , 我 们 可 以 将 yp(2 写成 下 面 的 形式 : 


0 1 
(二 二 De = NE 
(zara —3 6p ) 5X 5X5 太 
张 量 
Doe = 》 e(3zazp 一 r26ap) (41.3) 


称 为 这 个 体系 的 四 极 矩 . 从 Dap 的 定义 , 很 容易 看 出 , 对 角 线 上 的 元 素 之 和 
为 零 : 
Doa = 0. (41.4) 


因此 对 称 张 量 Dae 一 共有 五 个 独立 的 分 量 . 利用 Da。g，, 我 们 可 以 写 出 








D D? 1 
(2) 二 ca 上 新 
6 OXaOXp Ro’ (41.5) 
或 者 , 进行 微分 ， 
_0 1 _3XaXp 5op 
并 考虑 到 Oa8 Dap 一 Do = 0， 
Dusanan 
(2) _ Dapnanp ee 

> 2R3 (41.6) 


像 所 有 对 称 的 三 维 张 量 一 样 , 张 量 Dog 可 以 化 到 主轴 . 由 于 (41.4) , 三 
个 主 值 中 一 般 只 有 两 个 是 独立 的 . 如 果 正 好 电荷 系统 围绕 某 个 轴 (z 轴 ) 对 
称 中 , 则 这 个 轴 必 为 张 量 Dag 的 主轴 之 一 ,其 他 两 个 轴 在 zy 平面 内 的 位 置 
是 任意 的 , 三 个 主 值 之 间 的 关系 为 : 
1 


Ds 一 Dy 一 一 7DPzz (41.7) 


将 分 量 D;; 记 为 刀 ( 在 这 种 情形 就 简称 为 四 极 和 矩 ) , 我 们 得 到 势 


a —aP>2(cos0), (41.8) 


D 
(2). 28_ 1 一 
op I a(3c0s 0 —1)= 2 


式 中 9 是 Ro 与 z 轴 之 间 的 夹 角 ,Pz 是 勒 让 德 多 项 式 . 

正如 我 们 在 上 节 对 偶 极 和 矩 所 做 的 那样 , 容易 证 明 ,如 有 果 一 个 系统 的 总 电 
荷 和 偶 极 矩 都 等 于 零 , 该 系统 的 四 极 矩 就 不 依赖 于 坐标 原点 的 选择 . 

我 们 可 以 用 完全 相似 的 方法 来 写 出 展开 式 (41.1) 中 的 以 后 各 项 . 展开 式 
的 第 ! 项 定义 了 一 个 ! 阶 张 量 ( 称 为 这 个 体系 的 2 极 矩 张 量 ), 对 于 全 部 指标 
”“ @ 指 的 是 任何 高 于 2 阶 的 对 称 轴 
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都 是 对 称 的 ,而 当 对 于 任何 一 对 指标 缩 并 时 ,所 得 结果 为 零 ; 可 以 证 明 , 这 
样 的 张 量 一 共有 2 十 1 个 独立 分 量 .外 
我 们 将 用 球 谐 函 数理 论 中 的 著名 公式 
1 1 


[ea] 
一 = 一 一 卫 ,(co 41.9 
Bor Vx Ee (on 09 


把 势 的 展开 式 中 的 一 般 项 表 为 男 一 种 形式 , 式 中 x 是 Ro 和 7 之 间 的 夹 和 角 . 
我 们 引入 Ro 和 7r 分 别 同 固定 坐标 轴 形 成 的 球面 角 6, 和 0,w, 应 用 球 谐 函 
数 的 加 法 定理 : 





Pi(cosx) = > i Ph COS B)PIml(cos 0)e-im(s~—r) (41.10) 


式 中 PPP 是 缔 合 勒 让 德 多 项 式 . 
我 们 也 引入 球面 函数 @ 


/2 +1(l—m)! | 
Yim (6, 一 (一 Ti m imwp > 
! ( yp) ( ) 1 A (1 * on (cos 0)e ， mm 之 0， 


Yi,_lml(0, oo) = (一 四 m|: (41.11) 


则 展开 式 (41.9) 取 形 式 : 








[Ro 7 -> be mr Vin(O, B)Yim(0, 9). 
对 (40.1) 中 每 一 项 进行 这 样 的 展开 ,我 们 最 后 得 到 势 的 展开 式 中 第 ! 项 的 如 
下 表达 式 ， 


0 = QUYi(6, 可) (41.12) 








fF i 2 十 1 


式 中 
QW = Yeare 4 FT Yim(0a, pa) (41.13) 


21+1 个 量 Q@ 包 的 集合 构成 电荷 系统 的 2 极 矩 . 
以 这 种 方式 定义 的 量 8 外 与 偶 极 矩 矢 量 d 的 分 量 关系 如 下 


Qi = id;, = +- 万 (db +id,). (41.14) 


@ 这 样 的 张 量 称 为 不 可 约 张 量 , 缩 并 时 为 零 意味 着 不 能 由 其 分 量 构 造 出 较 低 阶 的 张 量 . 
@ 按照 量子 力学 的 定义 . 
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量 @8B) 与 张 量 分 量 Dwg 的 关系 如 下 


1 1 
bo = 一 zz mk | + (P=: 士 i 忆 yz 


汪 ] | (41.15) 
QS = -2D — D,y + 2iD»y). 


习 题 


求 一 个 均匀 带电 椭 球 相对 于 其 中 心 的 四 极 抵 . 
解 : 将 (41.3) 式 中 的 求 和 换 为 遍历 椭 球 体积 的 积分 ,我 们 有 : 


Ds=p / | | (2x? — vy? — z*)dzxdydz, etc. 


选取 坐标 轴 洛 椭 球 的 轴 ，, 原点 置 于 椭 球 中 心 ; 从 对 称 性 考虑 显然 可 见 , 这 些 
轴 就 是 张 量 Dap 的 主轴 . 借助 变换 


遍历 椭 球 
之 
2 二 — 
体积 的 积分 就 化 为 遍历 单位 球 
7 +y+2z =1 

体积 的 积分 . 结果 我 们 得 到 : 

Dss = s(207 be), D,,= = (2b? 一 a2 一 c2)， 

D;,; = =(20? 一 02 — b2), 

式 中 e= (4r/3)abcp 是 椭 球 的 总 电荷 . 
$42 外场 中 的 电荷 体系 


现在 我 们 来 研究 一 个 位 于 外 电场 中 的 电荷 体系 .我 们 用 w(r) 表示 电 奏 eq 
所 在 点 的 外 电场 的 势 . 每 个 电荷 的 势能 是 eep(ra), 而 这 个 体系 的 总 势能 则 有 


U = 》 eap(ra). (42.1) 


我 们 仍然 采用 原点 在 电荷 体系 内 一 任意 点 上 的 坐标 系 ; ra 是 电荷 eo 在 这 个 
坐标 系 中 的 径 天 . 


§42 外场 中 的 电荷 体系 . 113 . 


假设 外 场 在 电荷 体系 所 在 的 区 域 中 缓慢 地 变化 , 即 对 于 该 系统 是 准 均匀 
的 . 这 时 , 我 们 可 以 将 能 量 UV 展开 为 ro 的 帘 级 数 . 


吕 =U0T+IOTU2 二 (42.2) 

展开 式 中 的 第 一 项 是 
U(0) = po 》 eu， (42.3) 
式 中 ,yo 是 势 在 坐标 原点 之 值 . 在 这 个 近似 中 , 体系 的 能 量 同 所 有 的 电荷 都 


集中 在 一 点 〈 坐 标 原 点 ) 时 的 能 量 一 样 . 
展开 式 中 的 第 二 项 是 


U(Y) = (gradwp)o: 》 eara. 
引入 原点 的 电场 强度 Eo 和 系统 的 偶 极 矩 d, 我 们 得 到 
UV = 一 Gd .五 0. (42.4) 
作用 在 准 均 匀 外 场 中 一 个 系统 上 的 总 力 (精确 到 我 们 考虑 的 量 级 ) 是 
F= Ey》 et lgrad(d.: E)lo. 
如 果 总 电荷 为 零 , 则 第 一 项 消失 , 于 是 有 
F=(d.Vy)E, (42.5) 
就 是 说 , 力 决定 于 场 强 的 导数 ( 取 在 原点 ) . 作用 于 系统 的 总 力矩 是 
K=)》 (raxeaBo)=dx Eo, (42.6) 


就 是 说 , 精确 到 最 低 阶 , 它 决定 于 场 强 本 身 ， 

假设 有 两 个 电荷 体系 , 每 一 个 体系 的 总 电荷 为 零 , 而 偶 极 矩 则 为 di 及 
d2. 两 个 体系 的 距离 比 体系 本 身 的 尺度 大 很 多 . 我 们 来 求 他 们 的 相互 作用 势 
能 U. 为 此 , 我 们 将 两 个 体系 中 的 一 个 认为 处 在 另 一 个 体系 的 场 中 . 这 时 ， 


U = —d»: EE, 
式 中 ,Bl 是 第 一 个 体系 的 场 . 将 Ei 的 表达 式 (40.8) 代入 , 我 们 得 到 


[7 一 (di: d2)R?* — 3(di : R)(d; : R) 
人 


式 中 , 丸 是 两 个 体系 间 的 距离 天 量 . 


(42.7) 
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如 果 体 系 之 一 的 总 电 衔 不 为 零 (而 等 于 e), 则 同 理 可 得 
U = e 宁 了， (42.8) 
式 中 , R 是 一 个 矢量 , 从 偶 极 子 指 问 电 答 . 
展开 式 (42.1) 中 的 下 一 项 是 





在 这 里 ,也 像 在 341 中 一 样 , 我 们 略 去 了 电信 编号 的 指标 ; 势 的 二 阶 寻 数值 
取 在 原点 ; 但 是 势 y 满足 拉 普 拉 斯 方程 ， 


O20 O29 
ig t=0. 
Ozz OroOzr8 


因此 , 我 们 可 以 写 出 : 


1 Ow 1 
(2)—- 0 > ee 2 : 
U 5 Dr- C (cr 3oapr ) 





或 最 后 有 


(2 -~ Das_ Opo 


6 OzoOrg 


级 数 (42.2) 中 的 一 般 项 可 以 借助 上 节 定 义 的 2 极 矩 D 外 来 表示 . 为 此 
我 们 首先 把 势 co(>) 展开 为 球 谐 函数 ; 这 种 展开 的 一 般 形式 为 


oo 1 
| An 
yp(7) = > >》 Qim py yp), (42.10) 
i 二 0 一 一 上 


式 中 mb,p 是 点 的 球 坐 标 ,atm 是 常 系数 . 构造 和 式 (42.1) 并 用 定义 (41.13) 
我 们 得 到 





(42.9) 


1 
UD = >》 amQ®. (42.11) 


m=—! 
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我 们 来 研究 一 个 作 有 限 运动 的 电荷 体系 所 产生 的 磁场 所 谓 有 限 运 动 ， 
是 指 粒 子 在 一 切 时 间 都 在 空间 的 有 限 区 域内 运动 , 而 且 它 们 的 动量 在 一 切 时 
间 都 是 有 限 的 . 这 样 的 运动 具有 “稳定 ”的 特征 , 考虑 电荷 所 产生 的 磁场 (对 
时 间 ) 的 平均 值 瑟 是 饶 有 兴趣 的 ; 这 个 平均 磁场 现在 将 仅 是 坐标 的 水 数 , 而 
不 是 时 间 的 函数 , 亦 即 是 恒定 的 . 


843 恒定 磁场 - 115 - 


为 了 求 出 平均 场 及 的 方程 , 我 们 先 对 麦克 斯 韦 方程 
10E 47n. 


divH =0, rotH=-F+ 3) 
取 时 间 平 均值 . 
这 些 方程 中 的 第 一 个 简单 地 给 出 
divH = 0. (43.1) 


在 第 二 个 方程 中 , 导数 9E/Gt 的 平均 值 为 零 , 正 像 在 一 般 情 况 下 任何 一 个 在 
有 限 范围 内 变化 的 量 的 导数 的 平均 值 一 样 ( 见 834 第 二 个 脚注 ) . 因此 , 第 二 
个 麦克 斯 韦 方程 化 为 

rotH = 7 (43.2) 
这 两 个 方程 就 决定 了 恒定 场 瑟 . 

我 们 按照 
rotA=JH 

引入 平均 矢 势 4. 将 这 个 方程 代 人 (43.2) . 可 得 


graddiv 4 一 A4== 7 


但 是 我 们 知道 , 场 的 矢 势 未 被 唯一 地 确定 , 因而 我 们 可 以 加 一 个 任意 的 附加 
条 件 . 根据 这 点 , 我 们 这 样 来 选择 矢 势 4, 使 


divA =0. (43.3) 
这 时 , 确定 恒定 磁场 和 拓 势 的 方程 化 为 
AA= 这 一 下 (43.4) 


很 容易 求解 这 个 方程 ,因为 (43.4) 式 与 恒定 电场 的 标 势 的 泊 松 方程 (36.4) 
完全 相似 , 不 过 在 那里 的 电荷 密度 p 被 这 里 的 电流 密度 j/c 所 代替 而 已 . 与 
泊 松 方程 的 解 (36.8) 相似 , 我 们 可 以 直接 写 出 


了 
A / qv (43.5) 


式 中 , 尺 是 从 我 们 求 4 的 那 一 点 到 体积 元 dV 的 距离 . 
在 公式 (43.5) 中 ， 如 果 我 们 用 pw 代替 了 , 并 且 记 住所 有 的 电荷 都 是 点 
电荷 ,我 们 就 可 以 从 积分 过 渡 到 对 电信 求 和 了 . 在 这 里 , 我 们 必须 记者 , 在 积 
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分 (43.5) 中 , R 不 过 是 一 个 积分 变量 , 因此 , 它 在 求 平均 值 的 过 程 中 不 起 作 
用 . 如 果 我 们 用 和 
Eada 
2 


/3 av 


那么 , R。 就 是 名 个 粒子 的 径 和 天 , 这 些 径 天 在 电荷 运动 时 是 变动 的 . 因此 ,我 


们 应 该 写 出 
= 二 -De ave. (43.6) 


此 外 我 们 是 对 求 和 记号 下 的 整个 式 子 求 平均 值 
知道 了 4, 我 们 就 可 以 求 出 磁场 ， 


代替 


H=rotA=rot; | fav. 
cf Rh 


算 符 rot 只 关系 着 我 们 求 场 的 那 一 点 的 坐标 , 因此 , rot 可 以 写 在 积分 号 内 ， 
而 在 微分 的 过 程 中 ,3 可 以 当做 常量 . 将 熟知 的 公式 


rot fa = frota+gradf xa 


( 式 中 的 f 和 a 是 任意 的 标量 及 矢量 ) 应 用 到 积 了 .元 ， 我 们 得 到 
7 1 - xR 
rot 大 = grad xy 了 7 Ra 
因此 ， 本 
= 并 xR 
让 二 -dyY (43.7) 


( 径 和 拓 R 是 从 dV 指向 我 们 求 它 的 场 的 那 一 点 ). 这 就 是 毕 奥 -- 萨 伐 尔 定律 . 
844 ” 硫 和 矩 


现在 我 们 来 研究 一 个 稳定 运动 着 的 电荷 体系 在 与 电荷 体系 相距 很 远 的 地 
方 所 产生 的 平均 磁场 . 所 谓 很 远 , 就 是 说 与 电荷 体系 的 距离 远大 于 电荷 体系 
本 身 的 尺度 . 
我 们 引入 一 个 坐标 系 , 让 坐标 原点 在 电荷 体系 内 任意 一 点 上 , 像 在 840 
中 所 做 的 一 样 . 我 们 仍 以 ra 代表 各 个 电荷 的 径 矢 , 而 以 Ro 代表 我 们 正在 求 
场 的 那 一 点 的 径 矢 ,那么 ,Ro 一 7 就 是 从 电信 eo 到 场 点 的 径 矢 . 按照 (43.6) 
式 , 对 于 矢 势 我 们 有 
— -5 i (44.1) 


[Feo 一 ro| 
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像 在 840 中 一 样 , 我 们 将 上 式 展开 为 ra 的 震级 数 . 如 果 只 要 求 精 确 到 第 
一 阶 , 我 们 有 ( 略 去 指标 a) 
= 1 | 1 
4 三 DD (…v" 专 )， 
在 第 一 项 中 , 我 们 可 以 写 出 
j= 二 er 
但 是 在 一 个 有 限 范 围 内 变化 的 量 的 导数 的 平均 值 (如 2”er 的 导数 的 平均 值 ) 
为 零 . 因此 , 对 于 4, 余下 来 的 式 子 是 
二 1 1 1 一 -一 一 一 一 一 
人 = 一 vew (……v 志 有 = oR8 2 Bo) 
将 上 式 作 如 下 变换 , 注意 到 wv =, 我们 可 以 写 出 ( 记 着 Ro 是 一 个 常 矢 


量 ) 


De(Ro rv = Der(r. Ro) + Delv(r. Ro)—r(v. Ro). 


当 把 上 式 代入 页 的 表达 式 以 后 ,第 一 项 (包含 有 对 时 间 的 导数 ) 的 平均 值 又 
为 零 , 我 们 得 到 
A= sD ot Ro) -rto. Bo) 
2cR? L 


我 们 引入 一 个 叫做 体系 的 磁 答 的 矢量 





m 一 于 》_ er xu (44.2) 
这 样 , 我 们 就 得 到 A 的 表达 式 
-页 xRo | 
和 = ~ = VE XT (44.3) 
知道 了 矢 势 , 就 很 容易 求 得 磁场 . 利用 公式 


rot (a x b)= (b:V)a— (a.: V)b+adivb — bdiva, 


我 们 得 到 


mx Ro 
R3 





H=rotA = rot ( ) =mav 壤 - 熙 .已 祝 
fo Ro 


其 次 , 当 Ro 关 0 时 ,因为 
1 


Rid eo 二 0 


. Ro 1 
Ua grad Ra + 
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和 
m3Ro(m. Ro) 


Le 而 . VJ 
(Ty) 忆 = 六 丰 ' 中 有 a+ Ro(m.V) 训 一 癌 克 


如 
所 以 


瑟 = -| (44.4) 


式 中 n 还 是 沿 Ro 方向 的 单位 矢量 . 由 上 式 可 以 看 出 , 用 磁 矩 表示 磁场 的 公 
式 , 像 用 偶 极 和 抑 表 示 电 场 的 公式 一 样 ( 见 (40.8) 式 ) . 
如 果 体 系 内 的 所 有 电荷 都 有 相同 的 荷 质 比 , 那么 , 我 们 就 可 以 写 出 : 


m= Derxv= 3 Dmr xv. 


如 果 所 有 电荷 的 速度 v< 和 ec, 那么 mw 就 是 电荷 的 动量 p, 于 是 我 们 得 到 


€ CC 
mm 一 DUOTXDP= eM, (44.5) 


式 中 , JM = > rxp 是 体系 的 机 械 角 动量 . 因此 , 在 现在 的 情况 下 , 磁 和 矩 与 角 
动量 之 比 是 一 个 常数 , 并 且 等 于 e/(2mc). 


习 题 


求 由 两 个 电荷 (速度 多 安 c) 所 组 成 的 电荷 体系 的 磁 撼 与 角 动 量 的 比 ， 
解 : 选择 两 个 粒子 的 质心 作为 坐标 的 原点 ,我 们 便 得 到 miri 十 m272 = 0， 
及 Di = 一 pz =p, 式 中 Dp 是 相对 运动 的 动量 . 利用 这 些 关 系 , 我 们 得 到 


1 el CE2 HA WA 
= 二 | 一 二 -| 一 一 AM. 
"Tac (名 时 号 mi 十 m2 


845 ” 拉 莫 尔 定 理 
我 们 来 考虑 一 个 处 于 外 在 恒定 均匀 磁场 中 的 电荷 系统 . 
作用 在 该 系统 上 的 力 的 时 间 平 均 
e 站 
F=>_, 7”x 互 = 二 2 zrx 瑟 
是 零 , 正如 在 有 限 范 围 内 变化 的 量 的 时 间 导 数 的 时 间 平 均一 样 . 力矩 的 平均 
值 是 





R=), -rxtxH) 
且 不 等 于 零 . 通过 展开 矢量 三 重 积 , 可 以 将 它 用 系统 的 磁 矩 表示 出 来 : 


K= 5st HD) -Ho n= DE {or A) 3H 
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第 二 项 平均 后 为 零 , 所 以 
EK=) 0 H)= 7 De{v(r H) -7 H)} 
(最 后 的 变换 类 似 于 推导 (44.3) 时 用 过 的 变换 ), 或 者 最 后 有 
K=™mxH. (45.1) 


请 注意 这 个 式 子 同 电 场 情况 的 公式 (42.6) 类 似 . 
处 于 外 在 恒定 均匀 磁场 中 电荷 系统 的 拉 格 朗 日 量 ( 同 封 闭 系统 比较 ) 包 
含 一 个 附加 项 


Ly=) -A.v=D iHxr).v=) (rxv)-H (45.2) 

(这 里 我 们 已 经 用 了 (19.4) 式 来 表达 均匀 磁场 中 的 矢 势 ) . 引入 系统 的 磁 矩 ， 
我 们 得 到 : 

Lyx=™m.:.H. (45.3) 


我 们 注意 到 这 种 情形 与 存在 电场 的 情形 相似 ; 在 均匀 电场 内 , 一 个 总 电 
荷 为 零 的 电荷 体系 的 拉 格 朗 日 量 包含 有 


Lk=d:.E 


的 项 (d 是 电荷 体系 的 偶 极 矩 ), 且 在 这 种 情形 下 , 就 等 于 电荷 体系 的 势能 反 
号 ( 见 842) . 

我 们 现在 考虑 一 个 电荷 体系 , 它 在 一 个 中 心 对 称 的 电场 内 作 有 限 运动 
(其 速度 v < 稳 c), 这 个 中 心 对 称 场 是 由 某 一 个 静止 电荷 所 产生 的 . 

我 们 从 静止 坐标 系 变换 到 绕 着 通过 静止 电荷 的 轴 而 匀速 旋转 的 坐标 系 中 
去 . 根据 熟知 的 公式 , 我 们 得 到 粒子 在 新 坐标 系 内 的 速度 wv 与 在 旧 坐 标 系 内 
的 速度 vw' 关系 式 : 


Vv =v 二 + xr, 


式 中 ,7 是 粒子 的 径 矢 , 而 8 是 旋转 坐标 系 的 角速度 . 在 静止 坐标 系统 中 , 电 
谷 体系 的 拉 格 天 日 量 是 





2 
式 中 ,UV 是 诸 电 荷 在 外 场 中 的 势能 与 它们 彼此 之 间 的 相互 作用 能 之 和 . 量 U 
是 电荷 体系 内 各 电荷 与 静止 电荷 之 间 的 距离 的 函数 , 也 是 电荷 体系 内 各 电荷 
彼此 间 的 距离 的 图 数 ; 当 变 换 到 旋转 坐标 时 , 它 显 然 保持 不 变 . 因此 , 在 新 坐 
标 系 中 , 拉 格 明日 量 将 是 


7 
L=2_,5(+Rxr?-U. 
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如 果 所 有 的 电荷 都 有 同样 的 荷 质 比 e/m, 并 假定 


e 
me 


1 一 





H. (45.4) 


那么 ,在 五 足够 小 的 情况 下 ( 当 可 以 略 去 H?2 时 ), 拉 格 朗 日 量具 有 下 面 的 形 


式 : 
L=) + DeHxr.v-U, 


可 以 看 出 , 这 个 式 子 与 存在 恒定 磁场 时 , 所 研究 的 电荷 在 静止 坐标 系 中 运动 
的 拉 格 明日 量 的 表达 式 ( 见 (45.2) 式 ) 一 样 . 

因此 我 们 得 出 结论 : 在 非 相 对 论 情 形 下 , 一 个 电荷 体系 (所 有 电荷 的 荷 
质 比 e/m 都 相等 ) 在 一 中 心 对 称 电场 和 弱 均 匀 磁 场 态 内 作 有 限 运 动 , 且 这 
个 电荷 体系 的 行为 与 同一 电荷 体系 在 同一 电场 中 在 一 个 以 角速度 (45.4) 匀速 
旋转 的 坐标 系 内 的 行为 一 样 . 这 就 是 所 谓 拉 葛 尔 定 理 , 角速度 8 = eH/(2mc) 

我 们 可 以 从 不 同 的 观点 来 研究 这 同一 个 问题 . 如 果 磁 场 五 足够 弱 , 拉 莫 
尔 频率 同 电荷 系统 有 限 运 动 的 频率 相 比 很 小 . 则 我 们 可 以 考虑 (在 可 与 周期 
2r/8& 相 比 的 时 间 内 ) 对 描述 该 系统 的 量 进行 平均 . 这 些 新 的 量 将 (以 周期 2) 
随时 间 缓 慢 变 化 . 

我 们 来 考虑 系统 角 动 量 M 平均 值 随时 间 的 变化 . 按照 力学 中 熟知 的 方 
程 ，M 的 导数 等 于 作用 在 系统 上 的 力矩 K. 因而 用 (45.1), 我 们 得 到 : 

oe ~K=mxH. 


如 果 荷 质 比 e/m 对 于 系统 的 所 有 粒子 都 相同 , 角 动 量 和 磁 矩 彼此 成 正比 例 ， 
我 们 用 (44.5) 和 (45.4) 得 到 : 
dM 
dt 
这 个 方程 表明 , 矢量 MM ( 随 之 磁 矩 填 ) 以 角速度 -0 绕 着 场 的 方向 转动 而 
其 绝对 大 小 和 它 与 这 个 方向 所 成 的 角 保 持 不 变 . (这 种 运动 称 为 拉 莫 尔 进 动 .) 


一 一 人 x AM. (45.5) 


谢 


第 六 
电磁 


se 


846 波动 方程 
真空 中 的 电磁 场 可 由 p =0,7=0 的 麦克 斯 韦 方 程 来 决定 , 我 们 将 这 些 
方程 再 写 一 次 : 


10H ， 

rotE 一 a divH 一 0， (46.1) 
10E . 

rotH = < af’ divE =0. (46.2) 


这 些 方程 具有 不 为 零 的 解 . 这 就 是 说 ,即使 没有 任何 电荷 , 电磁场 也 能 存在 . 

在 没有 电荷 存在 的 真空 中 所 出 现 的 电磁 场 称 为 电磁 波 . 我 们 现在 来 研究 
这 种 场 的 特性 . 

首先 我 们 注意 没有 电荷 存在 时 的 这 种 电磁 场 必 定 是 随 着 时 间 而 变化 的 . 
事实 上 , 在 相反 的 情形 中 , 9H/8t = 388/68t = 0, 方程 (46.1) 及 (46.2) 就 
变 为 恒定 场 的 方程 (36.1) , (36.2) 及 (43.1) , (43.2) 了 , 不 过 这 时 在 方程 中 
p= 二 0,7 = 二 0. 但 是 这 时 此 方程 的 解 (36.8) 及 (43.5) 在 p= 0,7=0 时 等 于 零 . 

我 们 现在 来 推导 决定 电磁 波 势 的 方程 . 

我 们 已 经 知道 , 由 于 势 的 非 单 值 性 , 我 们 总 可 以 使 之 满足 某 一 附加 条 件 . 
根据 这 点 , 我 们 可 以 这 样 来 选择 电磁 波 的 势 , 使 标 势 满足 方程 : 


we0, (46.3) 
这 时 ， en 
E= eB’ H = rot A. (46.4) 


将 这 两 个 式 子 代 人 方程 (46.2) 的 第 一 个 , 得 到 


2 
rotrot A=—AA+graddivA = A 


-BB (46.5) 
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虽然 我 们 已 经 对 势 加 上 了 一 个 附加 条 件 , 矢 势 4 却 仍 未 被 完全 唯一 地 
确定 . 就 是 说 , 我们 可 以 将 一 个 与 时 间 无 关 的 任意 函数 的 梯度 加 在 A 上 (这 
时 不 改变 p) . 就 特例 言 之 , 我 们 可 以 这 样 选择 电磁 波 的 势 ,使 


divA =0. (46.6) 


实际 上 , 将 (46.4) 代入 divE=0 内, 得 到 
div 至 FdivA =0. 

这 就 是 说 , div 4 与 时 间 无 关 , 而 仅 是 坐标 的 本数 . 将 一 个 适当 的 、 与 时 间 无 
关 的 函数 的 梯度 加 到 4 上 , 我 们 总 可 以 使 div 4 = 0. 

方程 (46.5) 现在 变 为 

2 

三 号 全 =0; (46.7) 
这 就 是 确定 电磁 波 的 势 的 方程 . 这 个 方程 称 为 达 朗 贝尔 方程 或 波动 方程 名. 

将 算 符 rot 及 89/6t 应 用 于 (46.7), 我 们 可 以 证 明 电 场 巨 及 磁场 有 H 满足 
同一 个 波动 方程 . 

我 们 来 用 四 维 形式 将 波动 方程 再 推导 一 遍 . 对 于 不 存在 电 答 的 场 , 第 二 
对 麦克 斯 韦 方程 可 以 写成 形式 


A 人 AAACC— 











OF 
Ork 
(这 就 是 六 =0 的 方程 (30.2) ) , 代 人 用 势 表 达 的 已 ， 
i OA 94 
全 Ox; Ox 
我 们 得 到 a a 
OriOrk OrrOrk mn (0) 
给 势 加 上 附加 条 件 : 
84” _1 (46.9) 
Ore 


(这 个 条 件 称 为 洛 伦 兹 条 件 , 选取 满足 这 个 条 件 的 势 就 说 是 取 洛 伦 兹 规范 ) . 
于 是 (46.8) 式 第 一 项 为 零 , 留 下 
OA ,Ai 
BrrOrt 8 Drzkoz 一 
”“”@ 波动 方程 有 时 可 以 写成 DA = 0, 式 中 


(46.10) 


称 为 达 朗 贝尔 算 符 . 
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这 就 是 写成 四 维 形 式 的 波动 方程 中 . 
条 件 (46.9) 的 三 维 形式 是 : 


10p  ， 
-Fr +divA=0. (46.11) 


它 比 早先 使 用 的 条 件 yp =0 和 div A 和 = 0 更 为 一 般 ;满足 这 些 条 件 的 势 也 满足 
(46.11) . 但 与 它们 不 同 , 洛 伦 兹 条 件 具有 相对 论 不 变 的 特性 : 在 一 个 参考 系 
中 满足 它 的 势 在 任何 其 他 参考 系 也 满足 它 (而 如 果 变 换 参考 系 ,条件 (46.6) 
一 般 说 来 就 破坏 了 ) . 
847 平面 波 

我 们 来 研究 电磁 波 的 一 个 特例 , 这 种 电磁 波 的 场 仅 依赖 于 一 个 坐标 , 假 
定 是 xz (同时 也 依赖 于 时 间 ) . 这 样 的 波 称 为 平面 波 . 在 这 种 情形 下 , 场 的 方 
程 为 二 2 

有 c = 0， (47.1) 

式 中 , f 代表 矢量 五 或 互 的 任意 一 个 分 量 . 

为 了 解 这 个 方程 , 我 们 将 它 改写 为 下 面 的 形式 : 


9_ 0/0 ai 
Ot “Bz Ot “By 加 





并 且 引 入 新 变数 
尼 风 
0 We 
所 以 
t=in+é), r= co 一 
= 了 7) 》 一 了 7) 。 
很 容易 证 明 ， 
二 = 了 (可 和) 如 =( 训 洁 
2 Gr/)’ Wm 2\m' az) 
因而 f 的 方程 变 为 
af 
Ot0n 
这 个 方程 的 解 显然 具有 形式 


f = f1(£) + f2(m), 


@ 应 当 提 及 , 条件 (46.9) 还 是 没有 唯一 决定 势 的 选择 . 我 们 可 以 给 A 加 上 一 项 grad 再 从 
y 减 去 一 项 = 元 ， 这 里 函数 f 不 是 任意 的 , 但 必须 满足 方程 Df = 0. 
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这 里 的 有 及 所 是 任意 函数 . 因此 ， 
f= 有 i (1— 一) 十 户 (+ =) (47.2) 


例如 , 设 扣 =0, 则 了 = 所 (t 一 zf/c). 现在 让 我 们 来 说 明 这 个 解 的 意义 .在 
每 一 x = const 的 平面 内 , 场 随 时 间 而 变化 ; 在 给 定 的 时 刻 , 场 因 不 同 的 z 而 
不 同 . 显然 , 对 于 满足 t+ 一 xz/c = const 的 坐标 z 及 时 间 t，, 即 


T= const 十 ct， 


场 有 相同 的 值 . 这 就 是 说 ,如 果 在 某 一 时 刻 上 = 0, 场 在 空间 某 点 x 有 个 一 定 
的 值 , 那么 , 在 一 段 时 间 t 以 后 , 场 在 沿 xz 轴 与 原来 点 相距 ct 处 有 同样 的 值 . 
我 们 可 以 说 , 所 有 电磁 场 的 值 都 以 光速 c 在 空间 沿 z 轴 传 播 . 
因此 ,有 (t 一 zyc) 是 向 xz 轴 正 方向 行进 的 平面 波 .很 容易 判断 , fo(t 填 xz/c) 
是 沿 着 相反 的 方向 , 即 沿 着 z 轴 的 负 方 向 行进 的 平面 波 . 
在 846 中 我 们 已 经 证 明 ,电磁 波 的 势 可 以 如 此 地 选择 ,使 p=0,divA=0. 
我 们 也 可 以 同样 地 选择 我 们 现在 研究 的 平面 波 的 势 . 因为 所 有 的 量 都 与 y 及 
2 无 关 , 所 以 div 和 =0 这 个 条 件 , 在 现在 的 情况 下 给 出 
04。 
Or = 
按照 (47.1) 式 , 我们 也 就 有 如 Az /6t? =0 即 84j/8t= const. 但 是 导数 84/6t 
决定 电场 , 而 且 我 们 可 以 看 出 , 在 现在 的 情形 下 , 分 量 4, 不 为 零 就 意味 着 有 
一 个 纵向 恒定 电场 存在 . 因为 这 样 的 电场 与 电磁 波 无 关 , 我 们 可 以 令 hs = 0. 
因此 , 平面 波 的 矢 势 总 可 以 被 选择 为 垂直 于 zx 轴 , 即 垂直 于 这 个 波 的 传 
播 方 向 . 
我 们 来 考虑 一 个 沿 着 z 轴 的 正方 向 行进 的 平面 波 ; 在 这 个 波 里 , 所 有 的 
量 , 特别 是 4, 仅仅 是 上 -xz/c 的 函数 . 从 公式 





104 
一 本 H = rot 4， 
我 们 得 到 
1 H=VxA=V(:-T)xA -inxA, (47.3) 
C C Cc 


此 处 的 一 撤 , 表示 对 上 =- z/c 微分 ,mm 则 代表 沿 着 波 的 传播 方向 的 单位 矢量 , 
将 第 一 个 方程 代入 第 二 个 ,得 到 


H=nxE. (47.4) 
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我 们 可 以 看 出 , 平面波 的 电场 吾 及 磁场 互 都 垂直 于 波 的 传播 方向 . 根 
据 这 个 理由 , 电磁 波 被 称 为 横 波 . 此 外 , 从 (47.4) 式 显 然 可 见 , 平面 波 的 电 
场 和 磁场 相互 垂直 , 并 且 绝 对 值 彼此 相等 . 

平面 波 内 的 能 流 ,， 即 坡 印 亭 矢 量 是 


C C 
S=ExXH= Ex(nxE), 
因为 巨 .n =0, 所 以 
S= En= -Hn. 
47n 4 
因此 能 流 是 沿 着 波 的 传播 方向 . 因为 
i 
W = gxlE + H“)= 
是 波 的 能 量 密度 , 按照 场 以 光速 传播 的 事实 , 我 们 就 可 以 写 出 
S = cwWn. (47.5) 
电磁 场 的 每 个 单位 体积 内 的 动量 是 S/e. 对 于 平面 波 来 说 ， 它 等 于 
(W/c)jn. 我 们 应 该 注意 电磁 波 的 能 量 W 与 动量 W/e 之 间 的 关系 ,正如 以 
光速 运动 着 的 粒子 的 能 量 与 动量 之 间 的 关系 一 样 ( 见 (9.9) 式 ). 
场 的 动量 流 是 由 电磁 场 应 力 张 量 的 分 量 oae (33.3) 所 决定 的 . 如 果 选 择 
波 的 传播 方向 为 z 轴 的 方向 , 我 们 求 出 T%5 的 唯一 非 零 分 量 是 
Tg (47.6) 
正如 应 当 的 那样 , 动量 流 沿 着 波 的 传播 方向 , 而 且 其 绝对 值 等 于 能 量 密度 . 


我 们 来 求 平面 电磁 波 的 能 量 密度 在 从 一 个 惯性 系 变 到 为 一 个 惯性 系 时 的 
变换 规律 . 为 此 我 们 从 如 下 公式 出 发 
1 [4 V { V? / 
W = V2 (w 十 2 二 2z 一 oss) 


i 





( 见 833 习题 ) 并 须 作 代 换 


1 7 7 7 
SS- 一 C 风 cosa ， cov 


式 中 oa 是 z' 轴 (速度 V 沿 该 轴 指 向 ) 同 波 传播 方向 之 间 的 夹 角 (在 五 系 
中 ) . 我 们 得 到 : 


= 一 三/ cos2 oa, 


(47.7) 


因为 W = 到/4nx = H?/4n, 所 以 波 内 场 强 的 绝对 值 像 VW 那样 变换 . 
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1. 入 射 平面 电磁 波 在 一 壁 上 反射 (反射 系数 为 及 ), 求 作 用 于 壁 上 的 力 . 
解 : 作用 在 该 壁 单位 面积 上 的 力 f 由 寞 过 该 面积 的 动量 流 给 出 , 即 它 是 
一 个 矢量 ， 分 量 为 
fa = —0ap Ng — oma Na, 
> 凡是 垂直 于 壁 表 面 的 矢量 ,oa6g 和 O08 是 入 射 和 反射 波 的 能 量 动量 张 量 
分 量 . 用 (47.6), 我 们 得 到 : 


f=Wn(N.n)+Wn(N.n’). 
从 反射 系数 的 定义 ,我 们 有 :W’ = RW. 再 引入 入 射 角 0( 等 于 反射 角 ) 并 写 
出 分 量 , 我 们 就 得 到 法 向 力 (“ 光 压 ”) 
fn =W(1l+R)cos0 
和 切 向 力 
fie= W(1l— R)singdcoso. 

2. 用 哈密 顿 - 雅 可 比方 法 求 电 荷 在 具有 和 失势 和 At 一 (Xx/c)] 的 平面 电磁 波 
场 中 的 运动 . 

解 : 我 们 写 出 四 维 形 式 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 : 


»/05 e OS 
ik 攻 二 | m2n2 
° (过 Eh) ( 弃 EA ) Wi (WW 


场 是 平面 波 这 一 事实 意味 着 ,Ai 是 一 个 独立 变量 的 吕 数 ,该 变量 可 以 写成 形 
式 《 二 fori, 式 中 ki 是 一 个 其 平方 等 于 零 ,， 即 kik' = 二 0 的 常 四 维和 拓 量 ( 见 下 
节 ) .我们 让 势 满 足 洛 伦 北 条 件 : 
04: _ da, 
Ori de 
对 于 可 变 的 场 , 这 等 价 于 条 件 A’k; = 0. 
我 们 来 求 方 程 (1) 如 下 形式 的 解 








$= 一 /rz +F(é), 


式 中 所 二 (f0, 了) 是 满足 条 件 ffi 二 m2?c? 的 常 矢量 (5 二 -fizi 是 哈密 顿 - 雅 
可 比方 程 对 于 具有 四 维 动量 二 所 的 自由 粒子 的 解 ). 代入 (1), 得 到 方程 


De i 
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式 中 常数 Y= 二 ifi. 由 此 方程 决定 所 后 , 我们 得 到 
5= fn- | fataet ss /44d (2) 
Ed 全 CY 1 27yc2 


变 到 三 维 记 号 和 固定 参考 系 ,我 们 选择 波 的 传播 方向 为 工 轴 . 则 上 = ct 一 zx， 
而 常数 y= 9 一 1. 将 二 维 矢量 及, fo 记 为 x, 我 们 从 条 件 ffi = (f°)? 一 
(fi 一 2 = m2?e? 得 到 
P+f! = 全 
我 们 选择 势 时 取 这 样 的 规范 ,其 中 = 二 0, 而 A(€) 处 于 yz 平面 内 . 则 方程 (2) 
取 形 式 : 


S =x.r— (t+r)— te +E fx* Ad 





按照 一 般 法则 0 为 了 决定 运动 ,我们 必须 令 导 数 
83S/ax,85S/87 等 于 某 些 新 常数 ,通过 适当 选择 坐标 原点 和 时 间 原 点 ,这些 常 
数 可 以 变 为 零 . 于 是 我 们 得 到 了 含 & 的 参数 方程 : 


e e 
ee -££ /aude, z= 7x | 4a, 
7 cy 7 cy 


1 (于 二 
7Z = 二 | 一 一 一 一 一 一 


e e? 
5 pe -1)e- /x A ta /A ct 一 E 十 Z. 


0 p+-A 和 能 量 可 通过 寺 将 作用 量 对 坐标 和 时 间 微 分 求 
得 ; 这 样 就 给 


= (7 + pz)c. 


如 果 我 们 对 这 些 量 做 时 间 平 均 , 周期 函数 4(E) 中 的 一 次 项 将 变 为 零 . 假定 参 
考 系 已 经 做 了 这 样 的 选择 , 使 得 粒子 在 其 中 平均 说 来 处 于 静止 ， 即 它 的 平均 
动量 为 零 . 则 

xz 一 0， 7 =m 15m 


决定 运动 的 最 后 公式 具有 形式 : 


e? 2 -了 e e 
r= a /4 — A:*)dé, v=- | 4ae z=-£ | 4.ae 
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e2 


4 €+ Fe | (A? — Az)dé. (3) 








2 
e 2 一 了 e e 
C2 (4 2)， py 一 一 4， pz 一 一 4z， 


pz 二 27 


2 
= 二 (42 -25 
Z=o+ (A -43). (4) 


848 单 色 平面 波 

电磁 波 的 一 个 非常 重要 的 特例 , 是 这 样 一 种 波 , 在 这 种 波 内 , 场 是 时 间 
的 简单 周期 函数 . 这 种 波 称 为 单 色 波 . 在 单 色 波 内 , 所 有 的 量 ( 势 、 场 的 分 量 ) 
以 形 如 cos(wt + a) 的 因子 与 时 间 发 生 关系 , w 这 个 量 称 为 波 的 循环 频率 (我 
们 将 简称 它 为 频率 ) . 

在 波动 方程 中 , 场 对 时 间 的 二 阶 导数 现在 是 2f/6t2 = -ww2f, 所 以 ,对 
于 单 色 波 , 场 在 空间 的 分 布 由 方程 


Af+ 往 f=0 (48.1) 


决定 . 

在 ( 沿 着 xz 轴 传 播 的 ) 平面 波 内 , 场 仅 是 t 一 z/c 的 函数 . 因此 ,如果 平 
面 波 是 单 色 的 ,那么 它 的 场 将 是 t 一 xz/c 的 简单 周期 清 数 , 这 种 波 的 矢 势 写成 
一 个 复数 式 的 实数 部 分 是 最 方便 的 了 , 即 写 成 


A=Re {Aoe*("#))} (48.2) 


这 里 , ho 是 某 一 个 复 常 矢量 . 显而易见 , 这 种 波 的 场 马 与 场 互 有 相似 
的 形式 , 即 两 个 场 有 同一 的 频率 w. 


我 们 称 
二 一 (48.3) 
为 波长 ; 它 是 场 在 给 定时 刻 t 随 坐 标 z 而 变化 的 周期 . 
矢量 
丰 二 =n (48.4) 


( 式 中 mn 是 沿 波 传播 方向 的 单位 矢量 ) 称 为 波 矢 . 我 们 可 以 借助 它 把 (48.2) 
写成 形式 
A = Re{Aoei(®"-"t)}, (48.5) 


它 与 坐标 轴 的 选择 无 关 . 指数 中 与 i 相 乘 的 量 称 为 波 的 相位 . 
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只 要 我 们 仅仅 进行 线性 运算 , 就 可 以 略 去 取 实 部 的 符号 Re, 像 对 复 量 运 

算 一 样 . 因此 ,将 
yy. Aoei(®r—wt) 
代入 (47.3), 我 们 就 得 到 单 色 平 面 波 的 强度 和 矢 势 之 间 形 如 下 面 的 关系 : 
E=ikA, H=ikxA. (48.6) 

现在 我 们 要 更 细致 地 讨论 单 色 波 场 的 方向 . 为 了 明确 起 见 , 我 们 来 讨论 

电场 
已 = RefEoeier-o} 


( 当然 下 面 所 说 的 一 切 也 同样 适用 于 磁场 ) .Eo 是 个 复 和 拓 量 , 它 的 平方 EB6 一 
般 也 是 复数 . 如 果 这 个 数 的 辐 角 是 -2a ( 即 Bo = |Eble***), 由 


Eo = be™° (48.7) 
定义 的 矢量 b 将 具有 它 的 平方 实 部 , 六 = |Eol?. 用 这 个 定义 , 我们 写 出 
E = Ref{beik"r-wt-o)}. (48.8) 


我 们 将 b 写成 形式 

b= bi + ib,, 
式 中 bi1 和 bs 是 实 矢量 . 因为 忆 = 二 克 一 可 十 2ib1.bs 必须 是 一 个 实 量 ,bb = 0， 
即 矢 量 b 和 bs 相互 垂直 . 我们 选择 b) 的 方 同 为 y 轴 ( 且 z 轴 沿 波 的 传播 方 
向 ). 则 从 (48.8) 我 们 有 : 


E, = bicos(wt—k:r+a), 
E;, = +bz sin(wt — kr +a), (48.9) 
”” @ 如 果 把 两 个 量 A(t) 和 B(t) 写成 复数 形式 
A(t) = Aoe '“!:, B(t)= Boe '*!, 


那么 在 构造 它们 的 积 时 , 我 们 当然 必须 首先 将 实 部 分 离 出 来 , 但 若 像 通常 发 生 的 那样 , 我 们 只 
对 这 个 积 的 时 间 平 均值 感 兴趣 , 就 可 以 把 它 算 作 


=Re {A.B’}. 
实际 上 , 我 们 有 : 
Re4.Re 互 = (hoerie 十 4rewt， (Boe™'™! 十 瑟 *evwt). 
当 我 们 作 平 均 时 , 含有 因子 e+2iw 的 项 为 零 , 于 是 留 下 


< 1 
ReA Re 互 = 了 (4o. B+ A.Bo)= Re(A.B"). 
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Ez 
t= (48.10) 
1 


因此 我 们 看 到 , 在 空间 中 每 一 点 , 电场 矢量 在 垂直 于 波 传播 方向 的 一 个 
平面 内 转动 , 而 其 端点 描绘 出 椭圆 (48.10) . 这 样 的 波 称 为 椭圆 偏振 波 . 如 果 
在 (48.9) 中 取 正 ( 负 ) 号 , 则 转动 发 生 在 绕 z 轴 旋 转 的 右手 螺旋 ( 反 ) 方向 . 

如 果 bh = bo 椭圆 (48.10) 化 为 圆 ,， 即 天 量 EB 转动 时 保持 大 小 不 变 . 在 这 
种 情形 下 , 我 们 说 波 是 圆 偏振 波 . 现在 y 和 zz 轴 方 向 的 选择 显然 是 任意 的 . 我 
们 看 到 这 样 的 波 中 复 振 幅 Eo 的 yy 和 > 分 量 之 比 是 

Eoz 
Eoy 


相应 于 转动 与 右手 螺旋 方向 相同 或 相反 ( 右 旋 或 左旋 偏振 ) 吕 

最 后 ， 如 果 bb 或 bz 等 于 零 , 波 的 场 时 时 处 处 平行 (或 反 平行 ) 于 同一 
个 方向 . 在 这 种 情形 下 , 称 为 线 偏振 波 , 或 平面 偏振 波 . 椭圆 偏振 波 显 然 可 以 
看 做 两 个 平面 偏振 波 的 本 加 . 

现在 我 们 转向 波 和 撩 的 定义 并 引入 四 维 波 矢 , 其 分 量 为 





— +i (48.11) 


ki = (<=,k) . (48.12) 


这 些 量 实际 上 构成 四 维 矢量 , 理由 显然 在 于 , 将 它们 乘 以 x 我 们 会 得 到 标量 
( 波 的 相位 ) : 
kix’ 一 tf 一 到 .7 (48.13) 


从 定义 式 (48.4) 和 (48.12) 可 见 , 四 维 波 矢量 的 平方 等 于 零 : 
k'k; = 0. (48.14) 
这 个 关系 也 可 直接 从 如 下 事实 得 到 , 即 表达 式 
A = Aoexp(—ikix’) 


必须 是 波动 方程 (46.10) 的 解 . 
同 所 有 和 平面波 的 情形 一 样 , 在 沿 z 轴 传 播 的 单 色 波 中 , 能 量 动 量 张 量 只 
有 如 下 分 量 不 等 于 零 ( 见 847) : 


T'00 a To1 二 - Tl11 ~—W. 
@ 我 们 假设 坐标 轴 zx,y,z 构成 右手 系统 . 


848 单 色 平面 波 . 131. 
利用 四 维 波 矢量 , 这 些 等 式 可 以 写成 张 量 形式 如 
ws We Liye, (48.15) 


最 后 , 利用 四 维 波 矢量 的 变换 法 则 , 我 们 能 够 容易 地 处 理 所 谓 多 普 勒 效 
应 相对 于 观察 者 运动 的 源 发 出 的 波 频 率 w, 与 同一 个 源 在 其 静止 系 (Ko) 
中 的 “ 真 ”频率 wo 相 比 所 发 生 的 改变 . 

设 V 是 源 的 速度 , 即 Ko 系 相 对 于 K 系 的 速度 . 按照 四 维和 天 量变 换 的 一 
般 公式 , 我 们 有 : 





(K 系 相 对 于 Ko 系 的 速度 是 -V). 代入 kr = w/c,k! = kcosa 一 ~ cosa 式 
中 a 是 波 的 发 射 方 回 与 源 的 运动 方 和 网 之 间 的 严 角 (在 KK 系 中 ), 用 wo 表示 
w, 我 们 得 到 : 


w = wo — RE (48.16) 


这 就 是 要 求 的 公式 . 对 于 V 之 c, 并 且 如 果 角 a 不 太 接近 于 x/2, 它 给 
出 : 
WwW wo (1+ Teose) ; (48.17) 


对 于 a = x/2 我 们 有 : 


2 2 
w=woy1- 三 ~wo (1 如) (48.18) 


在 这 种 情形 下 ,频率 的 相对 改变 正比 于 Vc 的 平方 . 
习 匮 


1. 利用 复 振 幅 Eo 求 偏振 椭圆 轴 的 方向 和 大 小 . 
解 : 问题 在 于 求 拓 量 书 Bi 十 记 2?,， 其 平方 是 实数 . 我 们 从 (48.7) 得 到 ， 


Eo:.E: =0+b, Eo x Es = —2ib x bo, (1) 


b+b2=A:+B*:, bb = 4Bsinb， 
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这 里 我 们 引入 了 记号 


Eo Eo, ; 
IEoy| = 4， |Eoz|= 8B, a 


来 表示 Eo, 和 Eo 的 绝对 值 , 以 及 它们 之 间 的 相差 5. 于 是 有 
2b12 = VA?+B?+2ABsin6+ VA?+ B?— 2AB sin5s, (2) 


由 此 我 们 得 到 了 偏振 椭圆 半 轴 的 大 小 . 
为 了 决定 它们 的 方向 (相对 于 任意 初始 轴 和 z), 我 们 从 等 式 





Re{(Eo:bi)(Eo bo)} 王 0 


出 发 ， 这 个 等 式 容易 通过 代入 Bo = (b1 十 ib2)e i* 来 验证 , 在 y,z 坐标 中 写 出 
这 个 等 式 , 我们 就 得 到 bi 的 方向 和 y 轴 之 间 的 夹 角 90: 
2AB cosd 
tan 20 一 A Ba (3) 


场 的 转动 方向 由 矢量 bl x bo 的 工分 量 的 正 负 号 决定 从 (1) 写 出 其 表 
达 式 


。 水 六 Eoz Eoz 
2 
y 1 


我 们 看 到 ,bl x bz 的 方向 (无论 它 与 x 轴 的 正 向 相同 还 是 相反 ) ， 以 及 转动 
方向 (无 论 与 x 轴 右 手 螺 旋 方向 相同 还 是 相反 ), 均 由 比值 pos/Eo, 虚 部 的 
正 负 号 决定 (第 一 种 情况 为 正 , 第 二 种 情况 为 负 ). 这 是 对 圆 偏振 情形 的 法 则 
(48,11) 的 推广 ， 

2. 求 电荷 在 平面 单 色 线性 偏振 波 场 中 的 运动 . 

解 : 选择 波 场 五 的 方向 为 y 轴 ,我 们 写 出 : 


E,=E= Eocoswt, A,=A= -2 sinwé 


(£==t 一 Z/c). 从 847 习题 2 的 公式 (3) 和 (4) 我 们 得 到 (在 粒子 平均 处 于 静 
止 的 参考 系 中 ) 下 列 借 助 参数 n= we 米 表 述 运 动 的 公式 : 

















2 
We 3 sin2n, y=— O008 mi 迹 二 0, 
272 
UL 0 ,; 2 2 2 ,eb 
t 一 一 一 sin 27), 一 
a nmn2n, Y=m’c’ + D2 
2 12 
eb Eo . 
pz 一 一 一 一 cos2n, py = -一 sin7， p=0. 


47w2 
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因此 ,电荷 在 zy 平面 内 沿 着 一 个 对 称 的 8 字形 曲线 运动 (其 纵 轴 沿 着 1 轴 ). 
在 一 个 运动 周期 内 ,mn 从 0 变 到 2r. 

3. 求 电 荷 在 圆 偏 振 波 场 中 的 运动 . 

解 : 对 于 图 偏振 波 的 场 ， 我 们 有 : 


E, = Eo coswé, EE, = Eo Sin weé, 








cho . cho 
A, = C—O—— sinwé, A, = 一 coswe. 
y= —— sinwé, As = ™— coswé 
运动 由 下 列 公式 给 出 : 
ecEho ecEo . 
T=0, Y=-——z coswt, z= ——z Sinwt, 
yw JYw 
ebo 。 ebo 
=0; 一 Oo sinwt, 一 一 一 一 CO0S wt, 
pz Dy 了 Dz 村 
2 m2 
cE 
Y= me 十 oN. 
WwW 


因此 ,电荷 在 yz 平面 内 沿 半 径 为 ecBo/Yw? 的 圆 运动 ,动量 具有 常数 值 
DpD 二 eBo/w, 在 每 个 时 刘 ,动量 Dp 的 方向 与 波 的 磁场 及 的 方向 相反 . 
849 ” 谱 分 解 


每 种 波 都 可 以 进行 谱 分 解 , 即 表 为 不 同 频率 的 单 色 波 的 警 加 , 这 种 展开 
的 特性 随 场 的 时 间 依 赖 特性 而 变化 . 

其 中 一 类 同 如 下 情况 有 关 , 那里 的 展开 包含 组 成 离散 值 序列 的 频率 . 这 
一 类 中 最 简单 的 情况 出 现 于 纯 周 期 性 (尽管 不 是 单 色 ) 的 场 的 分 解 . 这 就 是 
通常 的 傅 里 叶 级 数 展 开 ; 它 包 含 的 频率 是 “基本 ”频率 wo = 2r/T 的 整数 倍 ， 
这 里 工 是 场 的 周期 . 我 们 把 它 写 成 形式 


站 (49.1) 


( 式 中 ,了 是 任何 描述 场 的 量 ) . 量 /; 通过 积分 
| /TT/2 oe 
n 三 二 ede | 49.2 
f= 3 ,edt (49.2) 
利用 函数 /来 决定 . 因为 (0) 必须 是 实数 , 那么， 


fn (49.3) 
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在 更 复 末 的 情况 下 , 展开 可 以 包含 几 个 不 同 的 无 公 度 基 频 的 整数 倍 (或 
它们 之 和 ) 

在 对 和 式 (49.1) 进行 平方 及 时 间 平 均 时 , 由 于 含有 振荡 因子 , 带 不 同 频 
率 项 的 乘积 得 零 . 留 下 来 的 项 只 有 户 广 "= | 户 | 因此 , 场 的 平方 的 平均 值 ， 
即 流 的 平均 强度 , 是 其 单 色 分 量 强度 之 和 : 


Be S| 2| 有 | (49.4) 
有 一 一 Co n= 二 1 
(这 里 假设 了 函数 f 对 一 个 周期 的 平均 值 是 零 , 即 fo = 了 =0). 
另 一 类 场 可 以 展开 为 含 连续 分 布 的 不 同 频率 的 传 里 叶 积 分 . 为 了 实现 这 
一 点 , 函数 f(t) 必须 满足 一 定 的 条 件 ; 通常 我 们 考虑 在 上 = 士 ce 时 变 为 零 的 
函数 . 这 样 的 展开 具有 形式 


f(t) = 人 人 (49.5) 
式 中 传 里 叶 分 量 借助 函数 f(t) 通过 积分 
Fe / f(t)ewtdt (49.6) 
给 出 . 类 似 于 (49.3)， 
f-w 一 4 (49.7) 


我 们 来 把 波 的 总 强度 , 即 f2 对 所 有 时 间 的 积分 ,用 傅 里 叶 分 量 的 强度 
表示 之 .用 (49.5) 及 (49.6) 两 式 , 我 们 得 到 


[re 
-fe 
或 者 , 用 (49.7) 得 
[Pee= 三 P 吕 = 人 克 PP 营 ee 
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每 一 单 色 波 , 依照 自己 的 定义 , 必定 是 偏振 的 , 然而 , 我们 经 常 所 遇 到 
的 波 , 它们 仅仅 是 近似 单 色 的 , 包含 着 小 间隔 Aw 中 的 各 种 不 同 频率 . 我 们 考 
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虑 这 种 波 , 并 且 假 设 w 是 它 的 某 一 中 间 频 率 . 这 时 , 它 在 空间 给 定点 的 场 (为 
确定 起 见 , 我 们 将 考虑 电场 吾 ) 可 以 写成 形式 


五 0(t)e 一 it， 


这 里 的 复数 振幅 Eo(t) 是 某 一 个 缓 变 的 时 间 的 函数 (对 于 严格 单 色 波 来 说 ,Eo 
束 是 常数 了 ) ,既然 Eo 决定 波 的 偏振 ,那么 , 这 就 意味 着 , 在 波 的 每 一 点 ， 
偏振 随 着 时 间 变 化 ; 这 样 的 波 称 之 为 部 分 偏振 波 . 

用 实验 来 观察 电磁 波 的 偏振 特性 , 特别 是 , 观察 光 的 偏振 特性 , 是 将 所 
研究 的 光 通 过 各 种 物体 (例如 尼 科 耳 棱 镜 ), 然后 观察 透 过 的 光 的 强度 . 从 数 
学 的 观点 来 看 , 这 就 意味 着 , 我 们 可 以 从 光 场 的 某 些 二 次 函数 的 值得 出 关于 
光 的 偏振 特性 的 一 些 结论 . 在 此 , 不 言 而 喻 , 我 们 所 研究 的 是 这 些 函 数 的 时 间 
平均 值 . 

场 的 二 次 函数 是 一 些 与 乘积 Ea Ep, Ex Bs 或 BaB$ 成 正比 的 项 所 构成 的 . 
形 如 

EaBp = EoabEope *":, ELE; = EdoBbopes™ 
的 乘积 包含 着 快速 振荡 的 因子 e+?%t 当 取 时 间 平 均值 时 ,结果 为 零 ， 乘 积 
Ea 一 EoaBeg 不 包含 那 种 因子 , 因而 它 对 时 间 的 平均 值 不 为 零 . 由 此 可 见 ， 
光 的 偏振 特性 完全 为 张 量 
Jap = EoaEég (50.1) 


所 决定 . 

因为 矢量 Eo 总 在 垂直 于 波 的 方向 的 平面 内 , 张 量 J6g 一 共有 四 个 分 量 
(在 本 节 内 , 指标 a,B 应 被 理解 为 只 取 两 个 值 , 即 a,B = 1,2, 相应 于 yy 和 
轴 ; z 轴 沿 波 的 传播 方向 ) . 

张 量 ee 的 对 角 元 素 之 和 (我 们 记 为 J) 是 一 个 实 量 一 一 矢量 Bo (或 
五 ) 模 数 的 平方 平均 值 : 

J = Joa = Eo BE:*. (50.2) 

这 个 量 决定 波 的 强度 ,如 能 流 密度 所 测量 的 一 样 . 为 了 消去 那些 与 偏振 没有 
直接 关系 的 量 , 我 们 引入 张 量 


Jap 
i .3 
Pap = — (50.3) 


来 替换 Jog. 对 它 来 说 ,paa = 1; 我 们 称 之 为 偏振 张 量 . 
从 (50.1) 的 定义 , 可 以 看 出 在 张 量 J6g, 以 及 相应 的 pue 的 分 量 间 存在 
着 下 面 的 关系 : 
pa6 = pha (50.4) 
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( 即 该 张 量 是 厄 米 的 ). 因而 , 对 角 分 量 pi1 和 p22 为 实数 ( 且 pii 十 p22 = 1)， 
而 p21 = pf2. 所 以 , 偏振 由 三 个 实 参数 表征 . 
我 们 来 研究 对 于 完全 偏振 光 ,， 张 量 pae 必须 满足 的 条 件 . 在 这 种 情形 
下 ,Eo = const , 所 以 我 们 简单 地 得 到 
Jag = Jpap = Eoa Bey (50.5) 


(未 平均 ), 即 该 张 量 的 分 量 可 以 写成 某 个 常 矢 量 分 量 的 乘积 . 其 充 要 条 件 是 
行列 式 为 零 : 
|pap| = p11p22 — p12p21 = 0. (50.6) 
相反 的 情况 是 非 偏 振 光 或 目 然 光 . 完全 不 存在 偏振 意味 着 , 所 有 的 方向 
(在 yz 平面 内 ) 等 价 . 换言之 ,偏振 张 量 必须 具有 形式 : 
1 
pup = 36ap- (50.7) 


行列 式 是 |pae| = 1/4. 
在 任意 偏振 的 一 般 情形 下 , 行列 式 的 值 从 0 到 1/4 马 , 所 谓 偏振 度 是 指正 
量 P, 定义 为 
lpap| = 7(1— 有 (50.8) 
P 值 从 0 (对 于 非 偏 振 光 ) 变 到 1 (对 于 偏振 光 ). 
任意 张 量 pag 可 以 分 为 对 称 的 和 反对 称 的 两 部 分 . 其 中 对 称 部 分 


1 
Soap = 3 (Pap + PBa) 
是 实 的 , 因为 pas 具有 厄 米 性 . 反对 称 部 分 是 纯 虚 的 . 像 任何 阶 数 等 于 维 数 的 
反对 称 张 量 一 样 , 它 化 为 一 个 夸 标 量 ( 见 86 第 五 个 脚注 ) : 
1 
3(Pap 3 pBa) > -eo8h, 


式 中 4 是 一 个 实 寿 标量 , eae 是 单位 反对 称 张 量 (其 分 量 el2 = -e2l = 1) . 因 
此 , 偏振 张 量 具有 形式 : 


i 
pap 一 Sap — 5eapA, Sap = 958a， (50.9) 


@ 通过 考虑 平均 值 易 见 . 形 如 (50.1) 的 任何 张 量 的 行列 式 均 为 正 . 为 简单 起 见 , 求 和 对 分 
立 值 进行 , 再 用 熟知 的 代数 不 等 式 


> Tadb 
本 .入 








2 
< Dlrol? > | 
a 加 
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即 它 化 为 一 个 实 对 称 张 量 和 一 个 奢 标 量 . 
对 于 圆 偏 振 波 , 天 量 Eo = const, 这 里 


Eo2 = 土 i Eo1. 


于 是 易 见 , Se = 6a8/2, 而 4 = 土 1. 为 一 方面 , 对 于 线 偏振 波 , 常 矢量 Eo 可 
以 选 为 实 的 , 所 以 A =0. 在 一 般 情 形 下 , 量 4 可 以 称 为 圆 偏振 度 ; 它 取 值 从 
+1 到 -1, 极限 值 分 别 对 应 右 旋 和 左旋 圆 偏振 波 . 

实 对 称 张 量 Se, 像 任何 对 称 张 量 一 样 , 可 以 化 到 主轴 , 不 同 的 主 值 我 
们 记 为 入 和 和 Xo. 主轴 的 方向 相互 垂直 . 将 沿 这 些 方向 的 单位 矢量 记 为 nt 和 
mt2) ,我们 可 以 把 Sag 写 为 形式 : 


Sop = AnD ng + Mn ny, 和 Ai 二 》Xa =1. (50.10) 


量 A 和 A》sz 是 正 数 , 取 值 从 0 到 1. 

假设 4=0, 便 有 pae = Sas.(50.10) 式 的 两 项 中 , 每 项 的 形式 均 为 常 矢 
量 (Vn 或 VXzmn(2) ) 的 两 个 分 量 之 积 . 换言之 , 每 项 对 应 于 线 偏振 光 . 此 
外 我 们 看 到 , (50.10) 中 没有 含 两 个 波 分 量 乘积 的 项 . 这 意味 着 两 部 分 可 以 看 
成 是 在 物理 上 彼此 独立 的 ,或 者 如 人 们 所 说 , 它们 是 非 相 干 的 . 实际 上 , 如 
果 两 个 波 独 立 , 乘积 EWE8) 的 平均 值 就 等 于 每 个 因子 平均 值 的 乘积 , 因为 
它们 每 个 都 是 零 , 所 以 

BaF =0. 


于 是 我 们 得 到 如 下 结论 , 在 这 种 情形 下 (4 = 0)， 部 分 偏振 波 可 以 表示 为 
两 个 非 相 干 波 (强度 正比 于 Ai 和 A》Xz) 的 桓 加 , 沿 相 互 垂直 的 方向 线性 地 偏 
振 @. (在 复 张 量 pag 的 一 般 情形 下 , 可 以 证 明 , 光 能 够 表示 为 两 个 非 相 干 椭 
圆 偏 振 波 的 公 加 , 它们 的 偏振 椭圆 相似 且 相 互 垂 百 , 见习 题 2. 

令 o 为 轴 1 (y 轴 ) 和 单位 矢量 nt 之 间 的 夹 角 ; 于 是 


nl) = (cos p,sin p)， mt 一 (一 sin pcos ww). 
引入 量 1= 和 1 一 2 ( 设 N > 和 Xe), 我 们 将 张 量 (50.10) 的 分 量 写 为 如 下 形式 : 


ey 1 sin 2w | 


9 50.11 
sin 2 1 一 :cos2w ) 


2 
因此 ,对 于 轴 y 和 z 的 任意 选择 , 波 的 偏振 特性 可 以 用 下 列 三 个 实数 来 表 
征 : 4 一 圆 偏振 度 , /一 最 大 线 偏振 度 和 vy 一 最 大 偏振 方向 nt 和 y 轴 之 间 的 
夹 角 . 


@ 行列 式 |Sag| = 和 1X2; 假设 和 1 > 2, 则 偏振 度 , 如 (50.8) 所 定义 , 是 P = 1 一 2X2. 在 目 
前 的 情形 (4 = 0), 人 们 常用 退 偏 振 系 数 (定义 为 比值 2/A1) 来 表征 偏振 度 . 
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我 们 可 以 用 另外 三 个 参数 的 集合 (斯 托 克 斯 参数 ) : 


d=lsin2g, é€2=A, és3= lcos2p (50.12) 
来 替换 这 三 个 参数 . 偏振 张 量 可 以 利用 它们 表示 为 
1/ 1+6 &1— ié» 

aB 二 50.13 

Sn (2 i ( ) 


所 有 三 个 参数 的 取 值 范围 都 从 一 1 到 +1. 参数 &3 表征 沿 y 和 > 轴 的 线 偏 振 : 
值 &3 = 1 相应 于 沿 y 轴 的 完全 线 偏 振 , 上 = -1 相应 于 党 > 轴 的 完全 线 偏振 . 
参数 & 表征 沿 与 y 轴 成 45° 角 方 癌 的 线 偏振 : 值 &1 = 1 意味 着 在 角 y= /4 
的 完全 偏振 , 而 & = -1 意味 着 在 角 v= 一 x/4 的 完全 偏振 中 . 

(50.13) 式 的 行列 式 等 于 


pap|=2(1 一 秀一 可 一 的 ) (50.14) 


与 (50.8) 比较 , 我 们 看 出 


已 =V 痢 + 总 + 总 (50.15) 


于 是 , 对 于 给 定 的 总 偶 振 度 已 , 可 以 有 不 同类 型 的 偏振 , 由 三 个 量 &1,é&2,é3 的 
值 表征 ,其 平方 和 是 固定 的 ; 它们 构成 一 类 长 度 固 定 的 矢量， 

我 们 指出 , 量 总 =4 和 V 结 二 总 = 1/ 是 洛 伦 效 变换 下 的 不 变量 . 从 这 些 
量 作为 圆 偏振 度 和 线 偏 振 度 本 身 的 意义 来 看 , 这 一 点 已 经 几乎 是 不 言 而 喻 的 
了 ®, 


习 题 


1. 将 一 任意 的 部 分 偏振 光 分 解 为 “自然 光 ” 和 “偏振 光 “ 两 部 分 . 
解 : 这 个 解 意味 着 将 张 量 Jag 表示 为 如 下 形式 


i ‘ 
Jop = 31" 6o8 + Bod E08 


@ 对 于 椭圆 轴 为 b 和 bz 的 完全 椭圆 偏振 波 ( 见 $48), 斯 托 克 斯 参数 是 : 
£1 =0,， £2=+2bb2/J, é€3 = (b2 — b2)/J. 


这 里 y 轴 沿 着 bi , 而 &2 中 的 正 负 号 对 应 于 bz 是 沿 着 还 是 相反 于 > 轴 的 方向 . 

@ 为 给 出 直接 证 明 , 我 们 指出 ,因为 波 场 在 任何 参考 系 中 都 是 横 场 , 一 开始 就 很 清楚 , 张 
其 pas 在 任何 新 参考 系 中 仍然 是 二 维 的 ._pae 到 os 的 变换 不 改变 绝对 平方 和 paaepxa (实际 
上 , 变换 的 形式 并 不 依赖 于 光 的 特殊 偏振 性 质 , 而 对 于 完全 偏振 波 , 这 个 和 在 任何 参考 系 中 都 
等 于 1) . 因为 这 个 变换 是 实 的 , 张 量 pae (50.9) 的 实 部 和 虚 部 独立 地 变换 , 所 以 每 个 分 量 的 平 
方 和 各 自 保持 常数 , 用 i! 和 和 A 表示 . 
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第 一 项 对 应 自然 光 部 分 ,第 二 项 对 应 偏振 光 部 分 . 为 了 确定 这 些 部 分 的 强度 ， 
我 们 注意 行列 式 
Jap 一 7 doa| = [Bp = 





将 Jog = Jpap 写 为 形式 《50.13), 解 方程 得 到 
J™ = J(1— P). 


偏振 部 分 的 强度 是 .Jp) = | 五 如 )|2 = JJ 一 Jo) = .JP. 
偏振 光 部 分 一 般 说 来 是 椭圆 偏振 波 ， 椭圆 轴 的 方向 同 张 量 Sag 的 主轴 重 
合 . 椭圆 轴 的 长 度 bl 和 bo 以 及 bb 轴 和 ?2 轴 的 夹 角 op 由 如 下 方程 给 定 : 


bi+b2= JP, 2bibz = JPés, tan29 = 
3 


2. 将 任意 的 部 分 偏振 波 表 示 为 两 个 非 相 干 椭圆 偏振 波 的 登 加 . 
解 : 对 于 尼 米 张 量 page， 主 轴 ” 由 两 个 单位 复 秋 量 ma( ma .mr =1) 决定 ， 
它们 满足 方程 
pap7m6 = Ma (1) 
主 值 和 1 和 Ao 是 方程 
lpap — Map|=0 


的 根 . 将 (1) 两 边 腾 以 n*，, 我 们 得 到 ，: 
入 三 papnang = Ensh, 


由 此 可 见 和 Al,A2 都 是 正 实数 . 将 方程 


1 水 2)” 
papnp 一 XinQ)， pigng 一 Mn 


夹 以 n&) (对 第 一 个 ) 和 nm (对 第 二 个 ),， 取 结 果 的 差 , 并 考虑 到 pop 的 厄 
米 性 ， 我 们 得 到 : 
(和 1 — A nV ne = 0. 
于 是 有 nt) .nl2) 二 0, 即 单 位 矢量 nl) 和 mn(2) 相互 正 交 . 
波 的 展开 由 下 列 公式 提供 


pe Mn ng) + Xan(2)mG) 


我 们 总 可 以 选择 复 振 幅 ,使 得 两 个 相互 重 直 的 分 量 一 个 为 实 , 另 一 个 为 虚 ( 比 
较 848) . 令 
7 人) = bi1, ng = ib» 
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(现在 这 里 的 bl 及 bo 理解 为 按 条 件 好 十 可 = 1 进行 了 归 一 化 ) ， 从 方程 
md .nl2* 二 0 我 们 得到. 


nl = ij， nb) =b1. 


于 是 我 们 看 到 ,两 个 椭圆 偏振 的 椭圆 是 相似 的 (有 相同 的 轴 比 ), 而 其 中 的 一 
个 相对 于 另 一 个 旋转 了 90°. 

3. 求 y,z 轴 转 动 角度 p 时 斯 托 克 斯 参数 的 变换 法 则 . 

解 : 该 法 则 由 斯 托 克 斯 参数 与 yz 平面 内 二 维 张 量 分 量 之 间 的 联系 决定 ， 
由 如 下 公式 给 出 


| 一 £1 COS 2 ta sin 2w， 3 一 &1 sin 29 十 ts COS 29, co 一 2. 
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电荷 所 产生 的 场 在 形式 上 也 可 以 分 解 为 平面 波 ( 即 展开 为 傅 里 叶 积分 ) . 
然而 这 种 展开 , 在 本 质 上 与 电磁 波 在 真空 中 的 展开 是 不 同 的 . 实际 上 , 电信 所 
产生 的 场 并 不 满足 齐 次 的 波动 方程 , 因而 这 个 展开 式 的 每 一 项 也 不 满足 这 个 
方程 . 由 此 可 以 断定 , 电荷 产生 的 场所 能 展开 的 平面 波 , 并 不 满足 hk == w?/e? 
这 个 关系 , 而 这 个 关系 对 于 单 色 平 面 波 却 是 有 效 的 . 

就 特例 言 之 , 如 果 我 们 形式 地 将 静电 场 表 为 平面 波 的 登 加 , 这 些 波 的 “ 频 
率 ” 显 然 为 零 , 因为 所 考虑 的 场 与 时 间 无 关 ; 波 拓 量 本 喘 当然 不 为 零 . 

现在 我 们 来 考虑 处 在 坐标 原点 的 点 电荷 e 所 产生 的 场 . 该 场 的 势 yp 为 如 
下 方程 所 决定 ( 见 836 ) 

Aw = —4ned(7). (51.1) 


我 们 将 2 展开 为 傅 里 时 积分 , 即 我 们 把 它 表 为 形式 : 


= / ip d3k = dksdkydk (51.2) 
色 一 Se 人 Pk (27)3， = TUNyUNz. . 


式 中 
Ph = / p(r)e "dV. 


将 拉 普 拉 斯 算 符 应 用 到 (51.2) 的 两 边 , 我 们 得 到 


十 Oo d3k 
2 ik-r 


一 Do 
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所 以 , Ap 的 表达 式 的 傅 里 叶 分 量 是 
(Ap)z = 一 人 pp. 
另 一 方面 , 我 们 取 方 程 (51.1) 两 边 的 传 里 叶 分 量 , 就 可 以 求 得 (Ap)k: 
(Ap)k = — / Aned(r)e rdV = —4xe. 


比较 (Ap)x 的 以 上 两 个 式 子 , 得 


4ne 





这 个 公式 解决 了 所 提出 的 问题 . 
像 对 势 p 一 样 , 我 们 也 可 以 展开 场 
E= 广 Ereik'” 人 (51.4) 


利用 (51, 2) , 我 们 得 到 


we ~» dSk | d3k 
E ， ip 一 
Sa |? "0 / Jpe 197) 


同 (51.4) 相 比 较 , 得 

Ex = —ikpk = -i , 
由 此 可 见 , 库仑 场 可 以 分 解 的 波 的 场 沿 着 波 矢量 方向 . 因此 , 这 些 波 可 以 称 为 
纵波 . 
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我 们 来 考虑 空间 一 有 限 体 积 内 的 电磁 场 (不 存在 电 蓓 ). 为 了 简化 以 后 
的 计算 , 假设 这 个 体积 的 形状 是 一 个 长 方 体 , 其 边 是 4,B,C. 这 时 我 们 可 以 
将 场 的 所 有 特征 量 在 这 个 长 方 体内 展开 为 三 重 傅 里 叶 级 数 〈 按 三 个 坐标 ) . 这 
个 展开 式 可 以 写成 (例如 对 于 矢 势 ): 





(51.5) 


A= >》 Axre*". (52.1) 
k 


求 和 应 对 矢量 k& 的 所 有 可 能 值 进 行 , 矢量 上 的 分 量 可 取 
27nNzr 27ny 加 NAN > 
:= y= k= 
各 值 , nz,ny,nz 是 正 整 数 或 负 整 数 . 











(52.2) 
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因为 4 必须 为 实 , 展开 式 (52.1) 的 系数 必须 满足 关系 式 A_k = 4;. 从 
div4 = 二 0 这 个 方程 ,对 于 每 一 个 k, 我 们 有 


k. Ak=0, (52.3) 


就 是 说 , 复 矢量 A 垂直 于 其 相应 的 波 矢 量 k. 矢量 Ak 当然 是 时 间 的 函数 ; 
从 波动 方程 (46.7) 可 知 , 它们 满足 方程 


Ax + ch? A 一 (52.4) 


如 果 体 积 的 边 4, B,C 足够 大 ， 那么 ,ksy,k,,ks 的 相 邻 的 值 (它们 的 
nz,ny,nz 相差 1) 彼此 几乎 相等 .在 这 种 情形 下 ,我们 可 以 讨论 ks,k,, kk。 
在 小 间隔 Akz, Ak,y, Aks 中 的 可 能 值 的 数目 . 既然 与 hs 邻近 值 相应 的 ns 相差 
1, 那么 , 在 间隔 Aks 内 kz 可 能 值 的 数目 Anz 就 简单 地 等 于 nj 之 值 的 相应 
的 间隔 . 因此 , 得 到 

A B CG 
Anz 一 2 人 pc， Amy 一 2 人 iu， Amn， 一 pt 
分 量 在 间隔 Akz, Ak,, Akz 内 的 和 失 量 上 的 可 能 值 的 总 数 Am 等 于 AnzAnyAnz， 
即 


An = AnsAnyAns = -一 Ah Ak,Ak;, (52.5) 


(2 3 
式 中 ,V = 4BC 是 场 的 体积 . 由 此 很 容易 决定 其 绝对 值 在 间隔 Ak 内 , 而 其 
方向 在 立体 角 元 Ao 内 的 波 矢量 可 能 值 的 数目 . 为 此 , 我 们 只 需 在 “kk 空间 ” 
内 变换 到 球 坐 标 , 并 且 用 这 个 坐标 表示 的 体积 元 来 代替 Ak,Ak,Aks. 因此 ， 


An = 一 一 一 5 人 AKAo. (52.6) 


(2x)° 


以 4r 代 Ao, 绝对 值 在 闻 隔 Ak 内 而 方向 任意 的 波 矢 量 & 值 的 总 数 就 是 
An = Vk2Ak/2n?. 
我 们 来 计算 场 在 体积 Y 内 的 总 能 量 


本 2 ， Fry2 
6- 二 / + H?)dV, 
把 它 表示 为 量 A 的 函数 . 对 于 电场 和 磁场 , 我 们 有 
Ee _1 WE _1 ik.r 
b= -入 = A ? 


H=rotA=-i》 (kx Axr)e*”. (52.7) 
k 


§52 场 的 本 征 振 动 - 143 . 


当 求 这 些 和 的 平方 时 , 必须 记 着 , 所 有 含 波 矢量 k 和 kk'(k 关 k') 项 的 乘积 在 
整个 体积 内 积分 时 为 零 . 事实 上 , 这 样 的 项 含有 形 如 ei(k+kej)7 的 因子 , 而 积 


分 , 例如 
[ exp G3 dz 


当 nz 是 不 为 零 的 整数 时 , 等 于 零 . 在 含有 je' = 一 k 的 项 中 ，, 指数 为 零 , 对 dV 
的 积分 恰恰 等 于 体积 V. 
结果 , 我 们 求 得 

V 


1 ， 4 六 来 


从 (52.3), 我 们 有 
(k xX Ak) (k X Ar) 一 k Ar " AL, 
于 是 我 们 最 后 得 到 


V ee S 
ES= 2 . A: + kc A A%}. (52.8) 


这 个 和 中 的 每 一 项 对 应 于 展开 式 (52.1) 中 的 一 项 . 
由 于 (52.4) , 矢量 A 是 时 间 的 调和 函数 ,频率 wh = ck 仅 取 决 于 波 矢 
的 绝对 值 . 依赖 于 这 些 函 数 的 选择 ,展开 式 (52.1) 中 的 项 可 以 表示 平面 驻 波 
”或 行 波 . 我 们 将 场 的 展开 式 写成 这 样 的 形式 , 使 它 描述 平面 行 波 . 为 此 , 我 们 
将 它 写 成 形式 
= 》(akeik7r +ake 7) (52.9) 
k 


(这 个 形式 明白 地 显 出 4 为 实 ), 并 且 每 一 个 ak 按 以 下 规律 依赖 于 时 间 : 


Qkp ~ Ee rt w= ck. (52.10) 


和 式 (52.9) 内 的 每 一 项 都 仅 是 差 让 .7 一 wrt 的 函数 , 它 与 在 矢量 太 方向 传播 
的 波 相 应 . 
比较 展开 式 (52.9) 和 (52.1) , 我 们 发 现 , 它们 的 系数 通过 公式 


Ak = ak +a x 
相关 联 , 而 从 (52.10) 可 见 , 时 间 导 数 通过 


Ax = —ick(ak 一 ax) 
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相关 联 . 代入 (52.8) ， 我 们 用 展开 式 (52.9) 的 系数 表示 出 场 的 能 量 ， 带 有 
形式 ak -a_k 或 ox .a*; 乘积 的 项 彼此 相 消 ; 也 注意 到 ， 和 式 > ak .ax 和 
>》 a_k.a*y 的 差别 仅 在 于 求 和 指标 的 记号 , 因而 彼此 相同 , 最 后 得 到 : 


k2 
G 一 >》 加， Se an -Qarp. (52.11) 
Kk 


因此 , 场 的 总 能 量 是 用 能 量 Gi 之 和 来 表示 的 , 而 Gk 又 与 每 一 单个 的 平面 波 
相 联 系 . 
用 同样 的 方法 , 我 们 可 以 计算 场 的 总 动量 . 


到/ say -= 起 /exady 
C2 4nc 


并 且 得 到 
二 (52.12) 


从 平面 波 的 能 量 与 动量 的 关系 ( 见 847) , 也 可 以 预料 到 这 个 结果 . 

展开 式 (52.9) 是 用 不 连续 的 变量 序列 (矢量 ax) 来 实现 场 的 搞 述 而 不 
是 用 连续 的 变量 序列 来 描述 , 后 者 实际 上 是 给 空间 各 点 以 势 A(zx,y,z,t). 我 
们 现在 将 变量 ak 作 一 个 变换 , 使 场 方 程 变 为 与 力学 中 正则 方程 (哈密 顿 方 
程 ) 相似 的 形式 . 

引入 实 “ 正 则 变量 ”Qk 及 忆 ,其 关系 如 下 : 


V 水 
Yk 一 rca (Ok + ak), 


(52.13) 
P= Ji/ sat — Qa*) = Qk. 

将 这 些 关 系 代 入 能 量 表达 式 (52.11) ,就 得 到 场 的 哈密 顿 量 : 
XH = = (PE + wRQ%) (52.14) 


于 是 哈密 顿 方程 0.p/8P = Qk 与 Ps = Qk 相符 , 因此 它 是 运动 方程 的 推论 
(通过 适当 选择 (52.13) 中 的 系数 就 可 以 实现 这 一 点 ) . 运动 方程 0. 和 /0Qx = 
一 PP 则 变 为 

Qk + whQk = 0, (52.15) 


就 是 说 , 它们 同 场 方程 完全 一 样 了 . 
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矢量 所 及 Qk 中 的 每 一 个 都 垂直 于 波 失 k, 即 有 两 个 独立 分 量 . 这 些 矢 
量 的 方向 决定 其 相应 行 波 的 偏振 方向 . 用 @ 必 7 = 1,2, 代表 矢量 Qk 的 两 个 
分 量 〈 在 与 大 垂直 的 平面 内 ), 我 们 就 有 


Q% = >》 QF,, 
了 
对 于 为, 我 们 也 可 以 得 到 相似 的 式 子 . 于 是 ， 


1 
和 6 = 二》 3;， i = 3 (Pe; + wkQRj)- (52.16) 
kj 


由 此 可 见 , 哈密 顿 量 分 解 为 若干 独立 项 . 驳 ; 之 和 , 每 项 仅 含 一 对 量 Qk; 
及 Pk;. 每 个 这 样 的 项 与 一 个 有 一 定 波 矢量 及 偏振 的 行 波 相对 应 . 量 .%4j 具有 
作 简 谐振 动 的 一 维 “ 振 子 ” 的 哈密 顿 量 的 形式 . 因为 这 个 理由 , 我 们 有 时 说 用 
振子 来 展开 场 . 

我 们 来 写 出 显 含 变量 忆 ., Qk 的 场 的 表达 式 . 从 (52.13) 得 到 


ak = EV FP: — wkQk), ak = -ES + iwk Ok)- (52.17) 
将 这 些 式 子 代入 (52.1), 我 们 得 到 场 的 和 失势 


A= 2 =(ckQn cos 大 .7 — Psink.r). (52.18) 
对 于 电场 与 伐 场 , 我 们 求 得 


E= -2 一》 (ckQr sink :T+ Pcosk .7), 
4 k 


H= $5 {ck(k x Qu.)sink-:r+ (kx Pe)cosk.r}. (52.19) 
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平面 波 的 特征 是 它 的 传播 方向 和 振幅 处 处 相同 , 任意 的 电磁 波 当 然 没 有 
然而 , 在 许多 情况 下 , 电磁 波 虽 然 不 是 平面 波 , 但 具有 如 下 特性 , 即 它 
们 在 空间 的 每 一 个 小 区 域内 可 以 当做 是 平面 波 .为 了 满足 这 个 要 求 , 显然 , 波 
的 振幅 和 方向 在 与 波长 同 数量 级 的 距离 内 必须 是 几乎 不 变 的 . 
如 果 这 个 条 件 被 满足 了 , 我们 可 以 引入 一 个 所 谓 波 面 , 它 是 这 样 一 个 面 ， 
在 该 面 上 的 所 有 点 , 波 的 相位 (在 给 定时 刻 ) 都 是 一 样 的 (平面波 的 波 面 显 
然 是 一 个 与 光 的 传播 方向 相 垂 直 的 平面 ) . 在 空间 的 每 一 个 小 区 域内 , 我 们 
可 以 说 光 的 传播 方 回 垂直 于 波 面 . 这 样 , 我 们 可 以 引入 光线 这 个 概念 ,光线 . 
是 其 上 每 一 点 的 切线 都 同 光 的 传播 方向 相合 的 线 . 
用 这 种 方法 研究 波 的 传播 规律 属于 几何 光学 的 范畴 . 因此, 几何 光学 将 
波 的 传播 , 特别 是 光 的 传播 ， 当 做 光线 的 传播 ,因而 完全 同 它 的 波 的 特性 脱 
离 了 关系 . 换 句 话说 ,几何 光学 相当 于 波长 入 一 0 的 极限 情形 . 
我 们 现在 来 求 几何 光学 的 基本 方程 一 一 决定 光线 方向 的 方程 . 设 f 是 描 
写 波 场 的 任意 一 个 量 (五 或 五 的 任意 一 个 分 量 ) . 在 单 色 平面 波 中 , f 有 下 
面 的 形式 : 
f = aexp[i(k .7 — wt+oa) = aexp[i(—kiz’ 十 a)] (53.1) 
(我 们 略 去 了 符号 Re; 以 后 遇 到 的 所 有 式 子 都 理解 为 取 其 实数 部 分 ) . 
我 们 将 场 的 表达 式 写 成 
f = ae . (53.2) 


对 于 波 不 是 平面 的 , 但 几何 光学 可 以 适用 的 情况 , 振幅 a 一 般 来 说 是 坐标 与 
时 间 的 函数 , 而 相位 光 , 也 叫做 程 应 , 没有 像 (53.1) 那样 简单 的 形式 . 但 是 
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在 本 质 上 ,是 一 个 很 大 的 量 . 这 可 以 直接 从 下 面 的 事实 看 出 来 , 即 当 我 们 移 
动 一 个 波长 时 ,就 变动 2x, 而 几何 光学 是 与 极限 入 一 0 相应 的 . 

在 一 个 小 的 空间 区 域 中 和 一 个 小 的 时 间 间 隔 内 , 程 清 可 以 展开 为 级 数 ; 
如 果 只 精确 到 第 一 级 , 则 我 们 有 


op ,0v 
p= pot+r: Dr a 


(坐标 及 时 间 原 点 都 选择 在 所 研究 的 空间 区 域 及 时 间 间 隔 内 ; 导数 在 原点 取 
值 ) . 将 上 式 与 (53.1) 式 相 比较 , 得 到 


k= ~ 三 grady,， w= 二 (53.3) 
这 相应 于 下 面 的 事实 , 即 在 空间 的 每 一 个 小 区 域内 〈 且 在 每 个 小 的 时 间 间 隔 
内 ), 波 可 以 当做 是 平面 的 . 用 四 维 空间 形式 , (53.3) 式 可 以 写成 


__0v 
应 = 一 有， (53.4) 


其 中 k; 是 波 四 维和 天 量 . 


在 §48 中 我 们 已 经 看 出 , 四维 矢量 ki 的 分 量 之 间 有 kik: = 0 的 关系 . 将 
(53.4) 代入 ,得 到 
mp of 
Or; Oz’ 
这 个 方程 称 为 程 蒋 方程 , 它 是 几何 光学 的 基本 方程 . 
在 波动 方程 内 作 直 接 的 极限 过 渡 入 一 0, 也 可 以 导出 程 函 方程 . 场 f 满 
足 波 动 方程 








一 0， (53.5) 














Of _ 
OriOr' 加 
将 f = aey 代入 , 得 到 
Oa iw ,200 多 Wp Oy VO, 
Bmore ‘Br: 本 1 0 Br oril = (53.6) 


但 是 上 面 已 经 指出 , 程 水 少 是 一 个 很 大 的 量 ; 因此 前 三 项 与 第 四 项 相 比 可 以 
略 去 ,于 是 我 们 重 又 得 到 方程 (53.5) . 

在 这 里 , 我 们 还 将 求 出 一 系列 关系 . 虽然 将 这 些 关 系 应 用 于 光 在 真空 中 
的 传播 时 只 能 导出 一 些 显而易见 的 结果 , 不 过 , 它们 还 是 重要 的 . 因为 就 其 
一 般 形式 而 言 , 这 些 推导 也 适用 于 光 在 物质 介质 中 的 传播 . 

从 程 函 方程 的 形式 , 得 到 一 个 在 几何 光学 与 实物 粒子 力学 间 的 惊人 的 相 
似 性 . 粒子 运动 决定 于 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (16.11) . 这 个 方程 , 正如 程 肾 方 
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程 一 样 , 是 一 阶 偏 导 数 的 、 二 次 的 方程 . 我 们 知道 , 作用 量 $ 与 粒子 的 动量 p 
及 哈密 顿 量 .和 有 下 列 关 系 : 
OS O05 
0 
将 这 些 公 式 与 (53.3) 比较 , 我 们 看 出 , 波 和 天 在 几何 光学 中 所 扮演 的 角色 正如 
粒子 的 动量 在 力学 中 所 扮演 的 角色 一 样 ， 而 频率 所 扮演 的 角色 是 哈密 顿 量 ， 
即 粒 子 的 能 量 . 波 天 的 绝对 值 大 同 频率 的 关系 为 上 = mw/c. 我 们 看 出 , 这 个 关 
系 正 与 一 个 质量 为 零 而 速度 等 于 光速 的 粒子 的 动量 与 能 量 的 关系 p = 8/c 相 
似 . 
对 于 质点 , 哈密 顿 方程 


2 
0 Op 


成 立 . 鉴于 上 述 的 相似 性 , 我 们 可 以 直接 写 出 光线 的 类 似 方 程 
Ow .Ow 


= 一 页 ， 


在 真空 中 , w = ok, 因而 k= 0,v= cn (n 是 沿 着 波 的 传播 方向 的 单位 矢量 ); 
就 是 说 , 在 真空 中 , 光线 是 直线 , 光 沿 着 这 条 直线 以 速度 c 传播 . 

下 面 的 考虑 , 更 加 清楚 地 说 明了 波 的 波 矢 与 粒子 的 动量 的 相似 性 . 我 们 
来 考虑 一 种 波 , 它 是 许多 频率 不 同 的 单 色 波 在 某 一 小 间隔 内 的 登 加 , 这 个 波 
只 占据 空间 的 某 个 有 限 区 域 (这 就 是 所 谓 波 包 ) . 我 们 利用 公式 (32.6) 及 能 
量 动量 张 量 (48.15) 来 计算 这 个 波 的 场 的 四 维 动量 (对 于 每 一 个 单 色 分 量 ) . 
用 某 些 平均 值 代替 这 个 公式 中 的 &, 我 们 得 到 如 下 形式 的 表达 式 


(53.7) 


P’ = Ak’, (53.8) 


这 里 四 维 矢量 Pi 与 ki 的 比例 常数 4 是 一 标量 . 写成 三 维 形式 , 这 个 关系 给 
出 
P=Ak, &€= Aw. (53.9) 


由 此 可 见 , 当 我 们 从 一 个 参考 系 过 渡 到 另 一 个 参考 系 时 , 波 包 的 动量 和 能 量 
像 波 失 和 频率 一 样 变换 . 

再 往 前 追溯 这 种 相似 , 我 们 可 以 为 几何 光学 建立 一 个 原理 , 这 个 原理 与 
力学 中 的 最 小 作用 量 原理 相似 , 然而 , 不 能 将 它 写成 如 8 / Ldt = 0 那样 的 哈 


密 顿 形式 ， 因 为 对 于 光线 , 不 可 能 引入 像 粒 子 的 拉 格 朗 日 量 那样 的 函数 . 事 
实 上 , 粒子 的 拉 格 庆 日 量 工 与 哈密 顿 量 .和 有 上 = p:90N/6p 一 6 的 关系 .如 
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果 用 频率 w 代替 哈密 顿 量 , 用 波 矢 天 代替 动量 , 那么 , 光学 中 的 拉 格 朗 日 量 
就 应 该 写成 kk: Bw/Ok 一 w. 但 是 这 个 式 子 等 于 零 , 因为 w= ck. 前 面 已 经 提 到 
过 ,光线 的 传播 同一 个 质量 为 零 的 粒子 的 运动 相似 , 因此 , 对 于 光线 引入 拉 
格 朗 日 量 之 不 可 能 也 是 显而易见 的 . 

如 果 波 有 一 定 的 恒定 频率 w, 那么 , 它 的 场 与 时 间 的 关系 就 为 一 个 因子 
et 所 决定 . 因此 , 这 样 的 波 的 程 珊 就 是 


oh 二 一 wt 十 Wolz, VY， z), (53.10) 


式 中 , wo 仅 是 坐标 的 函数 . 程 汪 方程 (53.5) 现在 取 下 面 的 形式 : 
2 
(gradyo)2 = 蕊 . (53.11) 


波 面 就 是 定 值 程 哆 的 曲面 , 亦 即 曲面 族 wo(z,y,z) = const. 光线 本 和 喘 在 每 一 
点 都 牌 直 于 相应 的 波 面 ; 光线 的 方向 为 梯度 Vyo 所 决定 . 
众所周知 , 如 果 能 量 是 常数 , 粒子 的 最 小 作用 量 原理 也 可 以 写成 所 谓 莫 
培 督 原理 的 形式 : 
55=-8 | p.dl=0 


这 里 的 积分 是 沿 着 两 点 间 的 粒子 的 轨道 而 取 的 . 在 这 个 式 子 内 , 我 们 假设 动 
量 是 能 量 与 坐标 的 函数 . 光线 的 类 似 原 理 是 费 马 原理 . 在 这 种 情形 下 , 我 们 
将 费 马 原理 与 成 类 似 的 形式 : 


Be kh .dl=0. (53.12) 
在 真空 中 ,k= ~n, 我 们 得 到 (dl .n= dl): 


0 / dl = 0， (53.13) 
这 与 光 沿 直线 传播 相应 . 
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在 几何 光学 中 , 光波 可 以 当做 一 东 光 线 . 然而 光线 本 号 仅仅 决定 光 在 每 
一 点 的 传播 方向 , 还 余下 来 一 个 问题 , 即 光 的 强度 在 空间 分 布 的 问题 . 

在 所 考虑 的 光线 束 的 波 面 上 , 我 们 取出 一 个 无 限 小 的 面 元 . 从 微分 几何 
知道 , 在 每 一 个 曲面 的 每 一 点 上 , 有 两 个 (一 般 说 是 不 同 的 ) 主 曲率 半径 . 设 
ac 和 bd (图 7) 为 主 曲率 贺 的 线 元 ,它们 在 波 面 的 给 定 面 元 上 . 通过 a 和 cc 的 
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图 7 


光线 相交 于 相应 的 曲率 中 心 Oil, 而 通过 b 和 4d 的 光线 则 相交 于 另 一 曲率 中 心 
(2. 

当 从 O 和 Oz 出 发 的 光束 的 开放 角 一 定时 , 弧 ac 和 bd 之 长 显然 与 曲率 
半径 Ri 和 Ro 成 正比 ( 即 与 O10 及 O20 成 正比 ) . 面 元 的 面积 与 长 度 ac 和 
bd 之 积 成 正比 ， 即 与 RiRz 成 正比 . 换 句 话说 ,如 果 考 虑 由 一 束 光 线 所 构成 
的 波 面 元 , 那么 , 当 沿 着 光线 移动 时 , 面 元 的 面积 将 与 RiR2 成 正比 地 改变 . 

另 一 方面 , 光 的 强度 , 即 能 流 密度 , 与 一 定 的 光 能 量 通过 的 曲面 面积 成 
反比 . 因此 , 我 们 得 到 一 个 结果 , 即 光 的 强度 是 

Const 
Ri1R»> 

这 个 公式 必须 理解 如 下 . 在 每 一 条 光线 上 (图 7 中 的 4B), 存在 着 确定 
的 点 O1 及 Oz, 这 两 点 是 所 有 与 光线 相交 的 波 面 的 曲率 中 心 . OO1 与 00s 是 
从 OO 点 ( 波 面 与 光线 相交 之 点 ) 到 O1 和 Os 的 距离 ， 即 波 面 在 O 点 的 曲率 
半径 Ri 及 Ro. 因此 , 公式 (54.1) 决定 光 沿 着 一 条 光线 上 的 强度 变化 , 表示 
为 到 该 线 上 二 定点 之 距离 的 函数 . 我 们 强调 指出 , 这 个 公式 不 能 用 来 比较 同 
一 波 面 上 的 不 同 点 的 强度 . 

因为 强度 为 场 的 模 的 平方 所 决定 , 我 们 就 可 以 写 出 场 本 身 沿 光线 的 变化 
如 下 : 





(54.1) 


f= Si (54.2) 


式 中 , 在 相 因 子 e*R 内 , 我 们 既 可 以 用 Ri 也 可 以 用 Rs 代替 R. 对 于 一 给 定 
的 光线 , eikR: 和 ei*R2 两 个 量 只 相差 一 个 常量 因子 , 因为 差 Ri 一 Rs 即 两 个 
曲率 中 心 的 距离 ,是 一 个 常数 . 

如 果 波 面 的 两 个 曲率 半径 相等 , 那么 ,(54.1) 和 (54.2) 就 有 如 下 的 形式 : 


t t 
Pa /= 2 aikR 
当 光 是 从 一 个 点 源 射 出 时 , 就 对 应 于 这 种 情形 ( 波 面 都 是 同心 球 , R 是 从 光 
源 到 波 面 的 距离 ) . 








(54.3) 
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从 (54.1) 式 , 我 们 看 出 ,在 Ri =0, Ra =0 各 点 , 即 在 波 面 的 曲率 中 心 ， 
强度 变 为 无 穷 大 . 将 这 个 结论 应 用 到 光线 束 , 我 们 得 到 在 一 给 定 光 线束 内 ，, 光 
的 强度 , 一般 来 说 , 在 两 个 曲面 上 变 为 元 穷 大 , 这 两 个 曲面 就 是 波 面 的 所 有 
曲率 中 心 构成 的 几何 图 形 . 这 两 个 曲面 称 为 焦 散 面 . 在 光束 的 波 面 是 球面 的 
特殊 情形 下 , 两 个 焦 散 面 就 合 为 一 点 (焦点). 

必须 指出 , 按照 微分 几何 中 熟知 的 曲面 族 的 曲率 中 心 几何 构 形 的 性 质 ， 
光线 与 焦 散 面相 切 . 

我 们 应 当 记 着 , 对 于 凸 波 面 , 波 面 的 曲率 中 心 可 以 不 在 光线 本 身 , 而 在 
其 延长 线 上 , 在 发 出 光线 的 光学 系统 之 外 . 在 这 种 情形 下 , 我 们 说 它 是 虚 焦 
散 面 (或 虚 焦 点 ). 这 时 , 光 的 强度 无 论 在 哪里 都 不 会 变 为 无 限 大 . 

至 于 光 的 强度 变 为 无 限 大 , 实际 上 应 当 理 解 为 , 强度 在 焦 散 面 上 变 大 了 ， 
但 仍 是 有 限 的 ( 见 859 中 的 习题 ) . 形式 上 , 光 强 度 为 无 限 大 就 说 明 几 何 光 
学 近似 不 能 应 用 到 焦 散 面 附近 . 与 此 有 关 的 还 有 下 述 事实 ， 即 相位 沿 着 光线 
的 变化 可 以 由 公式 (54.2) 来 决定 , 但 是 只 限于 不 包含 与 焦 散 面相 切 之 点 的 一 
段 . 以 后 在 859 中 我 们 还 要 证 明 , 实际 上 当 光 线 穿 过 焦 散 面 时 , 场 的 相位 减 
少 x/2. 这 就 是 说 ， 如果 在 光线 上 与 焦 散 面 第 一 次 相交 之 前 的 那 一 段 上 , 场 
与 因子 e** (zx 是 沿 光 线 的 坐标 ) 成 正比 , 那么 ， 穿 过 焦 散 面 以 后 , 场 将 与 
eilkz-/2) 成 正比 . 在 第 二 个 焦 散 面 的 切 点 的 附近 , 又 会 发 生 同 样 的 情形 , 在 
这 点 以 后 , 场 将 与 eitkz-m) 成 正比 外 . 
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如 果 一 条 光线 在 真空 中 行进 , 投射 在 一 个 透明 物体 上 , 当 它 从 这 个 物体 
射出 时 , 它 的 方 回 与 原来 的 方 问 一 般 来 说 是 不 同 的 . 这 种 方向 的 改变 当然 与 
物体 的 特性 和 物体 的 形状 有 关 . 但 是 , 我 们 可 以 求 得 一 些 一 般 的 规律 , 这 些 
规律 给 出 光线 经 过 一 个 任意 物体 时 方向 的 改变 . 在 此 , 我 们 只 假定 几何 光学 
可 以 应 用 到 在 我 们 所 考虑 的 物体 内 行进 的 光线 . 依照 惯例 ,光线 所 穿 过 的 透 
明 物 体 称 为 光学 系统 . 

按照 853 所 指出 的 光线 传播 与 粒子 运动 的 相似 性 , 这 些 普遍 定律 , 对 这 
样 的 粒子 运动 方向 的 改变 也 是 有 效 的 , 这 个 粒子 在 真空 中 最 初 沿 直线 运动 ， 
以 后 经 过 某 一 电磁 场 , 再 从 这 个 场 中 穿 出 来 到 真空 中 . 但 是 , 为 了 确定 起 见 ， 
我 们 以 后 总 是 说 光线 的 传播 . 

我 们 在 上 节 已 经 看 出 , (对 于 一 定 频 率 的 光 ) 描述 光线 传播 的 程 函 方程 可 
以 写成 (53.11) 的 形式 . 从 现在 起 , 为 便利 起 见 , 我 们 用 水 代表 被 常数 w/c 除 


Q@ 尽管 公式 (54.2) 本 身 在 焦 散 面 附 近 不 成 立 , 场 的 相位 改变 在 形式 上 相应 于 这 个 公式 中 
Ri 或 Ra 正 负 号 的 改变 ( 即 乘 以 ex) . 
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过 了 的 程 图 wo. 这 时 ,几何 光学 的 基本 方程 有 下 列 形式 : 
(Vy%) =1. (55.1) 


该 方程 的 每 一 个 解 描述 一 个 确定 的 光线 束 , 其 中 经 过 空间 给 定点 的 光线 
的 方向 由 苏 在 该 点 的 梯度 决定 . 然而 为 了 我 们 的 目的 ,这 种 描述 是 不 够 的 ， 
因为 我 们 正在 寻找 的 , 是 决定 任意 光线 (而 不 是 一 个 确定 的 光线 束 ) 经 过 一 
个 光学 系统 的 路 径 的 普遍 关系 .因此 , 我 们 必须 应 用 程 栅 的 这 样 一 个 形式 , 它 
可 以 描述 所 有 一 般 可 能 的 光线 ,也 就 是 经 过 空间 任意 一 对 点 的 光线 . 通常 形 
式 的 程 清 W(>) 是 经 过 点 7 的 某 束 光线 的 相位 . 现在 我 们 应 当 引 入 为 两 点 坐标 
图 数 (7,7') 的 程 沁 (7 和 是 光线 起 点 和 终点 的 径 和 拓 ). 对 于 每 一 对 点 7,r'， 
都 可 以 有 光线 经 过 这 两 点 ,而 (7,7') 是 光线 上 两 点 7 和 7’ 的 相位 差 (或 如 
一 般 所 称 的 , 光 程 长 ) . 从 现在 起 , 我 们 把 rn 和” 理解 为 透 过 光学 系统 之 前 
和 之 后 光线 上 两 点 的 径 矢 . 
如 果 在 %(r,m) 中 , 认为 径 矢 之 一 , 例如 , 是 给 定 的 ,那么 ,是 7 的 隔 
数 , 描写 一 个 确定 的 光线 束 , 即 经 过 点 的 光线 束 .多 应 当 满 足 方 程 (55.1) ， 
方程 中 的 微分 是 对 7 的 分 量 进 行 的 . 同 理 , 如果 7 固定 ,我们 又 得 到 一 个 
(7,7') 的 方程 , 因此 
(Vy) =1, (VY) =1. (55.2) 


从 上 节 我 们 知道 , 光线 的 方向 由 它 的 相位 的 梯度 所 决定 . 既然 (7,7') 是 
在 点 7 及 点 7' 的 相位 差 , 在 ”点 的 光线 的 方向 就 由 矢量 m' = 6w/9r' 所 决 
定 , 而 在 7 点 的 光线 的 方向 , 则 由 矢量 n= -6VW/pr 决定 . 从 (55.2) 式 可 以 
看 出 , n 及 mw' 是 单位 矢量 : 

n=n?=1. (55.3) 


四 个 矢量 7+,7',n,n’ 相互 间 有 一 定 的 关系 , 因为 其 中 两 个 (mn 和 m') 是 
某 一 图 数 作对 另外 两 个 (r 和 7 ) 的 导数 . 至 于 函数 落 本 身 , 它 是 满足 附加 
条 件 方 程 (55.2) 的 . 

为 了 求 出 mr,r,m 的 关系 , 最 便利 的 方法 是 用 另外 一 个 量 代 替 煞 ， 对 
这 个 量 不 加 任何 附带 条 件 ( 即 不 要 求 它 满足 任何 微分 方程 ) . 我 们 可 以 按照 
下 面 的 方法 去 做 . 在 函数 水 内 , 独立 变量 是 > 和 ”, 因 此， 对 于 微分 dy, 我 


们 有 
2 dr+ sr 


dvy = .dr =—n.dri+n’ :dr.. 


现在 我 们 作 一 二 ,从 7,7', 变换 到 新 的 独立 变量 n,n; 亦 即 
我 们 写 
dy = -dn:.7)+r:dn+t+d(n’ 7) 一 mr .dn, 
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引入 函数 

X=n :7 一 my 一 芭 ， (55.4) 
我 们 得 到 

dx=—r:dnt+r .dn. (55.5) 


削 数 x 称 为 角 程 浮 ; 从 (55.5) 式 可 以 看 出 , 角 程 函 内 的 独立 变量 是 m 
和 mm'. 没有 附带 条 件 加 在 x 上 . 事实 上 ,方程 (55.3) 现在 仅仅 表示 关于 独立 
变量 的 条 件 : 在 矢量 n 的 三 个 分 量 nz, ny, nz 中 ,只 有 两 个 是 独立 的 (对 于 
nm/ 也 有 类 似 情况 ). 我 们 以 后 选取 ny ,nz, n,n 为 独立 变量 ; 于是， 


nz=/1—-n2 ni, ns=V/i-—n -ne. 
将 这 些 式 子 代入 
dX = —zdnz — ydny — zdnz 十 Z dns + ydn, + zdn,, 


我 们 得 到 微分 dx 的 表达 式 








LL 
Tx Lu Nx On,> 
| (55.6) 
f VY _ OX f A 1 OxX 
站 = 37 
ns 和 ns On’ 


这 就 是 我 们 所 求 的 n,n’,7,7' 间 的 一 般 关 系 . 图 数 x 描述 光线 所 经 过 的 物体 
的 特性 (或 者 对 于 带电 粒子 运动 的 情形 , x 描述 场 的 特性 ). 

当 m” 和 mm 之 值 固定 时 ,(55.6) 中 每 一 对 方程 都 表示 直线 . 这 些 直 线 正 是 
穿 过 光学 系统 前 后 的 光线 . 因此 , 方程 (55.6) 直接 决定 光学 系统 两 边 光线 的 
路 径 . 
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在 研究 光线 东经 过 光学 系统 时 , 所 有 光线 都 相交 于 一 点 的 光线 束 是 值得 
特别 注意 的 (这 样 的 光线 东 称 为 同心 光线 束 ) . 
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经 过 光学 系统 后 ， 同 心 光 线束 一 般 不 再 是 同心 的 了 , 亦 即 经 过 物体 后 ， 
光线 不 再 会 聚 在 一 点 了 . 仅仅 在 特殊 情况 下 , 光 才 会 从 一 个 发 光 点 出 发 ， 穿 
过 光学 系统 后 , 叉 会 聚 在 一 点 (发光 点 的 像 ) ®. 

可 以 证 明 ( 见 857), 整个 同心 光线 束 经 过 光学 系统 后 仍然 保持 为 同心 光 
线束 的 唯一 情形 是 所 谓 全 同 成 像 , 在 此 情形 下 , 像 与 物体 的 差别 仅 在 于 平移 、 
转动 或 镜像 反射 . 

因此 , 没有 光学 系统 能 给 予 具有 一 定 大 小 的 物体 以 完全 清晰 的 像 , 只 有 
全 同 成 像 的 情形 是 例外 名. 在 全 同 成 像 以 外 的 任何 其 他 情形 ,一 个 有 一 定 大 
小 的 物体 只 能 产生 近似 清晰 , 而 不 是 完全 清晰 的 像 . 

一 个 同心 光线 束 近 似 变换 到 男 一 个 同心 光线 束 的 最 重要 的 情况 , 是 在 一 
条 (对 该 光学 系统 而 言 ) 特定 的 线 附 近 行 进 的 十 分 罕 的 〈 张 角 其 小) 光线 束 . 
这 条 线 称 为 光学 系统 的 光 轴 . 

然而 必须 注意 , 甚至 无 限 罕 的 光线 束 (在 三 维 空间 内 ) 在 一 般 情 况 下 也 
不 是 同心 的 ; 我 们 已 经 看 到 (网 7) , 即使 在 这 样 的 光束 内 , 不同 的 光线 也 不 
会 相交 于 同一 点 (这 种 现象 称 为 像 散 ) . 只 有 两 个 主 曲 率 半 径 相 等 的 波 面 上 
的 那些 点 是 例外 ,这 些 点 附近 的 波 面 上 的 小 区 域 可 以 当做 是 球面 , 其 相应 的 
罕 光 线束 是 同心 的 . 

我 们 来 考虑 一 个 具有 轴 对 称 的 光学 系统 多 . 这 个 系统 的 对 称 轴 同 时 也 是 
它 的 光 轴 . 沿 着 这 个 轴 行 进 的 光线 束 的 波 面 也 有 和 轴 对 称 性 ; 正如 我 们 所 知道 
的 ,旋转 面 在 它们 与 对 称 轴 相 交 的 那些 点 有 相等 的 曲率 半径 . 因此 在 这 个 方 
向 行进 的 窗 光 线束 保持 为 同心 的 . 

为 了 得 到 定量 的 关系 , 以 及 借助 窗 光 线束 来 决定 经 过 一 个 轴 对 称 光 学 系 
统 的 像 的 形成 , 我 们 利用 通 式 (55.6) . 首先 当然 要 确定 也 数 x 在 所 研究 的 情 
形 中 应 取 的 形式 . 

因为 光线 束 是 罕 的 , 而 且 在 光 轴 的 近 旁 行进 , 那么 , 每 束 光 线 的 矢量 mm 
及 n' 差不多 都 沿 着 这 个 轴 的 方向 . 如 果 我 们 选择 光 轴 作为 z 轴 , 那么 , 分量 
ny nz， n,n 就 比 1 小 了 对 于 nz, ns 而 言 ,nz 洁 1, 而 ns 则 近似 地 等 于 
+L 或 -1. 在 第 一 种 情形 下 , 光线 几乎 沿 着 原来 方向 继续 行进 ， 穿 过 光学 系 
统 而 进入 其 另 一 边 的 空间 内 . 这 种 光学 系统 称 为 透镜 . 在 第 二 种 情形 , 光线 改 
变 方 向 到 几乎 相反 的 方向 上 ; 这 种 光学 系统 称 为 反射 镜 . 

利用 ny, nz, ns, ns 值 很 小 的 性 质 , 将 角 程 也 x (ny , nz, ,02) 展开 
”“@ 交点 可 以 在 光线 本 身 之 上 , 也 可 以 在 它们 的 延长 线 上 ; 取决 于 这 两 种 不 同 的 情形 , 像 被 
称 为 实 像 或 者 虚像. 

@ 这 种 成 像 可 以 借助 平面 镜 实现 . 


@ 可 以 证 明 , 借助 于 在 光 轴 近 旁 行进 的 窗 光 线束 来 处 理 的 在 一 个 非 轴 对 称 光 学 系统 内 成 像 
的 问题 , 可 以 化 为 在 轴 对 称 系统 内 成 像 , 加 上 如 此 所 得 的 像 相 对 于 物体 的 旋转 . 
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为 级 数 并 只 保留 前 几 项 . 由 于 整个 系统 的 轴 对 称 性 , x 对 于 坐标 系 绕 光 轴 的 
转动 来 说 是 不 变量 . 由 此 可 见 , 在 x 的 展开 式 中 不 可 能 有 与 失 量 n 和 mn’ 的 y 
分 量 和 z 分 量 的 一 次 竹 成 比例 的 一 阶 项 ; 这 样 的 项 不 可 能 具有 所 要 求 的 不 变 
性 . 具有 所 要 求 特性 的 二 阶 项 是 m2,n?” 和 标 积 nw.mn'. 因此 , 精确 到 二 阶 项 为 
止 的 轴 对 称 光 学 系统 的 角 程 陋 有 下 面 的 形式 : 


h 
X = const 十 > (n2 十 92) 十 (nayms 十 了 zz) 十 了 (ny 十 了 2 人 2 )， (56.1) 


式 中 ,ff,g,h 是 常数 . 

为 了 确定 起 见 , 我 们 现在 来 研究 一 个 透镜 , 这 时 我 们 令 内 2 1; 对 于 反 
射 镜 , 以 后 可 以 知道 ,所 有 的 公式 都 有 相似 的 形式 . 现在 将 (56.1) 代 人 通 式 
(55.6) 内 , 我 们 得 到 : 


ny(Z — g)— fn,=Yy, jy 十 nz(Z + h)=Yy, 
m0z(Z 一 g) 一 jn 三 2， fnztn(r’ th)= 2z.. 


我 们 考虑 一 个 从 点 z,y,z 射出 来 的 同心 光束 ; 设 点 xz', yy ,zz' 是 光束 的 
光线 透 过 透镜 后 的 交点 . 如 果 (56.2) 的 第 一 对 方程 与 第 二 对 方程 都 是 独立 的 ， 
那么 ,这 四 个 方程 当 z,y,z, 7 ,yz2 为 已 知 时 决定 了 ny, nz, n,n 的 一 
组 确定 值 , 这 意味 着 只 有 一 条 光线 从 点 z,y, zz 出 发 并 且 经 过 点 z' ,Wy , 2.. 
此 , 为 了 使 所 有 从 z,y,z 出 发 的 光线 都 经 过 2 ,yz',(56.2) 就 必须 不 是 独 
立 的 , 也 就 是 说 , 这些 方程 中 的 一 对 可 以 从 另 一 对 推出 来 . 这 种 相依 性 的 必 
要 条 件 显 然 是 这 些 方 程 中 , 一 对 方程 的 系数 与 另 一 对 方程 的 系数 成 比例 . 因 
此 我 们 有 


(56.2) 








特别 有 
(z — Bg)(z’ +h)= -f°. (56.4) 


我 们 所 求 得 的 这 些 方程 就 是 鹤 光 束 成 像 情形 中 , 像 坐 标 与 物 坐 标 所 满足 
的 关系 . 

光 轴 上 的 两 点 xz = g 及 x' = 一) 称 为 光学 系统 的 主 焦点 . 我 们 来 考虑 
平行 于 光 轴 的 光线 束 . 这 种 光 的 源 点 显然 是 光 轴 的 无 穷 远 点 , 即 z = co. 从 
(56.3) 式 看 出 , 在 这 种 情况 下 , x’ = 一 h. 因此 ,一 个 平行 光线 束 经 过 光学 系 
统 后 , 会 相交 于 主 焦点 . 反之 , 一 束 从 主 焦 点 射出 的 光线 , 经 过 光学 系统 后 就 
变 为 平行 光 了 . 

在 方程 (56.3) 中 , 坐标 z 和 z' 都 是 从 光 轴 上 同一 原点 量 起 的 . 然而 ， 
如 果 选 择 相 应 的 主 焦点 作为 原点 , 并 从 这 些 不 同 的 原点 去 测量 物 坐 标 及 像 坐 
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标 , 会 更 加 便利 些 . 我 们 选择 从 相应 的 主 焦点 到 光 行 进 的 一 边 的 方向 为 正方 
问 . 用 大 写字 母 代 表 新 的 物 坐 标 及 像 坐 标 , 则 我 们 有 


X=7—g, X=7+h, Y=y, Y=y, Z=2z, 2Z=2.. 


成 像 的 方程 (56.3) 及 (56.4) 在 新 坐标 中 取 下 面 的 形式 : 


XX (56.5) 
yy XX 
志 = 汪 = =- - 末 (56.6) 
f 这 个 量 称 为 这 个 系统 的 主 焦距 . 


Y/Y 这 个 比值 称 为 模 向 放大 率 . 至 于 纵 回 放大 率 , 因为 坐标 并 不 彼此 
成 简单 比例 , 它 就 必须 写成 微分 形式 , 用 来 比较 物 元 素 的 长 (党 轴 的 方向 ) 与 
相应 的 像 元 素 的 长 . 从 (56.5) 式 , 我 们 得 到 “纵向 放大 率 ” 为 


ea 


dX 
由 此 可 见 , 哪怕 对 于 无 限 小 的 物体 来 说 , 也 不 可 能 得 到 几何 相似 的 像 . 纵 
向 放大 率 绝 对 不 会 等 于 横 回 放大 率 (除了 全 同 成 像 这 种 平凡 情形 外 ) . 
从 光 轴 上 环 = 上 点 出 发 的 光线 束 , 又 交 于 同一 轴 上 X' = 一 f 点 ;这 两 个 








这 种 情形 (X= f,Y = 2=0) 下 ,我们 得 到 方程 ny = 好,nz 王 人 因此 ,每 
条 从 主 点 出 发 的 光线 , 又 在 男 一 主 点 与 光 轴 相交 , 其 方向 与 原 方向 平行 . 

如 果 物 和 它 的 像 的 坐标 是 从 主 点 量 起 , 而 不 是 从 主 焦点 量 起 , 那么 , 对 
于 这 些 坐 标 & 和 &', 我 们 有 


C=X'+f, 《= 天- 下 


将 上 式 代 和 人 (56.5) , 很 容易 得 到 成 像 方程 如 下 : 


1 1 1 
E 一 己 = 一 了: (56.8) 
可 以 证 明 , 对 于 薄 光 学 系统 (例如 反射 镜 或 薄 透 镜 ) , 两 个 主 点 差不多 重 
合 . 在 这 种 情形 下 , 方程 (56.8) 就 特别 方便 , 因为 在 这 个 方程 中 ,上 各 实际 
上 从 同一 点 量 起 . 
”如 果 焦 距 为 正 , 那么 , 位 于 焦点 前 面 (X > 0) 的 物 所 生成 的 像 是 正 立 的 
(Y'/Y > 0); 这 种 光学 系统 称 为 会 聚 的 . 如 果 f < 0, 那么 , 当 X>0 时 ,我 
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们 得 到 Y'JY < 0, 这 就 意味 着 物 所 生成 的 像 是 倒立 的 ; 这 种 光学 系统 称 为 发 
散 的 . 

还 有 一 个 成 像 的 极限 情形 没有 被 包含 在 公式 (56.8) 内 ; 在 这 种 情形 下 ， 
所 有 三 个 系数 f,g,h 都 是 无 穷 大 (也 就 是 说 , 光学 系统 有 无 限 大 的 焦距 , 而 
其 主 焦点 位 于 无 限 远 处 ). 在 (56.4) 式 中 取 f,g,h 趋 近 于 无 穷 大 的 极限 ,我 
们 得 到 > 

T' 二 2 三 一 8 
8 E 

因为 我 们 只 对 物 和 像 与 光学 系统 之 间 的 距离 有 限 的 情形 感 兴趣 , f,g,h 必须 
这 样 地 趋 近 于 无 穷 大 , 使 比值 h/g,(f? 一 gh)/g 为 有 限 .用 ao? 和 8B 分 别 代 表 这 
两 个 比值 , 则 我 们 有 zx’ = a2z + 0. 

对 于 其 他 两 个 坐标 , 我 们 现在 从 一 般 方 程 (56.7) 得 到 : 
Vy 一 和 一 土 Q. 
vy 4 


最 后 , 再 次 从 不 同 的 原点 测量 坐标 z 和 zz’, 即 从 轴 上 的 某 一 任意 点 及 这 个 点 
的 像 测量 坐标 zx 和 z’, 我 们 最 终 得 到 成 像 方程 的 如 下 简单 形式 : 


X’=oX, Y=+aY, 2 = 土 aG. (56.9) 


因此 , 纵向 放大 率 和 横向 放大 率 都 是 常数 (然而 像 在 几何 上 并 不 与 物 相似 ， 
因为 两 个 放大 率 不 相等 ) . 这 种 成 像 的 情形 称 为 望远镜 式 . 

我 们 为 透镜 求 出 的 从 (56.5) 到 (56.9) 的 所 有 方程 ,对 于 反射 镜 同 样 可 以 
应 用 , 其 至 于 对 非 轴 对 称 的 光学 系统 也 可 以 应 用 , 只 要 用 来 成 像 的 罕 光 线束 
是 在 光 轴 的 附近 行进 就 可 以 了 . 同时 , 物 和 像 的 坐标 z 的 度量 必须 总 是 从 相 
应 的 点 ( 主 焦点 及 主 点 ) 顺 着 光线 传播 方向 沿 光 轴 进 行 . 这 时 , 必须 记 住 ,在 
不 具备 轴 对 称 性 的 光学 系统 中 , 光学 系统 前 后 的 光 轴 方向 不 在 同一 直线 上 . 


习 器 
1. 利用 两 个 光 轴 重合 的 轴 对 称 光 学 系统 成 像 ， 试 求 其 焦距 . 
解 : 设 方 和 户 是 这 两 个 系统 的 焦距 . 对 于 每 一 个 系统 ,我 们 分 别 有 
XI1X1 = 一片 ， XoX2 = —f2: 


因为 第 一 个 系统 所 产生 的 像 是 第 二 个 系统 的 物 , 那么 ,用 1 来 代表 第 一 个 系 
统 后 主 焦点 与 第 二 个 系统 前 焦点 的 距离 ,我 们 就 有 Xoa = XI 一 1; 通过 XI 来 
表示 XY, 得 到 

| XI 及 

和” +lX1 
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2 2 2 
(Xt 于 ,em Em LA 
] l i 
由 此 可 见 ， 组 合 系统 的 主 焦 点 位 于 点 Xi 二 一 掺 /1, Xs = 由/1, 而 焦距 则 是 
_f 
] 


或 


二 


(为 了 选择 这 个 式 子 的 正 负 号 ,我 们 必须 写 出 相应 的 横向 放大 率 的 方程 ). 

在 1=0 的 情形 ,焦距 f = co, 这 就 意味 着 由 组 合 系 统 得 到 望远镜 式 的 
成 像 . 在 这 种 情形 下 , 我们 有 2 = XI( 户 / 广 )2， 就 是 说 ， 通 式 (56.9) 中 的 参 
数 a = fo/ 有 fi. 

2. 求 带 电 粒 子 “ 磁 歼 镜 ”的 焦距 , 该 磁 透 镜 由 长 为 1 的 一 段 纵 向 均匀 磁 
场所 产生 (图 8) b. 

解 : 粒子 在 磁场 中 运动 时 它 的 动能 是 守恒 的 ;因而 对 于 约 化 作用 量 So(7) 
(总 作用 量 为 S$ 二 一 Et 十 $0) 的 哈密 上 顿 - 雅 可 比方 程 是 


(v50— £4) = 了 


式 中 
人 2 
22 = 3 一 ?22c2 = const . 
3 
1 2 
EE 7 
T=0 莞 三 江 
图 8 


用 均匀 磁场 和 失势 的 公式 (19.4), 选择 沿 场 的 方向 为 x 轴 ,， 并 将 该 轴 看 成 轴 对 
称 光 学 系统 的 光 轴 ,我 们 得 到 形 如 下 式 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 : 


BS0\” /8S0\* ee ,2。 2 
63 + ( 虱 ) Ta (1) 
式 中 7 是 离 了 轴 的 距离 ,So 是 Z 和 7 的 函数 . 
因为 窗 束 粒子 靠近 光 轴 行进 ， 誉 标 7 很 小 , 所 以 我 们 可 以 尝试 把 So 表 
为 7 的 固 级 数 . 这 个 级 数 的 头 两 项 是 
ee 5a(z)r2 (2) 


@ 在 忽略 螺 线 管 两 端 附近 场 的 均匀 性 的 扰动 时 , 螺 线 管内 部 就 有 这 样 的 场 . 
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式 中 a(zZ) 满足 方程 
po'(z) 十 o + 全 到 =0 (3) 
在 透镜 前 方 的 区 域 1, 我 们 得 到 ， 


au 一 





T— i 
式 中 Zz1 <0 是 常数 . 这 个 解 对 应 于 自由 粒子 束 ,， 沿 着 直线 从 区 域 1 内 光 轴 上 
T 二 Xl 点 出 射 . 实际 上 ,对 于 从 X= 二 zi 点 出 射 的 具有 动量 p 的 自由 运动 粒子 ， 
作用 量 函 数 是 

pr2 

T— TX1) 


So 一 DV72 十 (Z 一 Z1) A a 


类 似 地 , 在 透镜 后 方 区 域 2 中 ,我 们 写 出 : 
2 一 全 
人 一 To 
式 中 常数 Ze 是 点 zi 的 像 的 坐标 . 
在 透镜 里 面 的 区 域 3, 可 以 用 分 离 变 量 法 得 到 方程 (3) 的 解 , 我 们 有 : 


7r3) -Hot HE 
二 oot (名 s+C)， 


式 中 CC 是 一 个 任意 常数 . 


常数 CC 和 za (对 于 给 定 的 xz1) 可 以 借助 go(X) 在 T=0 和 z=1 的 连续 
性 要 求 定 出 : 


p eH p el eH 
一 一 一 一 一 一 一 一 三 一 一 一 一 ( 
Xr1 2c et /一 2Z2 2c 全 (中 +0) 
从 这 些 方程 消去 常数 C, 我 们 得 到 
(zl 一 8)(zz 十 内 = 一 
式 中 马 
2cp eHI! a 
th 
2cp 
i , eHl 
eH sin 一 一 
2cp 


@ 所 给 的 了 值 有 正确 的 正 负 号 , 不 过 为 证 明 这 一 点 , 需要 作 更 多 的 研究 . 
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857 ” 宽 光 线束 成 像 


我 们 在 上 节 所 考虑 的 用 罕 光 线束 来 成 像 的 情形 是 近似 的 ; 光束 愈 窗 , 像 
龟 准 确 〈 即 像 愈 清晰 ) . 我 们 现在 来 讨论 利用 任意 宽 的 光线 束 给 物体 成 像 的 
问题 . 

用 罕 光 线束 给 物体 成 像 对 于 任何 具有 轴 对 称 性 的 光学 系统 都 可 能 办 到 ， 
与 此 情形 不 同 , 利用 宽 光 线束 来 成 像 仅 仅 对 于 特别 构造 的 光学 系统 才 有 可 能 . 
在 856 中 已 经 指出 过 , 即使 加 上 了 这 个 限制 , 成 像 也 不 是 在 空间 所 有 的 点 都 
可 能 . 

以 后 的 推导 都 基于 下 面 的 重要 说 明 . 设 所 有 从 某 一 点 O 出 发 的 光线 , 穿 
过 光学 系统 后 , 又 在 另外 一 点 O' 相交 . 很 容易 看 出 , 所 有 光线 的 光 程 长 少 都 
是 一 样 的 . 实际 上 , 在 O 或 O' 每 一 点 的 近 旁 , 相交 的 光线 的 波 面 是 分 别 以 O 
及 0O' 为 心 的 球面 , 且 在 趋 近 于 O 和 0’ 的 极限 情形 下 , 波 面 退化 为 这 两 个 点 . 
但 是 波 面 是 等 相位 面 , 因此 , 演 春 不 同 的 光线 , 在 它们 与 两 个 已 定 波 面 的 交 
点 之 间 的 相位 变化 是 一 样 的 . 从 上 面 所 说 的 可 以 推断 , 不 同 的 光线 在 O 和 @/ 
两 点 间 的 总 的 相位 变化 也 是 一 样 的 . 

首先 让 我 们 来 考虑 利用 宽 光 线束 使 一 小 段 直线 生成 像 所 必须 满足 的 条 
件 ; 这 时 , 像 也 是 一 小 段 直线 . 我 们 选择 这 两 个 线段 的 方向 为 《和 8 轴 的 方 
向 , 其 原点 相应 地 在 物 点 O 和 像 点 0' 上 . 设 沁 为 从 O 出 发 到 达 O' 的 光线 的 
光 程 长 度 . 如 果 一 条 光线 从 与 O 点 无 限 近 的 一 点 (其 坐标 为 df) 出 发 , 到达 
像 所 在 的 一 点 (其 坐标 为 dé’), 这 条 光线 的 光 程 长 将 是 十 dy, 其 中 


_ Woe 4 Woe 


"7 d+ Be 


我 们 引入 “放大 率 ” 
By 

dé 
它 是 像 元 的 长 dt' 与 物 元 的 长 dé 之 比 . 因为 物 的 线段 很 短 , 放大 率 a 沿 着 该 
线段 可 以 当做 是 常数 . 按照 平常 的 写法 ,6%/0& = 一 ne, 8W/86 = ne (ne, ne 
是 光线 与 相应 的 & 轴 和 &’ 轴 夹 角 的 余弦 ), 我 们 得 到 


aé 


dt 一 (Qene = ne)dé. 


对 于 每 一 对 物 与 像 的 相应 点 , 光 程 长 录 + dy 对 于 所 有 从 点 dé 出 发 而 到 达 点 
d&' 的 光线 都 是 一 样 的 . 从 此 我 们 得 到 一 个 条 件 : 


Qene — ne =const. | (57.1) 
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这 就 是 我 们 所 求 的 条 件 , 它 是 在 利用 宽 光 线束 使 一 段 直 线 成 像 时 ,光线 在 光学 
系统 内 的 路 程 所 必须 满足 的 条 件 .所 有 从 O 点 出 发 的 光线 都 必须 满足 (57.1) 
式 . 

让 我 们 应 用 条 件 (57.1) 到 利用 轴 对 称 光学 系统 成 像 的 情形 . 

从 与 系统 的 光 轴 (z 轴 ) 重合 的 线段 成 像 开 始 , 显而易见 , 像 也 与 光 轴 重 
合 . 由 于 光学 系统 的 轴 对 称 性 , 一 条 洛 光 轴 行 进 的 光线 (nz = 1) 通过 光学 系 
统 后 并 不 改变 它 的 方向 , 也 就 是 说 ,和 = 1. 由 此 可 以 断定 ,(57.1) 式 中 的 常 
数 在 这 种 情况 下 等 于 az 一 1; 我 们 可 以 将 (57.1) 式 改 写 为 


1 一 mr 


三 一 TI， 





1—n, 
用 8 和 9 代表 光线 在 物 与 像 的 所 在 点 与 光 轴 的 夹 角 , 则 我 们 有 
1 一 me =1 一 ecosg= 2sin? 5， 1 -m=2sin? 5 


因此 , 我 们 得 到 成 像 的 条 件 如 下 : 





br = const = Varz. (57.2) 


接 下 来 , 我 们 来 研究 垂直 于 轴 对 称 系 统 光 轴 的 一 小 块 平 面 的 成 像 ; 该 像 
显然 也 垂直 于 这 个 轴 . 将 (57.1) 用 于 待 成 像 平 面 内 的 任意 线段 . 再 用 909 和 9 
代表 光线 与 光 轴 的 夹 角 , 我 们 得 到 


arsingl' 一 sing = const, 


对 于 从 物 平面 与 光 轴 的 交点 出 射 而 又 沿 着 这 个 光 轴 行进 的 光线 (9 = 0), 根 
据 对 称 性 , 我 们 必定 有 内 = 0. 因此 , const = 0, 于 是 我 们 得 到 成 像 条 件 为 


sing 





ee const = Qy. (57.3) 
1 


至 于 利用 宽 光线 束 来 形成 三 维 物体 的 像 , 很 容易 看 出 , 即使 对 于 一 个 无 
限 小 的 体积 , 这 也 是 不 可 能 的 , 因为 条 件 (57.2) 和 (57.3) 不 能 兼容 . 
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直接 从 单 色 平面 波 的 定义 可 以 知道 , 这 种 波 的 振幅 无 论 在 任何 位 置 和 任 
何 时 刻 都 是 一 样 的 . 这 样 的 波 在 空间 的 任何 方向 都 无 限 延 伸 , 而 且 在 从 -00 
到 +oo 的 整个 时 间 范 围 内 都 存在 . 假如 波 的 振幅 在 所 有 位 置 和 所 有 了 时刻 不 保 
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持 为 常量 , 那么 , 这 种 波 最 多 只 能 是 近乎 于 单 色 的 . 我 们 现在 来 讨论 一 个 波 
的 “ 非 单 色 程度 ”的 问题 . 

让 我 们 来 考虑 一 个 振幅 为 时 间 也 数 的 电磁 波 . 换 句 话说 , 在 波 经 过 的 空 
间 每 一 点 , 波 的 振幅 随 着 时 间 变 化 . 设 wo 是 波 的 某 一 平均 频率 . 这 时 , 波 的 
场 , 例如 电场 , 在 一 指定 点 有 Eo(t)e-iwot 的 形式 . 这 个 场 本 身 当 然 不 是 单 色 
的 ,然而 可 以 展开 为 单 色 波 , 即 可 以 展开 为 人 有 里 叶 积 分 . 这 个 展开 式 中 , 分 量 
的 振幅 与 积分 有 

/ Eo(t)ei(“~—%o)tdt. 


成 正比 , w 是 展开 式 的 分 量 的 频率 . 因子 el(%-“0t 是 一 个 周期 性 函数 , 其 平均 
值 为 零 . 如 果 Eo 是 常量 , 那么 , 对 于 所 有 w 关 wo 的 角 频 率 , 积分 就 真正 等 于 
零 了 . 如 果 Eo(t) 是 变量 , 但 是 在 一 个 大 小 与 1/|w -wo| 同 量 级 的 时 间 间 隔 内 
变化 很 小 , 那么 , 这 个 积分 就 几乎 等 于 零 , Eo 的 变化 愈 慢 , 积分 就 愈 近 于 零 . 
为 了 使 积分 与 零 有 显著 的 不 同 , Eo(t) 在 一 个 与 1/|w 一 wo| 同 量 级 的 时 间 间 隔 
内 必须 有 显著 的 变化 . 

我 们 用 At 表示 这 样 一 个 时 间 间 隔 的 量 级 , 在 这 个 时 间 间 隔 内 , 波 的 振 
幅 在 空间 一 给 定点 的 变化 是 显著 的 . 从 这 些 考虑 , 现在 可 以 推断 , 那些 在 这 
个 波 的 谱 分 解 中 有 显著 强度 的 、 与 wo 相差 最 大 的 频率 将 由 1/lw 一 wo| ~ Ai 
这 个 条 件 决定 . 如 果 用 Aw 表示 平均 频率 wo 附近 的 频率 间隔 , 而 这 个 频率 间 
隅 是 在 波 的 谱 分 解 之 内 , 那么 , 我们 将 有 关系 式 


Aw .At 一 1. (58.1) 


由 此 可 见 , At 愈 大 , 波 愈 近 于 单 色 ( 亦 即 Aw 愈 小 ) , 也 就 是 说 , 波 在 空间 给 
定点 的 振幅 变化 也 就 愈 慢 . 

对 于 波 矢 也 容易 推导 出 与 (58.1) 相似 的 关系 . 设 Az, Ay, Az 是 沿 着 
7z,y,Z 各 轴 的 距离 的 数量 级 , 在 这 些 距 离 内 , 波 的 振幅 有 显著 的 变化 . 在 给 定 
时 刻 , 波 的 场 作为 坐标 x 的 函数 (y 和 z 固定 ) 有 如 下 形式 


Eo(r)e™™", 


此 处 的 ko 是 波 矢 的 某 个 平均 值 . 与 推导 (58.1) 式 完全 一 样 , 我 们 可 以 求 得 波 
的 傅 里 叶 积 分 展开 式 中 所 含 的 间隔 值 Ak. 这 时 , 我 们 得 到 


Akz:AT~1, Ak,y.:Ay~1, Ak,:Az~1. (58.2) 


让 我 们 来 研究 在 有 限时 间 间 隔 内 辐射 出 去 的 波 这 个 特例 . 用 At 代表 这 
个 时 间 间 隔 的 数量 级 . 波 在 空间 给 定点 的 振幅 在 波 完 全 通过 该 点 的 时 段 At 内 
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有 显著 的 变化 . 根据 (58.1) 式 , 我 们 现在 可 以 说 这 样 的 波 的 “ 非 单 色 性 ”Aw 
不 能 小 于 1/At (大 一 些 当然 是 可 以 的 ) : 


Aw > A (58.3) 


同样 ， 如果 Az, Ay, Az 是 波 在 空间 延展 的 数量 级 , 那么 ,对 于 在 波 的 
分 解 中 的 波 矢 分 量 值 的 分 布 , 我 们 得 到 


Al > Ak, > 


人 人 
~ Arz y~ Ay’ 


未 二 (58.4) 

从 这 些 公 式 可 以 断定 , 如果 光束 有 有 限 的 宽度 , 那么 , 在 这 样 的 光束 中 ， 
光 的 传播 方向 不 可 能 严格 不 变 . 取 光 束 中 光 的 (平均) 方向 作为 z 轴 , 我 们 得 
到 

1 入 
0， 之 

式 中 , 9, 是 光束 在 zy 平面 内 对 其 平均 方向 偏差 的 数量 级 ,入 是 波长 . 

男 一 方面 , 公式 (58.5) 回答 了 光学 成 像 清 晰 度 的 极限 问题 . 按照 几何 光 
学 , 一 束 光 束 的 所 有 光线 都 应 相交 在 一 点 ,而 在 实际 上 , 所 得 的 像 并 不 是 一 
个 几何 点 , 而 是 形成 一 个 斑点 . 按照 (58.5) 式 , 我 们 得 到 这 个 斑点 的 宽度 A 


了 
A~ ~ (58.6) 


其 中 , 9 是 光束 的 张 角 . 这 些 公 式 不 但 可 以 应 用 到 像 上 , 而 且 也 可 以 应 用 到 物 
上 . 就 是 说 , 我们 可 以 断定 , 在 观察 从 一 个 发 光 点 出 射 的 光束 时 ,不 可 能 区 别 
这 个 点 与 一 个 大 小 为 9 的 物体 . 相应 地 , 公式 (58.6) 决定 显微镜 的 分 辨 能 
力 的 极限 . A 的 最 小 值 是 入 (在 0~1 时 达到 ), 这 与 如 下 事实 完全 符合 , 即 几 
何 光学 的 极限 是 由 光波 的 波长 决定 的 . 


习 题 


求 一 个 与 光 阅 相距 1 的 平行 光束 所 产生 的 光束 的 最 小 宽度 的 数量 级 . 
解 : 设 在 光 益 上 的 孔径 为 d, 从 (58.5) 得 到 光束 的 偏转 角 (“衍射 角 ”) 
为 A/d, 从 而 得 到 光束 宽度 的 数量 级 为 d 十 (和 /d)l. 这 个 量 的 最 小 值 ~ VAL. 
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几何 光学 定律 只 有 在 波长 可 以 看 做 无 限 小 的 理想 情况 下 才 是 严格 正确 
的 . 这 个 条 件 满 足 得 愈 不 好 , 与 几何 光学 的 偏差 就 愈 大 . 由 这 种 差异 所 导致 的 
现象 被 称 为 衍射 现象 . 


(58.5) 
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例如 , 在 光 中 传播 的 路 径 上 , 放置 一 个 障碍 物 一 一 一 个 任意 形状 的 不 透 
明 物 体 (我 们 称 它 为 屏 ), 或 者 , 例如 , 光 经 过 不 透明 屏 的 孔 , 这 时 , 我 们 就 
6 观 察 到 衍射 现象 . 如 果 几 何 光学 定律 被 严格 地 满足 的 话 , 那么 , 在 屏 后 的 影 
区 与 光照 区 域 会 有 非常 清楚 的 分 界线 . 由 于 衍射 ,光与影 之 间 没 有 明晰 的 界 
限 , 而 光 强 分 布 图 形 其 为 复杂 . 屏 愈 小 , 或 屏 上 的 光 孔 愈 小 , 或 波长 愈 大 , 这 
种 衍射 现 绷 册 愈 强 . 

衍射 理论 的 任务 就 是 , 在 物体 位 置 与 形状 一 定 (光源 位 置 也 一 定 ) 的 情 
况 下 , 求 光 的 分 布 , 亦 即 整个 空间 电磁 场 的 分 布 . 这 个 问题 的 严格 解 只 有 通 
过 求解 波动 方程 才 可 能 得 到 , 求解 时 要 利用 到 物体 表面 所 满足 的 适当 边界 条 
件 , 而 这 些 边界 条 件 则 与 物质 的 光学 性 质 有 关 , 这 样 的 求解 往往 遇 到 很 大 的 
数学 困难 . 

然而 , 在 大 多 数 情况 下 ,对 于 光 在 光与影 的 界限 附近 的 分 布 问 题 , 利用 
近似 方法 求解 就 够 了 . 我 们 可 以 将 这 种 方法 用 于 与 几何 光学 相差 不 大 的 情形 ， 
这 种 情形 是 : 第 一 , 所 有 物体 的 大 小 都 比 波长 大 很 多 (这 个 要 求 既 适用 于 屏 
和 和 孔 的 尺度 , 也 适用 于 从 物体 到 光 的 发 射 点 和 观察 点 的 距离 ); 第 二 , 光 的 方 
向 与 几何 光学 所 给 出 的 光线 方向 相差 很 小 . 

现在 我 们 来 考虑 任意 一 个 有 了 筷 的 屏 ,光线 从 光源 出 发 穿 过 这 个 孔 . 图 9 
表示 屏 的 断面 ( 粗 线 ); 光 行 进 的 方向 是 从 左 向 右 . 用 立 代 表 吾 或 互 的 任 一 
分 量 . 这 时 , 我 们 把 ， 理解 为 仅仅 是 坐标 的 函数 ,， 即 不 包含 与 时 间 有 关 的 因 
子 ewt. 我 们 的 问题 是 决定 光 的 强度 , 也 就 是 决定 在 屏 后 面 的 任何 一 个 观察 
点 一 的 场 w. 在 与 几何 光学 相差 无 几 的 情况 下 近似 求解 这 个 问题 时 , 我 们 可 
以 认为 ,在 屏 孔 的 点 上 , 场 与 没有 屏 存 在 时 一 样 . 换 句 话说 , 此 处 的 场 可 以 直 
接 从 几何 光学 推出 . 屏 背 面 的 所 有 点 上 , 场 可 以 算 做 零 . 这 时 , 屏 本 身 的 特性 
( 即 屏 物质 的 特性 ) 显然 不 起 作用 . 同时 也 很 明显 , 在 我 们 所 考虑 的 情形 下 ， 
对 于 衍射 , 重要 的 仅 是 屏 孔 的 边缘 形状 , 至 于 不 透明 的 屏 的 形状 则 无 关 紧 要 . 

我 们 用 任 一 曲面 次 着 屏 的 孔 , 而 这 个 曲面 以 孔 的 边缘 为 界 (这 样 的 一 个 
曲面 的 断面 图 用 虚线 表示 在 图 9 中 ). 我 们 将 这 个 曲面 分 割 为 面积 为 df 的 
若干 块 , df 的 尺度 比 孔 小 , 但 比 光 的 波长 大 . 我 们 可 以 将 这 些小 块 ( 光 要 经 
过 这 些小 块 ) 中 的 每 一 块 本 身 当做 光波 的 源 , 光波 从 这 个 小 块 向 各 方向 射出 ， 
我 们 来 考虑 在 忆 点 的 场 , 这 一 点 的 场 是 遮盖 着 屏 孔 表面 的 所 有 小 块 df 在 该 
点 所 产生 的 场 的 登 加 的 结果 (这 被 称 为 惠 更 斯 原理 ) . 

小 块 df 在 已 点 所 产生 的 场 显 然 与 在 小 块 df 本 身上 的 场 之 值 成 正比 
(提醒 一 下 , 我 们 已 经 假定 了 , 在 df 本 身上 的 场 与 没有 屏 存 在 时 一 样 ) . 此 


@ 以 后 我 们 所 讨论 的 衍射 ,都 是 光 的 入 射 ; 所 有 这 些 同 样 的 讨论 , 当然 也 可 以 应 用 于 任意 
的 电磁 波 . 


859 行 射 . 165 . 


外 , 在 PP 点 的 场 又 与 面积 df 在 与 方向 n 垂直 的 平面 上 的 投影 df 成 正比 ， 
方向 n 是 光 从 光源 到 dj 的 方向 . 这 是 从 以 下 的 事实 得 来 的 , 即 不 管 面 元 df 
的 形状 如 何 , 只 要 投影 面 df 保持 不 变 , 相同 的 光线 将 经 过 面 元 df ; 因此 面 
元 df 对 P 点 的 场 的 影响 将 是 一 样 的 . 

由 引 可 见 , 小 块 df 在 PP 点 所 产生 的 场 与 wdf 成 正比 . 此 外 , 我们 还 必 
须 考虑 到 波 从 df 传播 到 PP 点 的 过 程 中 的 相位 与 振幅 的 变化 . 这 种 变化 的 规 
律 是 由 公式 (54.3) 来 决定 的 . 因此 必须 以 (1/R)e*R 乘 udf (此 处 的 哺 是 从 
df 到 P 的 距离 , 而 上 则 是 光 的 波 和 撩 的 绝对 值 ), 于 是 我 们 得 到 所 求 的 场 等 于 


eikR 


位 也 -djn， 


其 中 oa 仍 是 一 个 未 知 常数 . 已 点 的 场 是 所 有 面 元 df 在 该 点 所 产生 的 场 的 登 加 
的 结果 , 因此 它 等 于 





ikR 
up =4/ 守 df, (59.1) 


此 处 的 积分 遍及 以 屏 筷 边缘 为 界 的 曲面 . 在 我 们 所 考虑 的 近似 中 , 这 个 积分 
当然 不 能 与 这 个 曲面 的 形状 有 关 . 公式 (59.1) 显然 不 仅 可 以 应 用 到 屏 上 有 了 乱 
的 衍射 ,而 且 也 可 以 应 用 到 光 在 其 周围 可 以 目 由 传播 的 屏 的 衍射 . 在 这 种 情 
形 下 ,(59.1) 式 内 的 积分 面 应 该 伸延 到 屏 的 各 个 边线 . 

为 了 决定 常数 a, 我们 考虑 一 个 沿 z 轴 传 播 的 平面 波 ; 波 面 与 yz 平面 平 
行 . 设 为 场 在 yz 平面 内 的 值 .那么 ,已 点 (我 们 选择 这 一 点 在 z 轴 上 ) 的 场 
等 于 wp = tueikz. 另 一 方面 , 尸 点 的 场 也 可 以 由 公 式 (59.1) 来 决定 , 选取 ( 例 
如 ) yz 平面 为 积分 面 . 同时 , 因为 衍射 角 很 小 , 在 yz 平面 内 的 点 中 , 只 有 那 
些 靠近 原点 的 点 在 积分 中 才 重 要 , 即 重要 的 是 y,z 之 7 的 点 (fz 是 PP 操 的 从 
标 ). 因此 ， 


R= VitR+Hvrt 
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而 (59.1) 则 化 为 


ikz 十 co co 
up = oue 一 a exp (i ) sy exp (i 入 >) 
式 中 ,4 是 常数 (在 yz 平面 内 的 场 ); 在 因子 1/R 中 , 我 们 可 以 使 尺 sz = 
const . 若 将 y = &V2zx/k 代入 ， ear 


十 co 
人 de = 三 cosé2dé 十 :/ sin ?2dé = VS 十 i)， 


从 而 我 们 得 到 wp = ave™*? .2in/k. 另 一 方面 , UP 二 veit* ,因此 a= 二 k/(27i). 将 
它 代 入 (59.1) 式 , 我 们 最 后 得 到 所 提出 问题 的 解 如 下 : 
up = | Rdf. (59.2) 
在 推导 (59.2) 式 时 , 假设 了 光源 实质 上 是 一 个 点 , 并 且 假 设 了 光 是 严格 
单 色 的 。 然 而 , 对 于 发 射 非 单 色 光 的 实际 延展 光源 的 情形 , 并 不 需要 做 特殊 
的 处 理 。 由 于 光源 不 同 点 发 射 的 光 完 全 独立 ( 非 相 干 ) ， 以 及 发 射 光 不 同 谱 
成 分 的 非 相 干 性 , 总 的 衍射 图 案 就 是 从 光 的 各 独立 成 分 衍射 得 到 的 强度 分 布 
之 和 . 
现在 让 我 们 应 用 公式 (59.2) 来 求 一 条 光线 在 经 过 它 与 焦 散 面相 切 之 点 
时 的 相位 变化 问题 ( 见 §54 末尾 ). 我 们 选择 任意 的 一 个 波 面 作为 在 (59.2) 
式 中 的 积分 面 , 再 求 P 点 的 场 up, 此 处 的 PP 点 是 在 某 一 条 光线 上 , 它 与 光 
线 同 我 们 所 选 定 的 波 面 的 交点 的 距离 为 z (我 们 选 定 这 一 点 作为 坐标 原点 O， 
而 以 在 O 点 与 波 面相 切 的 平面 作为 yz 平面 ) . 在 求 (59.2) 的 积分 时 ,仅仅 
波 面 在 O 点 附近 的 一 个 小 面积 是 重要 的 . 如 果 选 择 zy 和 zz 平面 与 波 面 在 O 
点 的 主 曲率 平面 相 重 合 , 那么 , 在 这 一 点 的 附近 , 波 面 的 方程 是 
yy z2 
~ 2R1 22 
式 中 , Ri 和 Rs 是 曲率 半径 . 从 在 波 面 上 以 了 基 ,y,z 为 坐标 的 一 点 到 以 zx,0,0 
为 坐标 的 PP 点 的 距离 R 则 是 
/1 1 z22/1 1 
-Fwz+ 纯 (二 -让 + 人 (站) 
在 波 面 上 , 场 4% 可 以 当做 常数 ; 因子 1/R 亦 可 当做 常数 . 既然 我 们 只 对 波 的 
相位 变化 有 兴趣 , 所 以 我 们 略 去 系数 , 并 简单 地 写 
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波 面 的 曲率 中 心 是 在 我 们 所 考虑 的 光线 上 的 z= Ri 和 z= Ro 两 点 ; 这 
两 点 就 是 光线 与 焦 散 面相 切 的 切 点 . 设 Ro < Ri. 当 z < Ro 时 ,两 个 积分 号 内 
的 指数 式 中 的 i 的 系数 都 是 正 数 , 这 两 个 积分 的 每 一 个 都 正比 于 (1+i) . 因此 ， 
在 未 与 焦 散 面 第 一 次 相 切 的 这 部 分 光线 上 , 我 们 有 wp ~ eikz. 当 R。<z< Ri 
时 ,在 两 个 切 点 之 间 的 这 部 分 光线 上 , 沿 着 y 的 积分 正比 于 (1+i) ， 但 党 
者 z 的 积分 则 正比 于 1 一 i,， 因此 两 者 之 积 就 不 包含 i 于 是 在 这 里 我 们 有 
UP 作 一 je*” 一 ei(kz-7/2) ,就 是 说 , 当 光 线 经 过 第 一 个 焦 散 面 附 近 时 ，, 光线 的 相 
位 发 生 了 一 x/2 的 额外 变化 . 最 后 , 当 z > Ri 时, 我们 有 wp ~ 一 eikz = ei(kr-n) ， 
就 是 说 当 光 线 经 过 第 二 个 焦 散 面 附近 时 , 相位 又 发 生 了 一 次 -r/2 的 变化 . 


习 题 


求 光 线 与 焦 散 面相 切 的 切 点 附近 的 光 强 度 分 布 . 

解 : 为 了 解决 这 个 问题 , 我 们 利用 公式 (59.2), 其 中 的 积分 面 可 以 用 任 
意 的 一 个 波 面 ， 但 这 个 波 面 离开 光线 同 焦 散 面 的 切 点 要 足够 得 远 . 在 图 10 
中 ,ab 是 这 个 波 面 的 一 段 , 而 ao 凡 是 焦 散 面 的 一 段 ;a' 凡 是 曲线 ab 的 渐 慑 线 . 
我 们 所 要 研究 的 是 光线 QO 与 焦 散 面 的 切 点 O 附近 的 光 强 度 分 布 ;假设 光线 
QO 段 的 长 度 万 足够 大 .我 们 用 并 代表 从 O 〇 点 沿 着 焦 散 面 的 法 线 的 距离 ,并 
认为 在 法 线 上 的 点 的 工 值 向 着 曲率 中 心 的 方向 为 正 . 





图 10 


(59.2) 式 中 的 被 积 函 数 是 距离 尼 的 函数 , 尽 是 从 波 面 上 任意 一 点 人 7 
到 记 点 的 距离 . 按照 束 知 的 渐 尾 线 的 性 质 , 颖 OO' 的 长 与 线段 Q'O' 的 长 之 
和 (QQ'O' 切 于 OO 点 ) 等 于 线段 QO 之 长 (QO 切 于 OO 点 ) . 对 于 互相 邻近 
的 点 O 与 O ,我 们 有 OO' = 0p (p 是 焦 散 面 在 O 点 的 曲率 半径 ) . 因此 
Q'O' = 二 DD 一 0p. 距离 QO( 洛 直线 ) 近似 地 等 于 (假设 0 角 很 小 ): 
3 
Q'O~QO'+psing = D- p+psin0~ DO-. 
最 后 ,距离 RR 二 QP 是 RQ@O-2Isin0 守 OOO-2z0, 即 


Re D- 20— 5p0°. 
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将 上 式 代 入 (59.2), 我 们 得 到 


十 oo 9 
UP ~ 站 exp (~ikz 一 ee d0 = 2 / COS (es 十 0 ) dl 
一 CDc 0 


(被 积 函 数 内 的 1/D 的 变化 是 


以 我 们 假设 它 是 常数 ) . 引入 新 积分 变量 ££ 二 (kp/2)!/30, 我 们 得 到 


很 慢 的 ,因而 比 起 指数 因子 来 就 不 重要 了 ,所 


31 0 1.2 
UP 必 趾 17 < 
\ p 


式 中 ,GB(t) 即 所 谓 艾 里 函数 旬 ， 


对 于 强度 了 ~ up]*, 我 们 可 写 出 


2、\ 1/6 3j 72 
I=24 (至 ) Pp? [: 本 
p p 


(关于 常数 因子 的 选择 ， 见 下 ). 


当 2Z 是 大 的 正 值 时 ， 我 们 


由 此 得 到 渐 近 公式 





4z3/2 2k2 
~ 5 人 3 Vp 


oo 必 
®(t) = 云 / cos ( 司 +ét) dé 


@ 艾 里 因数 更 (的 定义 是 


见 本 教程 第 三 卷 Sb) . 当 毅 数 的 自 变 量 是 大 的 正 值 时 , @(t) 的 渐 近 式 是 


®(t) 
就 是 说 8(t) 按照 指数 式 趋 近 于 零 . 当 
Bt) 久 


作 减 幅 振 荡 . 


艾 里 师 数 与 1/3 阶 麦克 唐 纳 随 数 (变型 汉 克 尔 阴 数 ) 的 关系 为 : 


®(t 


公式 (2) 对 应 于 Ku(t) 的 渐进 展开 : 


1 2 3/2 
~ 91174 XP (-3 ) 


t 是 大 的 负 值 时 , @(t) 按 规律 


三 7 sn |3 (— t)3/2 十 | 


t 2 3/2 
一 一 一 —t ， 
) V 3x 1/3 (3 ) 
/ 工 < 
K,(t) Le pri 人 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 
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就 是 说 强度 按 指数 规律 下 降 ( 影 区 ). 当 字 是 大 的 负 值 时 ， 我 们 有 


_ 3/2 2 
TIT Ea sin” 2 十 三 
V 一 人 p 4 


就 是 说 强度 快速 地 振荡 ; 强度 在 振荡 时 的 平均 值 是 











由 此 显 见 常数 4 的 意义 一 一 它 是 忽略 衍射 效应 时 从 几何 光学 得 到 的 远离 焦 
散 面 的 强度 . 
函数 下 ( 引 在 t= 一 1.02 达到 其 最 大 值 0.949,， 因 而 在 z(2k2/p)1/3 = 一 1.02 
达到 最 大 强度 
T= 2.03Ak!/3p-1/6. 


在 光线 与 焦 散 面相 切 那 一 点 (xz = 二 0)，, 我 们 有 
T= 0.89Ak!/3p-1/6 


(因为 8(0) = 0.629) .所 以 在 焦 散 面 附 近 ， 光 强度 正比 于 ki/3， 即 正比 于 
和 -1/3 (和 是 波长 ). 当 入 一 0 时, 光 强 度 趋向 无 穷 大 ,正如 它 所 应 该 的 那样 
( 见 854). 
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如 果 光 源 和 我 们 求 光 强 度 的 那 一 点 书 都 位 于 与 屏 的 距离 为 有 限 之 处 , 那 
么 , 在 求 己 点 光 的 强度 时 , 我们 在 (59.2) 中 取 积 分 的 波 面 上 , 只 有 一 个 小 区 
域内 的 点 才 是 重要 的 , 这 个 区 域 是 在 光源 和 P 点 的 连 线 附近 . 实际 上 , 既然 
同 几 何 光 学 的 偏差 不 大 , 从 波 面 的 各 点 到 达 已 点 的 光 的 强度 , 当 我 们 从 这 条 
线 移 开 时 , 就 减 小 得 很 快 . 这 种 只 有 波 面 的 一 小 部 分 起 作用 的 衍射 现象 称 为 
菲 涅 耳 衍 射 现 象 . 

现在 我 们 来 考虑 任意 一 个 屏 的 菲 涅 耳 衍 射 . 上 面 我 们 已 经 说 过 , 对 于 给 
定点 P, 只 有 在 屏 的 边缘 的 一 个 小 区 域 对 于 这 种 衍射 是 重要 的 . 但 是 , 对 于 
足够 小 的 区 域 , 屏 的 边缘 总 可 以 当做 一 条 直线 . 从 现在 起 , 凡 说 到 屏 的 边缘 意 
思 就 是 指 这 样 一 小 段 直线 . 

我 们 选择 经 过 光源 @ 和 屏 的 边缘 线 的 平面 作为 zy 平面 (图 11) . 我们 
选择 zz 平面 同 zy 平面 垂直 并 且 经 过 Q 点 和 观察 点 书 , 忆 点 就 是 我 们 求 光 强 
度 的 那 点 . 最 后 我 们 选择 坐标 原点 O 在 屏 的 边缘 上 , 这 样 一 来 , 所 有 三 个 轴 
的 位 置 就 完全 确定 了 . 


“170 ， 





设 从 光源 @ 到 原点 的 距离 为 也 我们 用 D; 代表 观察 点 己 的 zz 坐标 , 而 
用 a 代表 P 忆 点 的 z 坐标 , 即 从 PP 点 到 zy 平面 的 距离 . 按照 几何 光学 , 光 只 
能 穿 过 zy 平面 上 方 的 点 ; 至 于 在 zy 平面 下 方 的 区 域 , 按照 几何 光学 应 当 处 
于 阴影 中 (几何 影 区 ). 

现在 我 们 来 确定 几何 影 区 边缘 附近 屏 上 的 光 强 度 分 布 , 即 是 在 a 的 值 比 
Ds 和 D。 都 小 之 处 的 光 强 度 分 布 . 负 的 d 值 表示 P 点 位 于 几何 影 区 中 . 

我 们 选择 经 过 屏 边 缘 线 且 垂 直 于 zy 平面 的 半 平 面 为 (59.2) 中 的 积分 面 . 
在 这 个 面 上 的 点 的 xz 和 w 坐标 有 z = ytana 的 关系 (a 是 屏 边 缘 线 与 了 轴 的 
夹 角 ), 而 z 坐标 是 正 的 . 光源 @ 在 相距 为 Ro (从 8 所 在 点 算 起 ) 的 地 方 所 
产生 的 波 的 场 正比 于 因子 exp(ikR。). 因此 在 积分 面 上 的 场 久 正比 于 


VU ~ EXp lV 十 2 十 (Do 十 ytana?| 
在 积分 式 (59.2) 中 , 现在 RR 必须 代 以 


R= V+(2—d)?+(D,— ytana)?. 


被 积 隔 数 中 的 缓 变 因子 比 起 指数 因子 来 是 不 重要 的 . 因此 , 我们 可 以 将 1/R 
当做 常数 , 而 以 dydz 代替 df. 于 是 我 们 求 得 在 P 点 的 场 为 


十 Co OC 
UP ~ | / exp ikV Ds + ytano)s 十 V2 十 22 十 
一 ce J0 
+A/(D -ytana)2 十 急 十 (z 一 | dydz. (60.1) 


我 们 已 经 说 过 , 落 到 P 点 的 光线 主要 是 来 自 积分 平面 上 O 点 附近 的 点 . 
因此 在 积分 (60.1) 中 , 只 有 那些 比 Do 和 Do 都 小 的 y 和 zz 的 值 才 是 重要 的 . 
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根据 这 个 理由 , 可 以 写 出 
oR 
VD ryanap TH+AY Dat Lo + ytan a, 
gq 


2 
(D, — ytana)?+y 二 + (z—d)? ~ Dy,+ 





我 们 将 上 式 代 人 (60.1) . 因为 我 们 只 注意 作为 距离 a 的 隙 数 的 场 , 所 以 常数 
因子 exp[ik(Dp 十 Da)] 可 以 略 去 ; 对 dy 的 积分 所 得 的 式 子 也 不 包含 d, 因而 
也 可 以 略 去 , 于 是 我 们 有 


u | ik | —d)*|)ld 
De I 2D "2D 人 


这 个 式 子 也 可 以 写成 
1 ( 1 ,1 ): d | 
4 ”2DP Ds)/ DD; 
UP ~ Exp (rawS55}/ exp > dz. (60.2) 
D, Ds 


光 的 强度 由 场 的 平方 所 决定 , 就 是 说 ,由 wp 的 模 的 平方 |lupl? 决定 . 因 
此 , 当 计 算 强 度 时 , 积分 号 前 面 的 因子 不 存在 了 , 因为 用 它 的 复 共 轿 式 来 乘 ， 
其 结果 为 1. 在 积分 内 , 我 们 作 以 下 的 替换 : 


那么 , 我 们 得 到 村 
UPp~ / ei7 dn, (60.3) 


kDa 
= dj 50D FD (60.4) 
因此 ,PP 点 的 强度 I 是 
2 ro 。 | I 1 1\? 
V2 an = (ce + + (sto)+3) 
Vz Vz 
C(z) = V2/ cos712d7， S(z)= V2/ sin7 dn 


其 中 


I ， (60.5) 


| 











其 中 
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称 为 菲 涅 耳 积 分 . 公式 (60.5) 解决 了 所 提出 的 问题 , 即 确定 作为 a 的 图 数 的 
光 强 度 . 我 们 可 以 看 出 ,Jo 是 在 照明 区 内 同 影子 边缘 不 太 接 近 的 点 上 之 强度 ; 
更 正确 一 些 说 , 是 包 六 1 的 地 方 的 光 强 (在 内 一 oo 时 Clco) = 5(o0) = 1/2). 

几何 影 区 与 负 w 相应 . 在 w 为 负 值 且 绝 对 值 很 大 的 情况 下 ,容易 求 出 
I(w) 的 渐 近 式 . 为 此 , 我们 按 下 面 方式 进行 . 作 分 部 积分 , 我 们 有 


OO OC 
i PE in2 Q7 
人 3 





在 方程 式 的 右边 再 作 一 次 分 部 积分 , 并 重复 这 种 过 程 , 我 们 得 到 LV/lw| 的 老 


级 数 : 
in? I — oiw’ 0 
人 e" d7 一 e ( il 十 4 ) . (60.6) 


虽然 这 样 的 一 个 无 穷 极 数 不 收 敛 , 但 是 因为 当 |w| 很 大 时 , 以 后 的 项 衰减 得 
很 快 , 因而 当 lw| 足够 大 时 第 一 项 已 经 很 好 地 代表 左边 肾 数 了 (这 种 级 数 称 
为 渐 近 的 ) . 因此 , 对 于 强度 I(w),(60.5), 我 们 得 到 适用 于 w 为 绝对 值 很 大 
的 负 值 的 情形 的 渐 近 公式 如 下 : 
To 

= (60.7) 
我 们 看 出 , 在 几何 影 区 内 , 距 影 边缘 很 远 的 地 方 ,强度 与 到 影 边缘 的 距离 的 
平方 成 反比 地 趋 近 于 零 . 

我 们 现在 来 考虑 w 的 正 值 , 即 考虑 zy 平面 上 方 的 区 域 . 我 们 写 出 


oo +o0 | A 0 
/ ein dn 一 / ei7 dn 一 / ein dn 二 (1 十 D3 一 [ ein dy. 
—wW 一 Do 一 Oo WwW 


对 于 足够 大 的 凤 , 可 以 用 方程 式 右边 的 积分 的 渐 近 式 , 于 是 我 们 有 


/ eT dn 和 (1 十 DE 浊 el (60.8) 
将 上 式 代 入 (60.5) , 则 我 们 得 到 
yp L + /i 2 . (60.9) 
TT 20 


因此 , 在 照明 区 域内 距 影 边缘 其 远 处 , 强度 有 无 穷 多 的 极 大 值 和 极 小 值 , 因 
而 比值 I/ 在 1 的 两 边 振荡 不 已 . 随 着 w 增 大 , 振荡 的 振幅 随 着 与 影 边缘 的 
距离 成 反比 地 减 小 , 极 大 值 与 极 小 值 的 位 置 和 逐渐 地 彼此 接近 . 

对 于 小 的 w, 定性 来 说 , I(w) 也 有 同样 的 特性 . 图 12 就 表 出 了 这 种 特性 . 
在 几何 影 区 内 ， 当 我 们 从 影 的 边界 移 开 时 , 强度 单调 地 减 小 (在 影 区 边界 本 
身上 , 7/ 石 =1/4) . 对 于 正 的 w, 强度 将 有 交替 的 极 大 值 和 极 小 值 . 在 第 一 个 
(最 大 的 ) 极 大 值 ,了 /Jo = 1.37. 
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S| = 


几何 影 区 
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物理 应 用 中 特别 感 兴趣 的 衍射 现象 , 是 那些 在 平面 平行 光束 人 射 到 屏 上 
时 所 发 生 的 现象 . 由 于 衍射 的 结果 ,光束 不 再 平行， 有 光线 沿 着 与 初始 方向 
不 同 的 方向 传播 . 我 们 来 考虑 决定 在 屏 后 远 距 离 处 衍射 光 强 随 方向 分 布 的 问 
题 (此 处 所 阐述 的 问题 即 为 夫 琅 禾 费 衍射 ) . 这 里 我 们 再 次 限于 同 几 何 光 学 
偏离 很 小 的 情形 , 即 假设 光线 同 初 始 方 回 的 偶 离 角 (衍射 角 ) 很 小 . 

这 个 问题 的 解决 可 以 从 通 式 (59.2) 出 发 , 然后 过 渡 到 光源 和 观察 点 都 离 
屏 无 穷 远 的 极限 情况 . 我 们 正在 考虑 的 情况 的 特征 是 , 在 决定 衍射 光 强 度 的 
积分 中 , 取 积 分 的 整个 波 面 都 是 重要 的 (与 此 对 照 , 在 菲 涅 尔 衍射 的 情况 下 ， 
只 有 屏 边缘 附近 的 波 面 才 重 要 ) @. 

然而 , 较 简 单 的 办 法 是 重新 处 理 这 个 问题 , 而 不 借助 通 式 (59.2) . 

我 们 用 wo 表示 假如 几何 光学 严格 成 立 的 话 屏 后 可 能 存在 的 场 . 这 个 场 
是 平面 波 , 但 其 截面 上 有 某 个 区 域 (相应 于 不 透明 屏 的 “阴影 ”) 场 为 零 . 用 
S 表示 该 平面 截面 上 场 wo 不 等 于 零 的 部 分 ; 因为 每 个 这 样 的 平面 是 平面 波 
的 波 面 ,所 以 在 整个 S 面 上 wo = const . 

然而 , 实际 上 , 截面 积 有 限 的 波 不 可 能 是 严格 的 平面 波 ( 见 858) . 在 它 
的 空间 侍 里 叶 展 开 中 ，, 会 出 现 具 有 不 同方 向 波 矢 的 分 量 , 这 正 是 衍射 的 起 源 . 
”” @ 回 到 公式 (60.2) 并 将 其 应 用 到 (例如 ) 宽度 为 a 的 狭 颖 (而 不 是 孤立 屏 的 边缘 ) , 我 们 容 
易 得 到 菲 涅 尔 衍射 和 夫 琅 禾 费 衍射 的 判 据 . (60.2) 中 对 dz 的 积分 则 应 当 从 0 到 a 进行 . 菲 涅 尔 
衍射 对 应 的 情况 是 , 被 积 陋 数 指数 中 含 z2 的 项 是 重要 的 , 且 积 分 上 限 换 为 ceo. 对 于 这 种 情况 ， 
我 们 有 

ka? (元 + 去 ) > 1. 


男 一 方面 , 如 果 把 这 个 不 等 式 反 过 来 , 含 z? 的 项 可 以 略 去 , 这 种 情况 就 对 应 于 夫 琅 禾 费 衍射 . 
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将 场 wo 对 波 横 截面 平面 内 的 坐标 % z 展开 为 二 维 傅 里 叶 积 分 . 对 于 傅 里 
叶 分 量 , 我 们 有 : 
Vg 一 {| aereraydz (61.1) 


式 中 矢量 g 是 yz 平面 内 的 常 撩 量 ; 积分 实际 上 只 沿 yz 平 面 内 wo 不 等 于 零 的 
9 部 分 进行 . 如 果 尼 是 入 射 波 的 波 矢 , 场 分 量 woe97 就 给 出 波 和 拓 k= k++ gq. 
因此 矢量 g = 有 一 kk 决定 了 衍射 中 波 矢 的 变化 . 因为 绝对 值 k= k= w/c, 故 
zy 和 zz 平面 内 的 小 衍射 角 09,,0; 与 失 量 g 分 量 有 如 下 关系 : 


(ww ww 
dy 二 = dz 二 -02 (61.2) 


因为 同 几何 光学 偏离 很 小 , 可 以 假设 场 wo 展开 式 中 的 分 量 与 实际 衍射 
光 场 的 分 量 恒 等 , 所 以 公式 (61.1) 完全 解决 了 我 们 的 问题 . 

入 射 光 的 强度 分 布 由 作为 天 量 g 的 函数 的 平方 jue| 给 出 .与 人 射 光 强 度 
的 关系 由 如 下 公式 决定 


dqydg; 
2 2C9dy 
// uodydz = / [wal [2n)3 (61.3) 


(比较 (49.8) ) . 由 此 可 见 , 衍射 到 立体 角 do = dbvdb: 内 的 相对 强度 由 下 式 
给 出 





2 
Vg 
Uo 








|ugl” dqydg; >、 
us (2nx)? 2xc 

现在 我 们 来 考虑 两 个 “互补 屏 ” 的 夫 琅 禾 费 衍射 . 第 一 个 屏 上 有 一 些 孔 ， 
第 二 个 屏 在 第 一 个 屏 的 孔 处 是 不 透明 的 , 反之 则 反 . 我 们 用 wD 和 vw(2) 来 代 
表 这 些 屏 所 衍射 的 光 的 场 (两 种 情况 的 入 射 光 相同 ) . 因为 uw 和 we) 是 用 
在 这 些 屏 孔径 面 上 的 积分 (61.1) 来 表示 的 , 而 两 个 互补 屏 上 的 孔径 结合 起 来 
就 构成 整个 平面 , 所 以 和 we) + ee) 是 屏 不 存在 时 场 的 健 里 叶 分 量 , 也 就 是 
说 ， 它 就 是 人 射 光 . 但 人 射 光 是 具有 确定 传播 方向 的 严格 平面 波 , 所 以 对 于 
dg 的 所 有 非 零 值 , wub) + ul) = 0. 因此 我 们 有 = -ve ,或 者 对 于 相应 的 
光 强 度 有 








do. (61.4) 


l= lw， 对 于 gq 关 0. (61.5) 


这 意味 着 互补 的 两 个 屏 产 生 同 样 的 衍射 光 强 度 分 布 ( 即 所 谓 巴 比 涅 原 
理 ) . 

这 里 请 注意 巴 比 涅 原理 的 一 个 有 趣 的 推论 . 我 们 来 考虑 任何 一 个 黑体 ， 
即 一 个 吸收 所 有 落 于 其 上 光线 的 物体 . 按照 几何 光学 , 当 这 个 物体 被 照射 时 ， 
在 它 的 后 面 产生 一 个 几何 阴影 区 , 其 横 截 面积 就 等 于 物体 在 垂直 于 人 射 光 线 
方向 的 面积 . 然而 , 由 于 衍射 的 存在 , 从 物体 近 劳 经 过 的 光 有 一 部 分 偏离 了 初 
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始 方 向 . 结果 , 在 物体 后 面 的 还 处 就 不 存在 完全 的 阴影 了 , 除了 在 原 方向 传播 
-的 光 以 外 , 还 有 一 部 分 光 在 与 原 方向 成 一 个 小 角 的 一 些 方向 行进 . 求 出 这 种 
散射 光 的 强度 是 容易 的 . 为 此 , 我 们 指出 , 按照 巴 比 涅 原理 , 由 所 研究 物体 的 
衍射 而 偏 折 的 光量 , 等 于 由 屏 孔 的 衍射 而 偏 折 的 光量 , 这 个 孔 是 从 一 个 不 透 
明 的 屏 切 割 出 来 的 , 孔 的 形状 和 面积 同 物体 的 横 截 面 一 样 . 但 是 在 孔 的 夫 下 
不 费 衍射 中 ,所 有 经 过 和 孔 的 光 都 偏 折 了 .由 此 可 以 断定 , 被 黑体 散射 的 总 光 
量 等 于 落 于 其 表面 并 被 它 吸 收 了 的 光量 . 


习 十 


1. 计算 垂直 入 射 在 无 限 长 狭 缝 (宽度 为 24) 上 的 平面 波 的 夫 琅 禾 费 行 
射 , 狭 缝 的 平行 边 在 不 透明 的 屏 上 切 出 . 

解 : 我 们 选择 狭 纺 的 平面 为 yz 平面 ,z 轴 活 着 狂 缝 (图 13 表示 该 屏 的 
截面 ). 对 于 垂直 入 射 光 , 狼 缝 的 平面 是 波 面 之 一 . 我 们 选择 它 作 为 (61.1) 中 
积分 的 面 . 因为 狭 颖 是 无 限 长 的 ,， 光 只 在 xy 平面 内 偏 折 (积分 (61.1) 对 于 
qz 关 0 等于零). 











网 
名 


因而 场 只 应 当 在 1 坐标 中 展开 : 


| 240 . 
ua = Uo e ‘Ydy = sin ga. 


在 角 范 围 dg 内 衍射 光 的 强度 是 
1 而 | 好 | dg _ Io sin? kab 
2a 2x nak 0 
式 中 ,k= 二 w/c, 10 是 入 射 到 狭 颖 上 的 光 的 总 强度 . 
dI/d9 作为 衍射 角 的 函数 具有 图 14 所 显示 的 形状 . 随 着 9 从 0 二 0 朝 
两 边 增 加 ， 强 度 历经 一 系列 高 度 迅 速 减 小 的 极 大 值 . 相 邻 的 极 大 值 被 处 于 
0 二 nx/ka 点 的 极 小 值 隔 开 ( 式 中 史 是 整数 ); 在 极 小 值 处 ,强度 下 降 到 零 . 





dp， 








Vo 
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sin2 x 


72 


0 


图 14 


2. 计算 衍射 光栅 的 夫 琅 禾 费 衍射 衍射 光栅 是 一 个 平面 屏 上 面 刻 了 一 系 
列 完全 一 样 的 平行 狂笑, 狭 缝 的 宽度 为 2a, 相 令 狭 缝 之 间 不 透明 屏 的 宽度 为 
2b, 狭 颖 的 总 数 为 N. 

解 : 我 们 选 定 光栅 的 平面 作为 yz 平面 ,z 轴 与 狭 句 平行 . 衍射 只 发 生 在 
TY 平面 内 ,将 (61.1) 积分 得 到 : 
—2iNgd 


he, l~—e 

ee —2ingd _ /| 
ug=u De 一 1 — e—2igd : 
n= 二 0 


式 中 ,dd 二 a+b, 而 人 WW 则 是 沿 一 条 狭 颖 积分 的 结果 . 利用 习题 1 的 结果 ,我 们 
得 到 : 
5 2 2 5 2 » 2 
gr = Lo sin Nad sin ga ee 70 2 ) sin kab 0 
Nn \ singd ga Nnxak \ sinked 02 
(硬是 经 过 所 有 狭 镍 的 总 光 强 度 ) . 
在 有 很 多 狭 颖 的 情形 下 ,就 是 当 NN 一 oo 时 ,这 个 公式 可 以 写成 另 一 形 
式 . 对 于 g = 二 mn/d 的 值 (n 是 整数 ), dI/dg 有 一 极 大 值 ; 在 这 些 极 大 值 的 近 
汶 ( 即 qd 二 nx 二 e,E 很 小 ): 











; 2 .2 
singqa \ sin’ Ne 
一 一 -一 一 一 
lg va ( ga ) nNe? 
但 是 当 N 一 00 时, 下面 的 公式 成 立 叫 ， 
0 
i 





N 一 co N72 
@ 对 于 rz 关 0, 方程 左边 的 商 数 为 零 , 而 按照 傅 里 叶 级 数理 论 中 熟知 的 公式 


a PN 
lim i/. f(z)— Sd ) = f(0). 


本 一 co JVrz2 


由 此 可 见 , 天 数 的 特性 实际 上 与 8 陋 数 的 特性 相合 ( 见 828 的 脚注 ) . 
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因而 在 每 个 极 大 值 近 旁 , 我们 得到: 


gf = ne (= 
d\ ga 


就 是 说 ,在 极 大 值 宽度 无 限 罕 的 极限 下 ,第 nn 个 极 大 值 的 总 光 强 是 





) Sd(e)de, 


d sin (nna/d) 
7.2 
3. 光 重 直射 入 半径 为 a 的 圆 孔 径 的 平面 , 求 衍 射 光 强度 随 方向 的 分 布 . 
解 : 我 们 引入 柱 坐 标 z,mw,z 轴 经 过 圆 孔 径 的 中 心 并 垂直 于 圆 孔 径 的 平 
面 . 显然 衍射 是 绕 z 轴 对 称 的 ,所 以 矢量 g 只 有 径 向 分 量 gq; 三 0=H0. 从 方向 
gq 测量 角 po, 在 (61.1) 中 活 孔 径 平 面 进行 积分 , 我 们 得 到 : 


了 (m) = 70 二 


a 27 a 
Ug = Uo / 上 earcos9pyrdodr = 2rruo [ Jo(gr)rdr, 
0 Jo 0 
式 中 ,Jo 是 零 阶 的 贝 塞 耳 兄 数 ,用 的 知 的 公式 


/ ye 
0 gd 





我 们 于 是 得 到 
Ug 一 (oq) 
按照 (61.4) , 我 们 得 出 衍射 到 立体 角 do 内 光 的 强度 
dI = AC 
O02 ? 


式 中 ,Io 是 入 射 到 孔径 上 光 的 总 强度 . 


第 八 章 
运动 电 和 傈 的 场 


862 推迟 势 

在 第 五 章 中 我 们 研究 了 静止 电荷 所 产生 的 恒定 场 , 而 在 第 六 章 中 我 们 研 
究 了 不 存在 电荷 的 变化 场 . 现在 我 们 来 研究 存在 任意 运动 电荷 的 变化 场 . 

我 们 来 推导 决定 任意 运动 电荷 的 场 的 势 的 方程 .这 个 推导 用 四 维 形式 
为 最 便利 . 重复 846 末 的 推导 ,一 个 改变 是 我 们 将 第 二 对 麦克 斯 书 方程 写成 
(30.2) 的 形式 : 








OF'ik ee 4T 了 
Br ed 
右边 也 同样 出 现在 (46.8) 中 , 在 势 上 施加 洛 伦 兹 条 件 
04' lop 
ri 二 U，, 即 cat 十 dvA4 = 0, (62.1) 
以 后 , 我 们 得 到 . 
OA’ A .. 


De Ome ed (62.2) 


”这 就 是 决定 任意 电磁 场 势 的 方程 . 如 用 三 维 形式 表示 , 这 个 方程 可 以 写 
成 两 个 方程 , 一 个 是 和 的 方程 ,一 个 是 p 的 方程 : 


1 024 4n . 
a Cy 
1 902p 
p 3 可 2 一 一 4r0. (62.4) 


对 于 恒定 场 , 这 些 方程 就 化 为 熟知 的 方程 (36.4) 和 (43.4) , 而 对 于 没有 电 答 
的 变化 场 就 化 为 齐 次 波动 方程 . 

我 们 知道 , 非 齐 次 线性 方程 (62.3) 和 (62.4) 的 解 可 以 用 一 个 和 来 表示 ， 
这 个 和 的 第 一 项 是 不 要 右边 项 的 这 些 方程 的 通 解 , 第 二 项 是 加 上 右边 项 的 这 
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些 方程 的 特 解 .为 了 寻找 这 个 特 解 , 我 们 将 整个 空间 分 为 无 限 小 的 区 域 , 求 其 
中 的 一 个 体积 元 内 的 电荷 所 产生 的 场 . 由 于 这 些 场 方程 是 线性 的 , 实际 的 场 
将 是 每 个 体积 元 所 产生 的 场 之 和 . 

在 某 一 体积 元 内 的 电荷 de 一 般 来 说 是 时 间 的 函数 . 假如 我 们 将 坐标 原 
点 选择 在 我 们 所 考虑 的 体积 元 内 , 那么 , 电荷 密度 是 p = de(t)85(R), 此 处 的 
R 是 到 原点 的 距离 . 因此 , 我 们 必须 解 方程 


1 52 
Ap - 5 = —4nde(t)8(R). (62.5) 
除 原点 外 , 到 处 6(R) = 0, 因而 我 们 有 方程 
1 Ow 
Aw < 22 Bt2 = 0. (62.6) 


显然 , 在 我 们 所 考虑 的 情形 下 ,2 具有 中 心 对 称 性 , 就 是 说 ,p 仅 是 民 的 
函数 . 因此 , 假如 我 们 将 拉 普 拉 斯 算 符 写成 球 坐 标 形 式 , (62.6) 就 化 为 
工 D (me 起) ee 10°% 
R? 8R oR 


2 Ot2 
为 了 解 这 个 方程 , 我 们 作 yp = x(R,t)/R 的 蔡 换 , 那么 , 对 于 x 我们 得 到 
方程 
Ox 106x 
DR2 czot2 


而 这 是 平面 波 的 方程 , 它 的 解 有 如 下 的 形式 ( 见 847): 


x=fi (1 ) +h(t+): 


因为 我 们 只 求 方程 的 特 解 , 因此 只 选 函 数 有 和 fo 中 的 任意 一 个 就 够 了 . 
通常 便利 的 做 法 是 选取 户 =0 (关于 这 点 , 可 参看 后 面 ). 因此 ,除了 原点 外 ,wp 
到 处 有 如 下 形式 : 

p= XE (62.7) 

这 个 等 式 中 的 函数 x 暂且 是 任意 的 ; 现在 我 们 如 此 地 选择 它 , 使 得 在 原 
点 也 能 得 到 势 的 正确 的 值 . 换 句 话说 ,我们 必须 如 此 地 选择 x, 使 方程 (62.5) 
在 原点 也 得 到 满足 . 这 是 很 容易 办 到 的 , 须 注 意 当 RR 一 0 时 , 势 将 趋向 无 穷 
大 , 因此 ， 它 对 坐标 的 导数 比 它 对 时 间 的 导数 增加 得 快 些 . 所 以 , 当 RR 一 0 


2 
时 , 在 方程 (62.5) 中 , 同 Ao 比较 ， 5 这 一 项 就 可 以 略 去 了 . 这 时 , (62.5) 


化 为 熟知 的 方程 (36.9) , 后 者 可 导出 库仑 定律 .因此 , 在 原点 的 附近 , (62.7) 
应 该 化 为 库仑 定律 , 由 此 可 以 推出 x(t) = de(t), 即 


de (#- < 
加 c 


.二 R 


. 180 . 第 八 章 ”运动 电荷 的 场 


由 此 很 容易 推 得 方程 (62.4) 对 于 任意 分 布 电 荷 p(x,y,z,t) 的 解 . 为 此 我 
们 与 出 de = pdV (dV 是 体积 元 ), 并 在 整个 空间 取 积 分 就 够 了 . 在 所 得 的 非 
齐 次 方程 (62.4) 的 解 上 , 我 们 还 要 加 上 同一 方程 去 掉 右 边 后 的 解 wo. 由 此 ， 
通 解 有 下 面 的 形式 : 


1 R 
P(r,+t) 一 fa (mt 一 二 dY“ + wo, (62.8) 
R c 
R=r—r’, dV’= dx’'dydz, 


式 中 
P(r WE) 


RR 是 从 体积 元 dy 到 我 们 求 势 的 “观察 点 ” 的 距离 . 我 们 将 此 式 简写 为 
pe 1 LB/eqy + wo (62.9) 


式 中 ,下 标 t 一 R/c 表明 p 这 个 量 应 当 取 tt 一 Rfc 这 一 时 刻 的 值 , 而 在 dV 上 
的 一 撤 已 略 去 了 . 
对 于 矢 势 我 们 类 似 地 得 到 : 
A= - / Tdy + Ao, (62.10) 
式 中 ,Ao 是 方程 (62.3) 去 掉 右 边 项 的 解 . 
(62.9) 和 (62.10) 式 (不 带 wo 和 4o) 称 为 推迟 势 . 
假如 电荷 是 静止 的 ( 即 p 与 时 间 无 关 ), 公式 (62.9) 就 化 为 熟知 的 静电 
场 的 公式 (36.8) ; 而 对 于 电荷 平稳 运动 的 情形 (62.10) 经 过 求 平均 以 后 则 变 
为 恒定 磁场 的 公式 (43.5) . 
通过 决定 (62.9) 式 中 的 wo 和 (62.10) 式 中 的 4o, 要 使 得 问题 的 条 件 能 
够 得 到 满足 . 为 此 , 显然 只 需 给 出 初始 条 件 , 即 给 出 场 在 开始 时 的 值 就 够 了 . 
但 是 通常 我 们 并 不 必须 讨论 这 些 初始 条 件 . 作为 代替 , 我 们 给 出 在 与 电荷 系 
统 相距 很 远 之 处 、 在 所 有 时 刻 的 条 件 . 也 就 是 说 , 辐射 是 从 系统 外 面 人 射 到 系 
统 上 的 . 与 此 相应 , 辐射 与 系统 相互 作用 的 结果 所 建立 的 场 与 外 场 的 差别 仅 
仅 是 系统 所 发 出 的 辐射 . 这 个 系统 所 发 出 的 辐射 在 远 处 有 波 的 形式 , 由 系统 
向 外 沿 着 R 增加 的 方向 传播 . 但 是 这 个 条 件 正好 为 推迟 势 所 满足 . 因此 , 这 
些 解 代表 系统 所 产生 的 场 , 而 po 和 Ao 必须 等 于 作用 于 系统 上 的 外 场 . 
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一 个 点 电荷 沿 轨道 >” = rolt) 进行 给 定 的 运动 , 让 我 们 来 求 它 所 产生 的 
场 的 势 . 
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按照 推迟 势 的 公式 , 时 刻 + 上 在 观察 点 Plz,y,z) 的 场 , 由 电荷 在 较 早 时 刻 
t' 的 运动 状态 决定 , 光 信 号 从 电信 所 在 点 ro 人 t) 传播 到 观察 点 P 的 时 间 正 好 
与 差 t+ 一 +4 一致 . 令 R(t) = 二 7 一 ro(t) 为 电 集 e 到 点 己 的 径 矢 ; 像 ro(t) 一 样 
它 是 时 间 的 给 定 果 数 . 于 是 时 刻 # 由 如 下 方程 决定 
Ve Ae) 
对 于 每 个 t 值 , 这 个 方程 只 有 一 个 根 2 

在 刀 时 刻 粒 子 为 静止 的 参考 系 中 ,观察 点 在 t+ 时刻 的 势 正 好 是 库仑 势 ， 


—t. (63.1) 


BB 


€ 
Pp os R(t’) ? A -一 0. (63.2) 


在 任意 的 参考 系 中 , 势 的 表达 式 可 以 直接 从 求 一 个 四 维 矢量 得 到 , 这 个 
四 维和 拓 量 当 wv = 0 时 与 方才 所 得 的 yp 及 A 的 表达 式 相 合 . 应 当 注 意 , 按照 
(63.1) , (63.2) 中 的 op 也 可 以 写成 下 面 的 形式 : 


C 


fet) 


我 们 得 到 所 要 求 的 四 维 矢量 是 : 


i 1 
4 一 e7 (63.3) 


其 中 w* 是 电荷 的 四 维 速度 , 而 R* = [c(t 一 如 ,7 一 7 式 中 zx/,y,z',t 通过 
(63.1) 彼此 相关 ; 写成 四 维 形式 是 


RR* =0. (63.4) 


现在 再 变 为 三 维 表示 法 , 我 们 得 到 一 个 任意 运动 的 点 电荷 所 产生 的 场 的 势 如 
下 : 


和 ev 


Pp 一 | DDN) A 二 /PV (63.5) 
Cy “eo) 
C C 
其 中 RR 是 从 电荷 所 在 点 到 观察 点 P 的 径 矢 ,而 在 方程 右边 的 所 有 的 量 都 必 
须 取 在 (63.1) 所 决定 时 刻 t 的 值 . 场 的 势 写成 (63.5) 的 形式 称 为 李 纳 一 维 谢 
尔 势 . 

@ 这 一 点 是 显然 的 , 但 可 以 直接 验证 . 为 此 ,我们 选择 观察 点 P 和 观察 时 刻 t 作为 四 维 坐 
标 系 的 原点 O, 并 以 O 为 其 顶点 构造 光 锥 (82) . 这 个 锥 的 下 半 部 分 包围 着 “绝对 ”过 去 (对 事 
件 O 而 言 ) 的 区 域 , 是 这 样 一 些 志 界 点 构成 的 几何 图 形 , 光 信 和 号 可 从 这 些 点 达到 点 O. 这 个 超 曲 
面 同 电 荷 的 世界 线 的 交点 显然 正 是 (63.1) 的 根 . 但 是 因为 粒子 的 速度 总 小 于 光速 , 它 的 运动 的 


世界 线 对 于 时 轴 的 斜 度 总 处 处 小 于 光 锥 的 斜 度 . 由 此 可 知 , 粒子 的 世界 线 仅 仅 在 一 点 能 与 光 锥 的 
下 半 部 分 相交 . 
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为 了 从 公式 
一 -= —gradw, H=rotA 
来 计算 电场 和 磁场 的 强度 , 我 们 必须 将 gp 及 A 和 对 点 的 坐标 zx, y, z 和 观察 时 
刻 t 微 分 . 但 是 公式 (63.5) 是 用 # 的 本 数 来 表示 势 , 而 只 有 通过 关系 式 (63.1) 
才能 表示 势 为 x,y,z,t 的 隐 哨 数 . 因此 , 为 了 计算 所 需要 的 导数 , 必须 先 计 算 
对 坟 的 导数 . 将 关系 式 R(t') = c(t 一 二 对 上 微分 , 得 


BR BBR! 玉 vBl 二 





Bt O80 Rot 

(8R/6t 的 值 由 微分 恒等式 R? = 柜 , 并 将 0R(V)/8t = 一 v(t) 代入 来 求 得 . 
前 面 有 人 负 叶 是 因为 R 是 从 电 入 e 到 PP 点 的 径 矢 ,而 不 是 从 PP 点 到 电 蘑 e 的 
径 矢 .) 因此 ， 





1 
B= jE (63.6) 
es Rc 
同 理 , 将 同一 个 关系 式 对 坐标 微分 , 我 们 得 到 
f f l R 二 RR 
gradt = -Lgrad R(t ) = 一 一 (区 gradt 十 天 
所 以 
(63.7) 


利用 这 些 公 式 , 求 场 五 及 五 的 运算 过 程 就 不 难 了 . 略 去 运算 的 中 间 过 
程 , 我 们 得 到 结 采 : 





H= 5R xE. (63.9) 


式 中 5 = 6w/8t'; 等 式 右边 所 有 的 量 都 是 取 在 t' 时 刻 的 值 . 值得 注意 , 磁场 无 
论 在 何 处 都 与 电场 垂直 . 

电场 (63.8) 由 两 个 不 同类 型 的 部 分 组 成 . 第 一 项 只 依赖 于 粒子 的 速度 
(而 不 依赖 于 其 加 速度 ) , 且 在 大 距离 处 像 1/R? 那样 变化 . 第 二 项 依赖 于 加 速 
度 , 且 对 于 大 的 玉 像 1/R 那 样 变 化 . 以 后 (866) 我 们 将 看 到 , 这 个 第 二 项 与 
粒子 辐射 的 电磁 波 有 关 . 
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至 于 第 一 项 , 因为 它 与 加 速度 无 关 , 必定 对 应 者 匀速 运动 电荷 产生 的 场 . 
实际 上 , 由 于 速度 恒定 , 差 


Rr -Re 一 Fr = v(t i t") 
就 是 在 准确 的 观察 时 刻 从 电荷 到 观察 点 的 距离 Ri. 也 容易 直接 证 明 ， 


1 | J |/ vy? .2 
le — -Fv = Re -3(VxR)?= Rh i1— in 0:, 


式 中 ,0 是 民 R: 和 w 之 间 的 夹 角 . 因而 ,(63.8) 的 第 一 项 与 表达 式 (38.8) 相同 . 
| 右 


通过 积分 (62.9) 一 (62.10) 推导 李 纳 - 维 谢 尔 势 . 
解 : 我 们 将 (62.8) 写 为 形式 


p(7， 9 = /人 :7)18 (> -t+ ilr -1) arar 


(对 A(7,t) 作 同 样 处 理 ), 引入 附加 的 6 函数 从 而 消去 函数 p 中 的 隐 宗 量 . 对 
于 沿 轨 道 7 二 ro(t) 运动 的 点 电荷 我 们 有 : 


p(r ,7T) = eS[r’ — ro(7)]. 
将 这 个 表达 式 代 入 并 对 dV' 积分 , 我们 得 到 : 


dT 1 
p(r, t) = / [rt zi 一 rn , 
对 TT 积分 是 用 如 下 公式 进行 的 





S(T —£) 

| 天 (的 | 
( 式 中 女 是 FF(t') =0 的 根 ), 于 是 得 到 公式 (63.5) . 
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运动 电荷 所 产生 的 场 可 以 展开 为 单 色 波 . 场 的 不 同 的 单 色 分 量 ( 侍 里 叶 
分 量 ) 的 势 具 有 wweriwt Ae-ivt 的 形式 . 产生 场 的 电荷 系统 的 电荷 密度 和 电 
流 密度 也 都 可 以 展开 为 傅 里 叶 级 数 或 傅 里 叶 积 分 . 很 清楚 , p 和 j 的 健 里 叶 
分 量 产生 场 的 相应 的 单 色 分 量 . 

为 了 用 电荷 密度 和 电流 密度 的 傅 里 叶 分量 表示 场 的 傅 里 叶 分 量 , 我 们 分 
别 用 pwe-i2t 和 pueri 凡 代替 (62.9) 式 中 的 2 和 p, 这样 ,就 得 到 


eiw(t—R/c) 
Be / po —g—dV 


8[F(7)] = 
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将 et 消去, 并 引用 波 矢 的 绝对 值 = w/c , 我 们 得 到 ， 


eikR 
Pw = f pav. (64.1) 
同样 , 对 于 4,,, 我 们 得 到 
eikR 
A, = / ju dV: (64.2) 


我 们 指出 , 公式 (64.1) 是 更 广泛 形式 的 泊 松 方程 
Ap 十 je2pw = 一 4rpw (64.3) 


的 解 (该 方程 是 从 (62.4) 对 于 p 和 y 与 时 间 的 关系 为 ewt 的 情形 得 来 的 ). 
如 果 我 们 所 研究 的 是 健 里 叶 积 分 的 展开 式 , 那么 , 电荷 密度 的 傅 里 叶 分 


星 是 十 ce 
pw = / pe'“tdt. 
将 上 上 式 代入 (64.1), 我 们 得 到 
十 oo D 
Pw 一 / / BodVdt,. (64.4) 


我 们 还 必须 从 电荷 密度 的 连续 分 布 过 渡 到 正在 考虑 其 运动 的 点 电荷 . 因此 , 若 
只 有 一 个 点 电 奏 , 令 

p= eS[r — ro(t)), 
式 中 ro(t) 是 电荷 的 径 矢 , 它 是 时 间 的 已 知 函 数 . 将 此 式 代入 (64.4) 再 对 空间 
积分 (这 样 积 分 归结 为 用 ro(t) 代替 r+), 我 们 得 到 


a 广 Re /dae (64.5) 
这 里 R(t) 是 从 电 蓓 到 观察 点 的 距离 . 同样 ,对 于 矢 势 ,我们 得 到 


_e 广 vt) iwttRt)/d 
A, = E Rt n° dt, (64.6) 


式 中 wv = ro(t) 是 电荷 的 速度 . 

对 于 电荷 密度 和 电流 密度 的 谱 分 解 含 一 系列 离散 频率 的 情形 , 也 可 以 写 
出 类 似 (64.5) , (64.6) 的 公式 . 因此 , 对 于 点 电荷 的 周期 运动 (周期 T= 2r/wo)， 
场 的 谱 分 解 只 含 形 如 nwo 的 频率 ,相应 的 矢 势 分 量 是 


了 
e v(t) ， 
4 一 A /ddt (64.7) 


(对 于 , 有 类 似 公 式 ) . 在 (64.6) , (64.7) 中 傅 里 时 分 量 都 是 按 $49 定义 的 . 
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把 匀速 直线 运动 的 电荷 所 产生 的 场 展 开 为 平面 波 ， 

解 : 我 们 按照 851 中 的 方式 进行 . 将 电荷 密度 写 为 p= 二 eS6(7 一 vt) 的 形式 ， 
此 处 的 了 是 电荷 的 速度 . 取 方 程 Dp = 一 4neS(7 一 vt) 的 傅 里 叶 分 量 ,， 我 们 得 
到 


(Dp)y = 一 4re .ei R)t. 





另 一 方面 ， 由 于 
J d°k 
所 以 我 们 有 
_ 2 1 Ok 
因此 ， 
2 
二 2 + k2pk = Ame .eitkv)t 

从 而 ,最 后 得 到 

ee ei(k-v)t 

kk mm 





2 (2) 
C 
从 此 可 以 推断 ,以 尺 为 波 舌 量 的 波 的 频率 是 由 = 尼 -wv. 


同样 , 我 们 得 到 矢 势 . 


Ane ve-ilkv)t 
kk ee——” 


一 一 -一 一 . 
C 82 kv 
c 


最 后 ,我 们 得 到 场 的 表达 式 如 下 : 








k.v 
k-.v —k 十 2 ) : 
Ex = 一 这 po 十 一 一 4 = 过 re 一 一 一 一 ee 一 ie) 
k.v 
大 一 | 一 -一 
H; =ik x Ax 一 ;Te Xo -ilkw), 
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865 ”精确 到 二 阶 的 拉 格 朗 日 量 


在 普通 经 典 力 学 中 , 我 们 利用 仅仅 与 粒子 (在 同一 时 刻 ) 的 坐标 和 速度 
有 关 的 拉 格 朗 日 量 来 描写 彼此 相互 作用 的 粒子 体系 . 这 种 作法 的 可 行 性 , 归 
根 到 底 是 来 自 于 , 在 经 典 力学 中 假定 粒子 间 的 相互 作用 的 传播 速度 是 无 穷 大 . 

我 们 已 经 知道 , 因为 相互 作用 的 传播 速度 是 有 限 的 , 场 必须 被 看 做 是 一 
个 有 本 身 “ 目 由 上 度 ” 的 独立 体系 . 由 此 可 得 出 结论 : 假如 有 一 个 相互 作用 的 粒 
子 (电荷 ) 体系 , 那么 ,为 了 描述 它 , 我 们 就 必须 认为 这 个 体系 由 这 些 粒子 和 
场 组 成 . 因此 , 当 考 虑 到 相互 作用 传播 速度 的 有 限 性 时 , 一般 说 来 , 不 可 能 用 
仅仅 和 粒子 的 坐标 和 速度 有 关 , 而 并 不 包含 与 场 的 内 部 “自由 度 ” 有 关 量 的 
拉 格 朗 日 量 来 严格 描写 相互 作用 的 粒子 体系 . 

然而 , 如 果 所 有 粒子 的 速度 v 都 比 光速 小 很 多 , 那么 , 这 个 电荷 体系 就 
可 以 用 某 个 近似 的 拉 格 朗 日 量 来 描写 . 这 时 , 就 可 能 引入 一 个 拉 格 朗 日 量 , 这 
个 拉 格 朗 日 量 不 仅 在 忽略 所 有 uv/c 的 酸 的 情况 下 描写 这 个 体系 (经 典 的 拉 格 
朗 日 量 ), 而 且 还 准确 到 v2/e? 的 数量 级 . 最 后 这 个 论断 与 如 下 事实 有 关 ， 即 
运动 电荷 辐射 电磁 波 (因而 出 现 “ 目 ” 场 ), 只 是 在 v/c 的 三 级 近似 下 发 生 ( 参 
见 下 面 的 867) 史 . 

我 们 预先 指出 , 在 零 级 近似 中 , 即 当 我 们 完全 略 去 势 的 推迟 时 , 电荷 体 
系 的 拉 格 明日 量 有 以 下 的 形式 : 


2 
L(0) 一 MaVa _ Catb 65.1 
2 ®, 


( 求 和 应 该 对 于 组 成 体系 的 所 有 电荷 进行 ). 第 二 项 是 相互 作用 的 势能 ,正如 
静止 电荷 的 情况 一 样 . 

为 了 得 到 拉 格 朗 日 量 的 高 一 级 的 近似 式 , 我 们 按 下 述 方式 进行 . 电荷 ea 
在 外 场 中 的 拉 格 朗 日 量 是 


天 二 2 ] ve < 4 5.2 
a = 一 iac 2 eap 十 一 . Va. (65.2) 


选 定 电 荷 体系 中 的 任意 一 个 电荷 , 我们 求 出 所 有 其 余 电 荷 在 第 一 电荷 所 在 点 
产生 的 场 的 势 , 并 且 用 产生 这 个 场 的 电 葡 的 坐标 和 速度 来 表示 它们 (这 一 点 
只 能 近似 作 到 一 一 对 于 pe, 精确 到 v/c2; 对 于 4, 精确 到 v/ce) . 将 这 样 求 得 
的 势 的 表达 式 代 人 (65.2), 我 们 就 得 到 电荷 体系 中 的 一 个 电荷 的 拉 格 朗 日 量 
( 当 其 余 电 荷 的 运动 已 知 时 ). 从 此 , 不 难 求 出 整个 体系 的 拉 格 明日 量 了 . 


Q@ 对 于 由 荷 质 比 相同 的 粒子 组 成 的 系统 , 辐射 在 v/c 的 第 五 级 近似 才 发 生 ; 在 这 种 情形 下 ， 
接 格 朗 日 量 含 有 直到 ve 的 四 级 项 .( 参 见 Barker B. M., O’Connel R. F.//Canad. J. Phys. 1980. 
V. 58. P. 1659). 
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我 们 从 推迟 势 的 表达 式 : 


_ /Pi-R/e _1 fj-a/e 
=/ R a A R 


出 发 ,如果 所 有 电荷 的 速度 都 比 光速 小 很 多 , 那么 , 电荷 的 分 布 在 时 间 . R/e 
内 不 致 于 有 显著 的 改变 .因此 , 我 们 可 以 将 pt_Rre 和 Fi_Rye 展开 为 R/c 的 寡 
级 数 . 因此 , 对 于 标 势 , 我 们 得 到 精确 到 二 阶 项 的 表达 式 
_ /pdV 19 1 2 
wo re A aoar 
2 
(没有 下 标的 p 是 指 它 在 t 时 刻 的 值 , 二 和 55 显然 可 以 从 积分 号 内 提出 ) 


但 是 / pdV 是 总 电荷 , 它 是 一 个 与 时 间 无 关 的 常量 . 因此 上 式 中 的 第 二 项 为 
零 , 从 而 

p= p+ 5 / RpdV. (65.3) 

对 于 A, 我 们 也 可 以 用 同样 方式 进行 . 但 是 用 电流 密度 表示 矢 势 的 式 子 

已 经 包含 了 1/e, 而 当 我 们 把 它 代 入 拉 格 朗 日 量 时 , 还 要 乘 上 1/c. 既然 我 们 

正在 求 仅仅 精确 到 二 阶 的 拉 格 朗 日 量 , 我 们 在 4 的 展开 式 中 只 取 其 第 一 项 就 


足够 了 ， 即 
Pam CT ee 
= -| gdV (65.4) 


(我 们 已 经 将 7 = po 代入 ). 
假设 只 有 一 个 单独 的 点 电荷 e. 我 们 从 (65.3) 和 (65.4) 两 式 得 到 
e e OR ev 
-Rt Ba' 4- oR 
式 中 是 到 电 倚 的 距离 . 
通过 变换 


(65.5) 


=p LH A'=Ategrad), 
我 们 选择 另外 两 个 势 y' 和 A' 来 代替 和 4 (818) .并且 我 们 选择 上 如 下 : 


e oR 
f= 3 8 
这 时 ,我 们 得 到 @ 
这 时 , 我 们 得 到 ee ve 
fT RR Tc Ot 
为 了 计算 4', 首先 我 们 注意 到 vo = VR 在 此 处 的 符号 V 是 指 对 


@ 这 些 势 不 再 满足 洛 伦 北条 件 (62.1) ,也 不 满足 (62.3) 一 (62.4) . 
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我 们 正在 求 4' 值 的 观察 点 坐标 微分 . 因此 VR 是 一 个 单位 矢量 n, 从 电荷 e 
和 问 观 察 点 ,所 以 


为 了 计算 郊 , 我 们 写 出 
_ (&) _R_ RA 
6 ~R R2. 
但 是 对 于 一 指定 的 观察 点 , 导数 R 是 电荷 速度 v, 且 只 要 微分 等 式 R? = R? 
亦 即 , 写 出 
RR=R-.R=—_R.v 
就 很 容易 确定 导数 R. 因此 ， 


-V+ n(n :ov) 
ee 


将 此 式 代 入 A' 的 表达 式 , 我 们 最 后 得 到 


nN 一 


Pe A4' = ?+ (Vn)n 


R 2cRh 
如 果 有 许多 电荷 , 则 显然 必须 对 所 有 的 电荷 求 和 . 
若 将 这 些 势 的 表达 式 代 和 (65.2) ,我 们 就 得 到 一 个 电荷 en 的 拉 格 朗 日 
量 工 ( 当 其 余 所 有 电荷 的 运动 为 已 知 时 ) . 这 时 , 我 们 也 必须 将 (65.2) 的 第 
一 项 展开 为 va/c 的 寡 级 数 , 并 保留 到 二 阶 项 为 止 . 这 样 , 我 们 就 得 到 如 下 L。 
的 表达 式 : 


(65.6) 





1 mav4 ‘ep 
一 十 2 Rs + 到 2 es [va vs (Va Nao) (vo : rap)] 


( 求 和 应 对 除 ea 以 外 的 其 余 所 有 电荷 进行 ; mab 是 从 es 到 eo 的 单位 矢量 ). 
由 此 就 不 难 求 出 整个 体系 的 拉 格 明日 量 . 不 难 理解 ,这 个 一 数 不 是 所 有 
电荷 的 Lo 之 和 , 而 有 如 下 的 形式 : 


2 4 

L= 2 一 2 a 一 2, pr Se 5 [Va Vo 十 (va rab) (Ve 92ab)]. 
(65.7) 
实际 上 , 对 于 电荷 中 的 每 一 个 , 在 其 余 所 有 电 和 谷 的 运动 为 已 知 的 情况 下 ,天 
数 工 化 为 上 面 求 得 的 Lo. (65.7) 式 决 定 电 荷 体系 精确 到 二 阶 项 的 拉 格 明日 量 

(由 C. G. Darwin, 1922 首先 得 到 ) . 
最 后 , 我 们 还 要 求 电 荷 体系 的 哈密 顿 量 , 并 要 有 同样 的 近似 程度 . 这 可 应 
用 从 工 求 % 的 一 般 法 则 进行 ; 然而 用 下 面 的 方法 来 求 则 更 为 简单 . 在 (65.7) 
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式 中 的 第 二 和 第 四 两 项 是 对 L(0 (65.1) 的 小 修正 . 另 一 方面 ,从 力学 我 们 知 
道 当 LL 和 .有 小 的 变化 时 ,加 到 它们 上 面 的 小 量 的 数值 相等 , 正 负 号 相反 
(在 此 , 工 的 变化 是 发 生 在 坐标 和 速度 恒定 的 情况 下 , 而 .和 .的 变化 , 是 发 生 
在 坐标 和 动量 恒定 的 情况 下 ; 参见 本 教程 第 一 卷 840). 


因此 我 们 从 
(0) _ Catb 
An -+ 


中 减 去 (65.7) 式 的 第 二 和 第 四 两 项 , 用 一 级 近似 wa = pa/mo 代替 其 中 的 速 
度 , 就 可 立刻 写 出 . 乏 , 所 以 


: pa Ca€tb 
ne 2 2 Rs- 


CaeEb 
2 ge Re 2c2m mp Rop [pa Ps + (Pa : Thab) (po: Tab)]. (65.8) 








习 题 
1. 确定 相互 作用 的 粒子 体系 的 惯性 中 心 (精确 到 二 阶 项 ) . 
解 : 解决 这 个 问题 最 简单 的 办 法 是 用 公式 


》 Era 十 / WrdV 


R= 一 


D+ wav 


(参见 (14.6) ) , 式 中 名 是 粒子 的 动能 (包括 它 的 静 能 ), W 是 粒子 产生 的 场 
的 能 量 密度 . 因为 多 包含 着 很 大 的 量 moac?，, 在 得 到 下 一 级 近似 时 ， 只 考虑 名 
和 WW 中 那些 不 含 c 的 项 就 够 了 . 也 就 是 说 , 我 们 只 需要 者 虑 粒子 的 非 相 对 论 
动能 和 静电 场 的 能 量 . 于 是 我 们 有 : 


了 2 .JUr 1 交 本 二 
f wrav - =/z rdV = fv rdV = 


1 p2 1 2 -| 
- 训 / (af.v)" /var 二 | pAp .rdV 


无 穷 远 表 面 的 积分 为 零 ; 第 二 个 积分 也 换 成 面积 分 变 为 堆 ,而 在 第 三 个 积分 
中 代入 Ap = -4rp 后 得 : 


1 1 
/ WrdV = 了 / pprdV = 3 Ycapare, 
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式 中 pa 是 除 es 外 所 有 的 电荷 在 点 ro 产生 的 势 @. 
最 后 ,我 们 得 到 : 


=- Dr (me+ 开 pe Rp ) 
b 


( 求 和 遍历 除 b= 二 a 以 外 的 所 有 指标 5), 式 中 
2 
= 2 Da Catb 
Sa oh 十 9 -2 2) 


是 系统 的 总 能 量 . 因此 在 这 个 近似 下 , 惯性 中 心 的 坐标 实际 上 可 以 用 只 针对 
粒子 的 量 来 表示 . 

2. 试 求 由 两 个 粒子 构成 体系 的 哈密 顿 量 (精确 到 二 阶 , 略 去 体系 整体 的 
运动 ) . 

解 : 我 们 选择 一 个 参考 系 ， 其 中 两 个 粒子 的 总 动量 为 零 . 将 动量 写 为 作 
用 量 的 导数 ， 则 我 们 有 : 











p05 ,0 | 
pl P2 = gr 二 VU. 


由 此 可 见 ,在 我 们 所 选择 的 参考 系 中 ,作用 量 是 两 个 粒子 径 矢 之 差 T= 二 To 一 71 


的 函数 ,， 因 此, 我们 有 ps 三 -Pi 三 D,， 这 里 的 p= 二 05/6r 是 两 个 粒子 的 相对 
运动 的 动量 . 哈密 顿 量 等 于 


2 4 
| 
J 2 (去 + 去 )+ Tr 5 ( 高 + 识 ) + rb 直人 


去掉 粒子 的 身 场 相应 于 837 第 1 个 脚注 提 到 的 质量 “ 重 正 化 ” 


第 九 章 
电磁 波 的 辐射 


866 电荷 体系 在 远 处 所 产生 的 场 


我 们 来 考虑 一 个 运动 电荷 体系 在 距离 远大 于 该 体系 尺度 的 地 方 所 产生 的 
场 . 

选择 电荷 体系 内 的 任意 一 点 为 坐标 原点 O. 用 Ro 代表 从 OO 点 到 忆 点 的 
径 矢 , P 点 是 我 们 求 场 的 点 ,并且 用 n 表示 Ro 方向 的 单位 矢量 . 设 电 荷 元 
de 二 pdV 的 径 矢 为 >, 而 从 de 到 PP 点 的 径 矢 为 R. 显然 , R= Ro 一 r. 

在 与 电荷 体系 相距 甚 远 之 处 , Ro 渤 7. 因此 , 我 们 近似 地 得 到 


R=|Ro—-r|= Ro—r-:.n. 


将 上 式 代 入 推迟 势 的 表达 式 (62.9) , (62.10) 中 . 在 被 积 函 数 的 分 母 内 ,rn 
与 Ro 比较 起 来 可 以 略 去 不 计 . 然而 在 t+ 一 R/c 中 ,一 般 来 说 这 种 忽略 是 不 可 
以 的 ; 是 否 可 以 格 去 这 些 项 , 并 不 决定 于 Rofc 与 > .n/c 的 相对 值 , 而 决定 
于 p 和 在 时 间 7 .n/c 内 变化 的 多 少 . 因为 Ro 在 积分 中 是 常量 , 可 以 从 积 
分 号 内 取出 , 因此 , 对 于 与 电荷 体系 相距 其 远 之 处 的 场 的 势 ,我 们 得 到 以 下 
二 式 : 


1 y 
4= 坑 / j,_ mor.adV. (66.2) 


在 距离 电荷 体系 甚 远 之 处 , 场 在 一 个 不 很 大 的 空间 区 域内 可 以 当做 平面 
波 . 为 此 ,距离 不 仅 必须 比 体系 的 尺度 大 很 多 , 而 且 还 要 比 体系 所 辐射 的 电磁 
波 的 波长 大 很 多 . 空间 的 这 个 区 域 我 们 称 为 辐射 的 “ 波 区 ”. 

在 平面 流 内 , 场 EE 和 五 彼此 有 关系 式 (47.4), 马 = 五 x? 因为 
于 = rot 4, 为 了 完全 决定 波 区 内 的 场 ， 只 需求 出 矢 势 4 就 够 了 .在 平面 
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波 内 ,我 们 有 互 =(l/co4xm (参见 (47.3) ) , 式 中 , 4 上面 的 一 点 表示 对 
时 间 微 分 名. 因此 , 假如 知道 了 4, 我们 就 可 以 从 公式 包 


H=-Axn, E=-(Axn)xn (66.3) 


求 出 五 和 殖 . 
我 们 指出 , 远 处 的 场 与 离开 辐射 体系 距离 Ro 的 一 次 方 成 反比 .我 们 还 应 
当 指 出 , 在 (66.1) 到 (66.3) 各 式 中 的 时 间 上 上 总 是 以 组 合 上 -=- Ro/c 的 形式 出 现 . 
对 于 一 个 作 任意 运动 的 点 电荷 所 产生 的 辐射 , 用 李 纳 - 维 谢 尔 势 是 便利 
的 . 在 远 处 , 我们 可 以 用 党 矢量 Ro 代替 公式 (63.5) 中 的 径 矢 尽 , 而 在 决定 # 
的 条 件 (63.1) 内 , 必须 使 R= Ro 一 ro0.n (ro 的 是 电荷 的 径 矢 ) . 因此 @ ， 


ev(t’) 


和 二 一 一 一 一 一 一 ， (66.4) 

n.:v(t) 

cRho 《 一 了 

式 中 的 由 等 式 
tt (66.5) 


决定 . 

辐射 出 去 的 电磁 波 带 有 能 量 . 能 流 密度 是 由 坡 印 亭 矢量 来 决定 的 ; 对 于 
平面 波 , 它 是 

H? 
S = cn 

辐射 到 立体 角 元 do 之 内 的 辐射 强度 d7 定义 为 在 单位 时 间 内 经 过 球 心 在 原 
点 ,半径 为 Ro 的 球面 面 元 df = Rido 的 能 量 . 这 个 量 显然 等 于 能 流 密度 9 乘 
以 df， 即 


F72 | 
I 人 。 
d c A Rodo (66.6) 


因为 场 互 与 Ro 成 反比 , 那么 我 们 可 以 看 出 , 在 单位 时 间 内 这 个 体系 辐射 到 
立体 角 元 do 内 的 能 量 对 于 所 有 的 距离 都 是 一 样 的 ( 当 t 一 Royc 的 值 对 于 它 
们 一 样 时 ) . 这 一 点 是 理所当然 的 , 因为 从 体系 辐射 出 来 的 能 量 以 光速 c 向 
四 周 散 开 , 在 任何 地 方 既 不 堆积 , 也 不 消失 . 
我 们 来 推导 体系 辐射 出 来 的 波 的 场 的 谱 分 解 公 式 . 这 些 公 式 可 以 直接 从 
864 中 的 各 公式 得 出 .将 R= Ro 一 +.n 代入 (64.2) 式 (在 该 式 内 的 被 积 范 数 
@ 在 自前 情形 下 , 这 个 公式 也 很 容易 验证 , 只 要 直接 计算 (66.2) 式 的 旋 度 , 与 带 ~ 1/Ro 
的 项 相 比 , 略 去 带 1/R3 的 项 就 可 以 了 . 
@ 在 这 里 公式 巨 = -4/c (参见 (47.3) ) 不 能 应 用 于 势 p 和 4, 因为 它们 不 满足 在 847 中 


所 加 于 它们 的 附加 条 件 . 
@ 在 对 于 电场 的 公式 (63.8) 中 , 本 近似 相应 于 略 去 第 一 项 (与 第 二 项 相 比 ) . 
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的 分 母 中 , 我 们 可 以 令 R= Ro)，, 我 们 便 得 到 矢 势 的 侵 里 叶 分 量 
eik Ro 
ww 二 cRo 


〈( 式 中 天 = kn) ， 利 用 公式 〈66.3) ， 可 以 求 出 分 量 五 , 和 五 .， 分 别 用 
He-ivt Ee-ivot, Ae-ivt, 代替 五， E,A, 再 以 e 一 ict 除 之 ， 则 得 


joe krdV (66.7) 


H,=ikx A,, E,= 二 x (A, x k). (66.8) 


当 人 研究 辐 财 强度 的 谱 分 布 时 ,我 们 必须 区 别 展开 为 健 里 叶 级 数 和 展 为 伟 
里 叶 积 分 两 种 情形 . 对 于 伴随 带电 粒子 的 碰撞 而 产生 的 辐射 , 我 们 将 它 展开 
为 傅 里 叶 积 分 . 在 这 种 情形 下 , 我 们 感 兴趣 的 量 是 在 碰撞 期 间 辐 射 的 《也 是 
碰撞 粒子 所 损失 的 ) 总 能 量 . 设 db 是 在 碰撞 期 间 以 波 的 形式 ( 波 的 频率 在 
间隔 dw 之 内 ) 辐射 到 立体 角 元 do 内 的 能 量 . 按照 通 式 (49.8) , 总 辐射 在 频 
率 间 隔 dw/2r 内 的 部 分 可 以 从 强度 的 一 般 公式 求 得 , 不 过 要 用 傅 里 叶 分 量 的 
模 平 方 乘 以 2 来 代替 场 的 平方 . 因此 代替 (66.6) 我 们 有 : 


2 2 p2 dw 
dé%n, = a7 lH Rodos—- (66.9) 


如 有 果 电 荷 作 周期 性 运动 , 那么 ,辐射 场 就 应 当 展 开 为 传 里 叶 级 数 . 按照 
通 式 (49.4), 传 里 叶 级 数 展开 式 中 各 个 分 量 的 强度 可 以 从 强度 的 常用 公式 得 
之 , 不 过 要 用 傅 里 叶 分 量 乘 以 2 来 代替 场 . 因此 ,频率 为 w = nwo 的 辐射 到 
立体 角 元 do 内 的 强度 等 于 


dI, = |H,l? Rdo. (66.10) 


最 后 , 我 们 直接 从 辐射 电 谷 的 给 定 运动 来 决定 辐射 场 傅 里 叶 分 量 的 公式 . 
对 于 传 里 叶 积分 展开 , 我 们 有 : 


Jj = Tewtdt. 


. 将 上 式 代 入 (66.7), 并 从 连续 电流 分 布 变 到 一 个 沿 轨道 ro = rol(t) 运动 
的 点 电荷 (参见 864) , 我 们 得 到 : 


eikRo 十 ce 





一 + ilwt—k.ro(t)] 4. 
chs ev(t)e (66.11) 


因为 v = dro/dt, 那么 vdt = dro, 这 个 公式 也 就 可 以 写成 沿 着 电荷 轨道 的 线 
积分 : 
ik Ro 


A,=e oh / eitwt 一 ero)dyr0. (66.12) 
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按照 (66.8) 式 , 磁场 的 傅 里 叶 分 量 有 如 下 的 形式 : 





5 六 / e tt eroj72 x dro. (66.13) 


如 果 电 荷 在 一 个 闭合 轨道 上 作 周 期 性 运动 , 那么 , 就 应 当 将 场 展 开 为 传 
里 叶 级 数 . 傅 里 叶 级 数 展 开 式 的 分 量 可 以 从 (66.11) 到 (66.13) 求 得 , 不 过 要 
将 其 中 遍历 所 有 时 间 的 积分 替换 为 对 运动 周期 全 (参见 849) 的 平均 . 对 于 频 
率 为 w= nwo = 2rn/7 的 磁场 的 傅 里 叶 分 量 , 我 们 有 





27imeikRo /TT ， 

a i[nwot—k-ro(t)] + 
n = Ca ， e n x v(t)dt 

92xine™r tio . 

EE i(nwot—k-ro) 
e373 fe n x dro. (66.14) 
在 第 二 个 积分 中 ，, 积分 遍及 粒子 的 整个 闭合 轨道 . 
避 题 


求 一 个 沿 给 定 轨道 运动 电荷 辐射 的 四 维 动量 谱 分 解 的 四 维 表 达 式 . 
解 :将 (66.8) 代入 (66.9) ,并 考虑 到 ,由 于 洛 伦 兹 条 件 (62.1) kp = -A 和， 
我 们 有 : 


二 2_ .A 2 p2 do 
dénw = or (k IA,|  — |k. A,| )Rodo— 
dw 


_ Cr2 2 2\p21dw C2 4izp2dw 
ok (|A,| [pw | )Rodoo— ork Aiw A, fodo—- 


将 四 维 势 A;,, 表 为 类 似 (66.12) 的 形式 , 我们 得 到 : 


k2e* 
dénw = 4 





元 2 Xi dodk, 


式 中 Xi 表示 四 维 矢量 

x* = / exp(~ik,z!)dz’, 
积分 沿 粒 子 轨 道 的 世界 线 进行 . 最 后 ， 变 到 四 维 符号 (包括 天 空间 的 四 维 “ 体 
积 元 ”, 如 (10.1a) ) ,我 们 得 到 辐射 的 四 维 动量 : 


e2k’ 


dP’ 一 gra XiX Okmk™)d’k. 
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867 偶 极 辐射 


在 推迟 势 (66.1) 和 (66.2) 的 被 积 函 数 中 , 时 间 r -一 是 可 以 略 去 的 ， 假 
如 电荷 分 布 在 这 个 时 间 内 改变 很 小 的 话 . 满足 这 个 要 求 的 条 件 不 难 找到 . 假 
设 在 一 段 时 间 内 , 体系 中 的 电荷 分 布 有 显著 的 改变 , 用 人 表示 这 段 时间 的 数 
量 级 . 这 个 体系 的 辐射 显然 含有 与 全 同 数量 级 的 周期 ( 即 频率 与 1/T 同 数量 
级 ). 此 外 ,我们 用 a 来 代表 体系 的 尺度 的 量 级 . 因此 , 时 间 7 一 将 与 - 同 数 
量 级 . 要 这 个 体系 内 的 电荷 分 布 在 这 段 时 间 内 不 发 生 显著 的 改变 , 那么 ,就 
必须 有 -<<T. 而 oT 正 是 辐射 的 波长 . 因此 ,a < c 可 以 写 为 


a < 入 (67.1) 


就 是 说 ,电荷 体系 的 尺度 应 当 比 辐射 的 波长 小 很 多 . 

我 们 指出 , 同一 个 条 件 (67.1) 也 可 以 从 (66.7) 式 得 到 . 在 被 积 函 数 中 , m 
所 取 的 值 是 在 一 个 与 电荷 体系 的 尺度 同 数 量 级 的 间隔 内 , 因为 在 电荷 体系 以 
外 3 等于零 . 因此 , 指数 ik :7 是 很 小 的 , 对 于 那些 ka 之 1 的 波 , 可 以 略 去 它 
们 ,而 这 个 条 件 与 (67.1) 是 等 价 的 . 

如 果 w 与 电荷 速度 的 大 小 同 量 级 , 注意 到 全 ~ a/v,， 从 而 入 ~ ca/u, 那 
么 ,这 个 条 件 还 可 以 写成 男 一 形式 . 从 a 之 入, 我 们 得 到 


v &, (67.2) 


就 是 说 , 电荷 的 速度 应 当 比 光速 小 很 多 . 

假设 这 个 条 件 已 被 满足 , 我 们 来 研究 与 辐射 体系 相距 甚 远 之 处 的 辐射 ， 
所 谓 与 体系 相距 其 远 就 是 指 距离 比 波长 大 很 多 , 因而 在 任何 情形 下 , 都 比 电 
荷 体系 的 尺度 大 很 多 . 正如 我 们 在 866 所 指出 的 , 在 这 样 的 距离 上 , 场 可 以 当 
做 平面 波 , 因此 , 在 求 场 时 , 仅仅 只 计算 天 势 就 够 了 . 

在 远 处 的 场 的 矢 势 (66.2) 现在 有 如 下 的 形式 : 


A= 去 / judV, (67.3) 
式 中 ,t=t 一 Ro/c. 时 间 # 现在 已 经 与 积分 变量 无 关 T 了 . 将 了 = pv 代入 ,我 
们 就 可 将 (67.3) 改写 为 

A 一 2 ev), 
( 求 和 应 对 体系 中 所 有 的 电荷 进行 ; 为 简单 起 见 , 我 们 略 去 指标 萎 , 这 个 方程 
右边 所 有 的 量 都 是 取 对 # 时 刻 的 值 ). 但 是 


>》 eu = er=d 
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式 中 ,qd 是 电 谷 体系 的 偶 极 距 . 因此 ， 

1 . 
利用 公式 (66.3) , 我 们 求 出 磁场 等 于 








1  .. 
H= QR xn, (67.5) 
而 电场 则 等 于 , 
E= Rr xn)xn. (67.6) 


我 们 注意 , 在 所 考虑 的 近似 情况 下 , 辐射 为 电荷 体系 的 偶 极 矩 的 二 阶 导 
数 所 决定 . 这 样 的 辐射 称 为 偶 极 辐射 . 

因为 a = 》 er， d = >》 enDi 所 以 电荷 只 有 在 它们 作 加 速度 运动 时 才能 
辐射 . 作 匀 速 运动 的 电荷 不 辐射 . 这 也 可 以 直接 从 相对 性 原理 推出 ,因为 作 勺 
速 运动 的 电荷 可 以 在 某 一 个 惯性 参考 系 中 静止 , 而 一 个 静止 电荷 显然 不 辐射 . 

将 (67.5) 代 和 人 (66.6) , 我 们 得 到 偶 极 辐射 的 强度 : 


中 二 (d x ma)2do = 
4nc3 ?7 a7 


了 sin? 0do， (67.7) 





式 中 6 是 矢量 d 和 nn 之 间 的 夹 角 . 这 就 是 在 单位 时 间 内 电荷 体系 辐射 到 立体 
角 元 do 内 的 能 量 , 我 们 注意 , 辐射 的 角 分 布 是 由 因子 sin 9 给 出 的 . 
代入 do 二 2xsin9d9, 从 0 到 对 db 积分 , 我 们 得 到 总 辐射 
2 


I = sad. (67.8) 


如 果 我 们 只 有 一 个 电荷 在 外 场 中 运动 , 那么 , d = er, 而 d = ew, 此 处 
的 w 是 电荷 的 加 速度 . 因此 , 运动 电 答 的 总 辐射 是 
92e21w2 
9 放 一 3 (67.9) 


我 们 注意 , 在 由 粒子 所 组 成 的 封闭 体系 中 , 如 果 所 有 粒子 的 荷 质 比 都 相 
同 , 就 不 会 有 辐射 ( 偶 极 辐射 ). 实际 上 , 对 于 这 样 的 体系 , 偶 极 矩 为 


中 大 一 》 er 一 》， —mr = const 》 mr, 


此 处 的 常数 是 所 有 电荷 共同 的 荷 质 比 . 但 是 》 mr = R》m, 此 处 RR 是 体系 
惯性 中 心 的 径 矢 ( 记 着 所 有 的 速度 vw < c, 因此 非 相 对 论 力学 可 以 应 用 ) . 因 
此 a 与 惯性 中 心 的 加 速度 成 正比 , 这 个 加 速度 是 零 , 因为 惯性 中 心 和 匀速 地 运 
动 着 . 
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最 后 , 我 们 写 出 偶 极 辐射 强度 的 谱 分 解 ， 对 于 伴随 碰撞 而 产生 的 辐射 ， 
我 们 引入 量 d& 来 表示 碰撞 期 间 以 波 的 形式 (频率 在 间隔 dw/2r 内 ) 辐射 出 
去 的 能 量 (参见 866) . 用 傅 里 叶 分 量 d 代替 (67.8) 式 中 的 ad 并 乘 以 2 就 可 
得 到 写 : 


2dw 
dé, = ld 
为 了 决定 传 里 叶 分 量 , 我 们 有 
ER dz 
de-i“t 一 3 Ce i“t) = Eu wd a 
由 此 得 到 qd = -w2d.. 因此 , 我 们 得 到 
d@, = |g PS2 (67.10) 


对 于 作 周 期 运动 的 粒子 , 我 们 用 同样 的 方法 得 到 以 频率 w = nwo 辐射 的 
强度 如 下 : 


or 





i [ad (67.11) 
习 题 


1. 来 以 恒定 角速度 人 2 在 一 平面 内 转动 的 偶 极 子 d 的 辐射 .中 
解 : 选择 转动 平面 为 zy 平面 ， 我 们 有 : 


dz = do cos 2t, d, = dosin (2t. 


因为 这 些 函 数 是 单 色 的 ,所 以 辐射 也 是 单 色 的 ,频率 由 = 有 1. 从 (67.7) 式 我 
们 得 到 辐射 的 角 分 布 ( 对 转动 周期 的 平均 值 ): 








d7 = (1 + eos 9)do, 
式 中 外 是 辐射 的 方向 n 和 zz 轴 之 间 的 来 角 , 总 辐射 是 
_ 2d304 
ee S06 


辐射 的 偏振 沿 着 矢量 d x n= w?2n x d. 将 其 分 解 为 nz 平面 和 重 直 于 它 

的 分 量 , 我 们 发 现 辐射 是 顶 圆 偏振 的 ,椭圆 的 轴 比 等 于 nz = cos3; 特别 是 ， 
沿 z 轴 的 辐射 是 圆 偏振 的 . 

@ 具有 偶 极 矩 的 转子 或 对 称 陀 螺 的 辐射 就 是 这 种 类 型 . 在 第 一 种 情形 下 , a 是 转子 的 总 偶 


极 矩 ; 在 第 二 种 情形 下 , a 是 陀螺 的 偶 极 矩 在 垂直 于 其 进 动 轴 ( 即 总 角 动 量 的 方向 ) 平面 上 的 投 
影 . 
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2. 求 ( 以 速度 @ 作 整 体 运动 的 ) 电荷 体系 辐射 的 角 分 布 ， 如 果 在 体系 整 
体 静 止 的 参考 系 中 辐射 的 分 布 已 知 . 
解 : 令 
d7 = lcosb,P )do，do' =d(cos0 )dwp’ 
是 固 联 于 运动 电荷 体系 的 K' 系 内 的 辐射 强度 (0 ,wp' 是 极 坐 标 ; 极 轴 沿 体系 
运动 的 方向 ) . 在 固定 的 (实验 室 ) 参考 系 KK 内 时 间 间 隔 dt 中 辐射 的 能 量 
d@ ,与 K' 系 内 辐射 的 能 量 d@' 通过 如 下 变换 公式 相关 


V A, 
V2 V2? 
Sy Co 


(在 给 定 方向 传播 的 辐射 的 动量 与 其 能 量 的 关系 满足 方程 |dP| = de/c). 天 
与 K' 系 内 辐射 方向 的 极 坐 标 0,0 按 公 式 (5.6) 相关 ，, 方位 角 pe 和 w' 相等 . 
最 后 , K' 系 内 的 时 间 间 隔 dt 对 应 于 天 系 中 的 时 间 间 隔 
dt 
V2 
0 


结果 ,我 们 得 到 KK 系 中 的 强度 dI = (d@/dt)do: 


dt = 





因此 ,对 于 洛 自 身 轴 方向 运动 的 偶 极 矩 ，/ = const .sin2*0', 用 刚才 得 到 的 公 


式 多 我 们 得 出 + 
V2 
(i) se 
dI = const . a 


《 一 ep] 
§68 ”碰撞 时 的 偶 极 辐射 


在 研究 碰撞 辐射 (地 致 辐射 ) 问题 时 , 我们 很 少 对 两 个 沿 着 一 定 轨道 运 
动 的 粒子 因 碰 撞 而 产生 的 辐射 感 兴趣 . 通常 我 们 必须 考虑 彼此 平行 移动 着 的 
整个 粒子 束 的 散射 . 我 们 的 问题 就 是 求 出 每 单位 粒子 流 密度 的 总 辐射 
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如 果 粒 子 流 密度 等 于 1 ( 即 在 单位 时 间 内 通过 粒子 束 截 面 的 单位 面积 有 
一 个 粒子 ) , 那么 , 粒子 流 中 “碰撞 参量 ”在 p 和 pp 十 dp 之 间 的 粒子 数 等 于 
2rpdp ( 即 以 p 和 p+dpo 为 半径 的 两 个 圆 之 间 的 环 的 面积 ) . 因此 所 要 求 的 
总 辐射 就 可 以 用 2xpdp 乘 一 个 粒子 (具有 碰撞 参量 p) 的 总 辐射 AC , 再 对 dp 
从 0 到 ce 积分 求 得 . 如 此 求 得 的 量 将 有 能 量 乘 面积 的 量 纲 . 我 们 称 它 为 有 效 
辐射 〈( 同 散射 的 有 效 截 面相 似 ), 并 以 x 代表 之 : 


Xi 一 f AGE .2npdp. (68.1) 
0 


用 完全 类 似 的 方法 , 我 们 可 以 定义 在 一 定 立 体 角 元 do 内 , 和 在 一 定 的 频率 间 
隔 dw 内 的 有 效 辐 射 等 等 名 . 

现在 我 们 来 推导 粒子 束 被 中 心 对 称 场 散射 时 , 产生 的 辐射 角 分 布 的 一 般 
公式 , 这 里 我 们 假设 辐射 是 偶 极 辐射 . 

被 散射 粒子 束 中 的 单个 粒子 〈 在 每 一 时 刻 ) 的 辐射 强度 由 (67.7) 式 
决定 ,在 这 个 式 子 内 的 d 是 粒子 对 于 散射 中 心 的 偶 极 和 矩 @@. 首先， 我 们 将 
此 式 对 矢量 d 在 与 粒子 束 方向 相 垂 直 的 平面 内 的 所 有 方向 求 平均 值 . 因为 
(dxn)? = 一 (nd)?, 那么 , 求 平均 值 运算 仅仅 影响 到 (mn x d)?. 因为 散射 
的 场 是 中 心 对 称 的 , 而 人 射 粒子 束 是 平行 的 , 所 以 散射 (以 及 辐射 ) 具有 对 
通过 中 心 的 轴 的 轴 对 称 性 我们 选 定 这 个 轴 作 为 z 轴 . 从 对 称 性 的 考虑 可 以 
看 出 一 次 项 d,,d 在 求 平均 值 时 给 出 零 , 又 因 du 不 受 求 平均 运算 的 影响 ， 


dd, = dd =0. 
中 和 明 的 平均 值 彼此 相等 ， 所 以 
忆 = 奋 = 了 (中 一 她 ) 
注意 到 这 些 , 我 们 就 不 难 求 得 
(dx n)? = >(d + d2)+ (中 ~ 3d2) cos20， 
式 中 ,9 是 辐射 方向 nn 与 z 轴 的 夹 角 . 


将 强度 对 时 间 和 对 所 有 碰撞 参量 积分 , 我 们 就 得 到 确定 有 效 辐射 作为 辐 
射 方向 函数 的 最 终 公式 


do 3cos20—1 
dn = 7 (4+a ) (68.2) 

Q@ x 与 辐射 体系 能 量 之 比 称 为 辐射 能 量 损失 截面 . 

@ 如 果 被 积分 的 式 子 与 粒子 的 偶 极 符 在 粒子 流 横 截面 上 投影 的 定向 角 有 关 ，, 那么 , 首先 我 
们 必须 在 这 个 平面 上 对 于 所 有 方向 求 平均 值 , 只 有 这 样 做 以 后 才能 乘 以 2rpdp 然后 再 积分 . 

@ 实际 上 , 通常 我 们 所 说 的 是 指 两 个 粒子 一 一 散射 的 粒子 和 被 散射 粒子 一 一 相对 他 们 的 公 
共 的 惯性 中 心 的 偶 极 矩 . 
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式 中 ， 
D co foo | Ge foo  ， 
一 3 上 / d*dt2xpdp, 六 三 ; 上 / (a 一 3d2)dt2nxpdp. (68.3) 
0 一 Oo 0 一 Co 


(68.2) 式 的 第 二 项 写成 了 这 样 的 形式 , 它 在 对 所 有 方向 平均 时 为 零 , 所 以 总 
有 效 辐射 是 x = 4/c3. 请 注意 , 辐射 的 角 分 布 相对 于 穿 过 散射 中 心 并 且 垂 直 
于 东 的 平面 是 对 称 的 , 因为 如 果 将 06 换 为 x 一 6,(68.2) 式 不 变 . 这 个 特性 为 侦 
极 辐 射 所 专 有 , 对 于 比 v/c 更 高 阶 的 近似 则 无 这 个 特性 . 

伴随 散射 而 产生 的 辐射 强度 可 以 分 成 两 部 分 ,一 部 分 是 在 经 过 zz 轴 和 方 
向 n 的 平面 内 (我 们 选择 这 个 平面 为 zy 平面 ) 偏振 的 辐射 , 另 一 部 分 是 在 
垂直 平面 xz 内 偏振 的 辐射 . 

电场 矢量 与 下 面 撩 量 的 方向 相同 : 


nx(nxd=n(n.d)-d 


(参见 (67.6) 式 ) . 这 个 矢量 在 与 zy 平面 垂直 的 方向 上 的 分 量 是 -d。, 而 它 
在 zy 平面 内 的 投影 是 |sin0 .4d。 — cos0.d,l. 后 面 这 个 量 可 以 最 方便 地 由 磁场 
的 z 分 量 决定 , 磁场 的 方向 是 d x m. 

将 巨 平 方 , 再 对 矢量 4 在 yz 平面 内 的 所 有 方向 求 平均 值 , 我 们 首先 看 
到 , 场 在 zy 平面 上 的 投影 同 它 在 与 zy 平面 垂直 的 平面 上 的 投影 之 积 为 零 
这 意味 着 , 辐射 强度 实际 上 可 以 表示 为 两 个 独立 部 分 之 和 , 这 两 部 分 就 是 在 
两 个 相互 垂直 的 平面 内 偏振 的 辐射 强度 . 

电 矢量 在 垂直 于 zy 平面 内 的 辐射 强度 由 必 = (中 _ 尼 ) 的 方 均 所 决定 . 
对 于 有 效 辐射 的 相应 部 分 , 我 们 得 到 


do 1 /™ /™,. . 
1 2 2 
dx = 3157 上 a ds” )dt2nxpdp. (68.4) 


我 们 注意 到 , 辐射 的 这 一 部 分 是 各 向 同性 的 . 没有 必要 写 出 电场 矢量 在 zy 平 
面 内 的 有 效 辐射 表达 式 , 因为 , 显然 





dx 十 dzxl = dzen,. 


用 相似 的 方法 , 我 们 可 以 求 出 在 给 定 频率 间隔 dw 内 的 有 效 辐射 的 角 分 
布 公式 : 


do 


2Tc3 





dxnw 一 


A + B(w) 3 | 9， (68.5) 
式 中 


904 Oo w4 Co 
4@)= 二 di2rpdp, Blw)=| (本 一 3 到 .)2rpdp， (68.6) 
0 . 0 
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869 低频 韦 致 辐射 


我 们 来 考虑 秆 致 辐射 谱 分 解 的 低频 “尾部 ”, 这 个 区 间 的 频率 远 低 于 辐 
射 主要 部 分 集中 所 在 处 的 频率 wo: 


WwW < wo. (69.1) 


我 们 不 ( 像 上 节 所 作 的 那样 ) 假设 碰撞 粒子 的 速度 远 小 于 光速 ; 下 面 的 公式 
对 于 任何 速度 都 是 适用 的 . 在 非 相 对 论 情形 下 , wo ~ 1L/r, 这 里 > 是 碰撞 延 
续 时 间 的 量 级 ; 在 极端 相对 论 情形 下 , wo 正比 于 辐射 粒子 能 量 的 平方 (参见 
877) . 
在 积分 二 
= | He'“tdt 


之 中 , 辐射 场 五 只 有 在 与 1/wo 同 景 级 的 时 间 间 隔 内 , 才 与 零 有 显著 的 差别 . 
因此 , 按照 条 件 (69.1), 我 们 可 以 假设 在 被 积 函 数 内 wt 之 1, 从 而 可 以 使 ei 
等 于 1; 于 是 ， 天 

HH, = / Hdt. 


将 五 =4xm/e 代 入 上 式 , 并 对 时 间 积分 , 则 得 到 : 
交 -(A2 _ Al) xn, (69.2) 


式 中 , As - 41 是 碰撞 粒子 在 碰撞 期 间 所 产生 的 场 的 矢 势 的 变化 . 
将 (69.2) 代入 (66.9) 式 , 我 们 便 得 到 (频率 为 w 的 ) 碰撞 总 辐射 : 


Ro 2 
dy 一 zzl(4a2 Al) xX ?2| dodw. (69.3) 


我 们 可 以 用 对 于 矢 势 的 李 纳 - 维 谢 尔 表达 式 (66.4) 得 出 : 


dé = 二 De {i | doaw (69.4) 


式 中 vi 和 ?2 是 碰撞 以 前 和 以 后 的 粒子 速度 , 求 和 对 两 个 碰撞 粒子 进行 . 我 
们 注意 到 , dw 的 系数 与 频率 无 关 . 换言之 , 对 于 低频 率 (条 件 (69.1) ) , 谱 分 
布 与 频率 无 关 , 就 是 说 , 当 内 一 0 时 , dg/dwo 趋 近 于 一 个 常数 极限 咏 . 

@ 对 碰撞 参量 积分 , 我 们 可 以 得 到 粒子 束 散 射 时 的 有 效 辐射 的 相似 的 结果 , 然而 我 们 要 记 
着 , 这 个 结果 对 于 碰撞 粒子 有 库仑 相互 作用 情况 下 的 有 效 辐射 是 不 正确 的 , 因为 对 dp 的 积分 在 


Pp 很 大 时 是 〈 对 数 ) 发 散 的 . 在 下 一 节 中 可 以 看 出 , 在 这 种 情形 下 , 低频 率 的 有 效 辐射 与 频率 的 
对 数 有 关 , 而 不 是 保持 不 变 . 


. 202 . 第 九 章 ”电磁 波 的 辐射 
ee 那么 , (69.4) 式 变 为 


dénw = 二 [De(w2 -wx A dodw. (69.5) 


这 个 表达 式 对 应 于 偶 极 辐射 的 情形 , 天 势 由 (67.4) 式 给 出 . 

这 些 公 式 的 一 个 有 趣 应 用 是 应 用 于 发 射 新 带电 粒子 (例如 从 核 中 出 射 
B 粒子 ) 时 产生 的 辐射 . 这 个 过 程 锌 处 理 成 粒子 的 速度 瞬时 从 和 零 变 为 其 实际 
值 . (由 于 公式 (69.5) 对 交换 wz 和 v2 的 对 称 性 , 起 源 于 这 个 过 程 的 辐射 与 其 
逆 过 程 (粒子 瞬时 停止 ) 产生 的 辐射 是 相同 的 .) 重要 之 点 在 于 , 由 于 该 过 程 
的 “时 间 ”r 一 0, 条 件 (69.1) 实际 上 对 所 有 频率 都 是 满足 的 . 包 


可 卉 
求 一 个 当 射 出 时 以 速度 ?运动 的 带电 粒子 所 产生 总 辐射 的 谱 分 布 . 
解 : 按照 公式 (69.4) (其 中 我 们 令 v2 = 二 wv,v1 = 0)，, 我 们 有 : 


dr v Ys [ pssinod 
4r2c3 Jo (1— (v/c) cos0)? | 


进行 积分 后 得 到 @ : 








2 
已 = 到 (2 和 -2) a (1) 
NC\v Cc—v 
对 于 ww < 和 c, 这 个 公式 化 为 
9e2v2 
dé = Be 


该 公式 也 可 以 从 (69.5) 直接 得 到 . 
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为 了 参考 的 目的 , 我们 在 这 一 节 内 列举 一 系列 有 关 两 个 带电 粒子 体系 的 
偶 极 辐射 公式 ; 这 里 ,我们 假设 粒子 的 速度 比 光速 小 很 多 . 
我 们 对 这 个 体系 作为 一 个 整体 的 勾 速 运动 ( 即 体 系 惯性 中 心 的 运动 ) 没 
有 兴趣 , 因为 它 并 不 引起 辐射 ; 因此 我 们 只 需 研 究 粒 子 的 相对 运动 .我 们 选 定 
惯性 中 心 为 坐标 原点 , 那么 , 体系 的 偶 极 矩 d = elirl 十 e272 可 以 写成 
d= Se em =p (全 _ 所 ) 罗 (70.1) 


@ 然而 , 这 些 公式 的 应 用 受到 量子 条 件 的 限制 . 即 ji 同 粒 子 的 总 动能 相 比 很 小 . 

@ 正如 我 们 已 经 指出 的 那样 ,即使 由 于 过 程 的 “瞬时 性 ”, 条 件 (69.1) 对 所 有 频率 都 满足 ， 
我 们 却 不 能 通过 将 (1) 式 对 dw 积分 来 求 得 总 辐射 能 一 一 该 积分 在 高 频 发 散 . 值得 一 提 的 是 , 除 
了 经 典 性 质 的 条 件 在 高 频 失效 以 外 , 在 本 例 中 发 散 的 原因 还 在 于 经 典 问题 的 不 正确 陈述 , 即 这 
个 问题 中 粒子 在 初始 时 刻 加 速度 为 无 穷 大 . 


870 库仑 相互 作用 的 辐射 . 203 . 


式 中 , 指标 1 和 2 分 别 属于 两 个 粒子 , 而 "= -ra 则 是 两 粒子 之 间 的 径 矢 . 


mm 
m1 十 ?22 





HL 二 


是 约 化 质量 . 

我 们 从 两 个 按照 库仑 定律 互相 吸引 着 的 粒子 在 作 椭圆 运动 时 所 产生 的 辐 
射 开 始 . 从 力学 我 们 知道 (参看 本 教程 第 一 卷 815), 这 种 运动 可 以 用 一 质量 
为 上 的 粒子 在 椭圆 上 的 运动 来 说 明 , 椭圆 的 极 坐标 方程 是 


Ti 2 
l+écosp = SE (70.2) 


此 处 的 半 长 轴 a 和 离心 率 e 是 


a | 2|@|M? 
“一 36 一 1 Lo 。 (70.3) 


式 中 ,8 是 粒子 的 总 能 量 ( 略 去 他 们 的 静 能 !) , 运动 在 有 限 范围 内 时 , 总 能 量 
为 负 . M = Hphr2p 是 角 动 量 , 而 a 是 库仑 定律 中 的 常数 : 





a = |elez2|. 


坐标 与 时 间 的 关系 可 以 用 参数 方程 表示 如 下 : 


r=a(l— ecosé), t= Le (é — Esiné). (70.4) 


当 参 数 & 从 0 变 到 2x 时 , 粒子 在 椭 加 上 走 一 周 ; 运动 的 周期 是 


Fans 
了 OF Cn 
a 


现在 我 们 来 求偶 极 矩 的 傅 里 叶 分 量 . 因为 运动 是 周期 性 的 , 所 以 这 即 是 
求 传 里 叶 级 数 的 展开 式 . 既然 偶 极 和 矩 与 径 和 撩 "7 成 正比 , 那么 这 个 问题 就 可 化 
为 求 坐 标 z =rcosw,y =rsinw 的 健 里 叶 分 量 . z 和 vy 与 时 间 的 关系 由 如 下 参 
数 方程 决定 


T=a(cosé€ ~—E), y=aVl—e2sin€, wot = &£€— esiné, (70.5) 
这 里 , 我 们 引入 了 频率 


2x_ [ea (2E)3 
T La3 aul/2 
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利用 各 = 一 jwonzn, gn = 一 jiwonyn，, 计算 速度 的 健 里 叶 分 量 , 这 比 求 坐标 
的 傅 里 叶 分 量 更 便利 些 . 我 们 有 


; T 
I 1 . 
一 iom wonT Jo 








但 是 jdt = dz = -asintde; 因此 , 将 对 dt 的 积分 变 为 对 dt 的 积分 , 我 们 就 
有 





、 27 
Eo in(é—é siné€) _: 
Wi 三 27m 人 e sin€dé. 
同样 , 我 们 可 求 得 
iavi~e? /* in , _ iavVi—e? /一 in , 
， 一 |/ e"(é€ — esiné)cosédé = pe 上 e (人 E 一 ssinE)dE 


(在 从 第 一 个 积分 变 到 第 二 个 积分 时 ,我 们 在 被 积 函数 中 写 了 cost = 
(ese- + 二; 这 时 ,出现 了 cosé -的 积分 ,而 它 恒 等 于 零 ) ， 最 后 
利用 贝 塞 尔 函数 的 理论 , 我 们 有 





天 “eink-z sin 6) dE 一 . 上 cos(né — x siné€)dt = Jn,(7x) (70.6) 
2T Jo no 
式 中 ,J(z) 是 整数 nn 阶 的 贝 塞 尔 函 数 . 结果 得 到 所 求 的 傅 里 叶 分 量 的 如 于 表 
达 式 : 有 
zn 一 人 Jre)， tn = n(ne) (707) 


( 贝 塞 尔 函 数 上 面 的 一 撤 表 示 对 天 数 自 变 量 微分 ) . 
辐射 的 单 色 分 量 强度 的 表达 式 可 以 通过 将 zw 和 yn 代入 如 下 公式 中 得 








到 : 
4ubn4 ， el | 2 2 
局 = (人) (en + hn) 
(参见 (67.11) ) . 利用 粒子 的 特征 量 来 表示 a 和 wo, 最 后 我 们 得 到 : 
64n2CE4 (el & 下 1 一 <s > 
一 ama (和 2 一 名) | (ne) 十 2 也 (na (70.8) 


作为 特例 , 下面 我 们 写 出 在 轨道 接近 抛物 线 的 运动 中 (e 接近 1) 非常 高 
次 谐 波 (nn 很 大 ) 强度 的 渐 近 公式 . 为 此 目的 , 我 们 用 公式 


Jn(ne) ~ 和 2 [扑通 (1 一 | ; (70.9) 


n>l1l, l1—-ée< 委 1, 
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式 中 B 是 859 习题 脚注 中 定义 的 区 里 函数 外. 
代入 (70.8) 得 到 : 


64 x 22/3 mn4/3aE4 /el es\’ 2 £2 [ /nN2/3 
| {es GG) Q-e)|+ 


+(2) [o-oo | 


这 个 结果 也 可 以 用 麦克 唐 纳 滑 数 K, 表示 为 : 


64 mp2&4 /ei Go 也 
" gn? c5o53 人 (ip [50 -|+ 


71 To 
+ [5(1 —e?)/2|} (1 —e2) 
(必要 的 公式 在 (74.13) 式 后 第 1 个 脚注 给 出 ) . 


以 下 , 我 们 考虑 两 个 互相 吸引 的 带电 粒子 的 碰撞 . 这 两 个 粒子 的 相对 运 
动 , 可 以 用 一 个 以 质量 为 4 的 粒子 在 双 曲 线 上 的 运动 来 摘 与 ， 





a(e? — 1) 





1+ecosp= (70.11) 
式 中 ， 
CQ 2& AM? 
4 = Fg £= 1 十 je (70.12) 
(现在 >0).r 与 时 间 的 关系 由 下 面 的 参数 方程 所 决定 : 
| was 
r=a(ecoshé —1), t= (e sinh € — &), (70.13) 
此 处 的 参数 & 可 取 -coe 到 +oo 之 间 的 一 切 值 . 对 于 坐标 rz, y, 我 们 有 
r=a(e—coshét), y= aVe?— 1sinhé. (70.14) 


@ 对 于 n> 1, 对 积分 
Jn (ne) = a/ cos[m(E ~ esin £)]dé 
的 主要 贡献 来 自 & 的 小 值 (对 于 大 的 & 值 , 被 积 函 数 快速 振荡 ). 据 此 ,我们 将 余弦 了 泪 数 的 自 变 
基 按 & 的 竹 展 开 : 
Te = 二 人 Cos "(SS e+ 与 )| dé; 


因为 积分 迅速 收敛 ,上 限 已 换 为 oo; 含 &3 的 项 必须 保留 ,因为 一 阶 项 含有 小 系数 1 一 e 心 (1 一 e?)/2. 
通过 明显 的 代 换 ,上 面 的 积分 可 以 化 为 (70.9) 的 形式 . 
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全 里 叶 分 量 的 计算 (我们 现在 所 指 的 是 展开 为 传 里 叶 积 分 的 展开 式 ) 可 
以 照 上 面 的 方法 完全 一 样 地 进行 . 结果 得 到 : 


四 TIQVE2 一 


a 1 上 J) vv。 
mu = HY) ve), yu = -~ H(ive), (70.15) 


式 中 , 有 0 是 第 一 类 第 也 阶 的 汉 克 尔 函 数 , 我 们 引入 了 符号 


ww WO 
i (70.16) 


Ha” 





(vo 是 粒子 在 无 穷 远 处 的 相对 速度 ; 能 量 8 = jwb/2) . 在 计算 中 , 我 们 还 引 
用 了 贝 塞 尔 国 数理 论 中 的 公式 : 


/ eps -ivsinhéq¢ = inH(N (iz). (70.17) 


将 (70.15) 代入 公式 


4142 el C2 可 2 dw 
6 = 等 太 ( 色 -名 ) (xpP+ 邮 站 吕 


ml mo 


(参见 (67.10) ) 我 们 便 得 到 @ . 


2 
dé., = 0 (名 一 所 ) { [Eye 十 人 [Gve)| dw. 
(70.18) 
我 们 比较 关心 的 量 是 平行 粒子 束 散 射 时 的 “有 效 辐 射 ”( 参 见 868) . 为 
了 计算 它 , 我 们 用 2rpodp 来 d 刀 ,再 对 p 从 零 到 无 穷 大 积分 . 利用 2rpdp = 
2xa2ede, 我 们 将 对 dp 的 积分 化 为 对 de (在 1 到 ow 的 范围 中 ) 的 积分 . 这 个 
关系 从 定义 (70.12) 得 来 , 其 中 , 角 动 量 M 和 能 量 8 与 碰撞 参量 p 及 粒子 在 
无 穷 远 处 的 速度 vo 的 关系 是 : 


2 
Pe 


M = jpvo, 了 


最 后 的 积分 可 以 直接 利用 公式 
f d f 
Z [a 后 (5 — 1) 条 = jz (2ZpZp), 


Q@ 注意 , 函数 H0) (ive) 是 纯 虚 数 , 而 其 导数 HLY (ive) 是 实数 . 
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式 中 , Zr(z) 是 了 阶 贝 塞 尔 方程 的 一 个 任意 解 台 . 记 着 当 s 一 co 时 , 汉 克 尔 函 
数 也 (ive) 变 为 零 , 结果 我 们 便 得 到 下 面 的 公式 : 





4r2asw 1/ el ez \ (1) /， (1)’ /. 
dx = Bc (名 一 择 ) IH;, (iv)|H;,” (iv)dw. (70.19) 


现在 让 我 们 考虑 低频 和 高 频 两 种 极限 情形 . 在 积分 


OO 
/ eiv(é-sinhé) qe = ixHN (iv) (70.20) 
一 Co 


( 汉 克 尔 函 数 的 定义 ) 中 , 积分 变量 £ 的 唯一 重要 的 范围 是 指数 在 其 中 与 1 
同 数量 级 的 范围 . 因此 , 对 于 低频 (v 之 1), 仅 有 大 & 的 区 域 是 重要 的 . 但 是 
对 于 大 的 上 , 我 们 有 sinhé 污 &. 因此 , 近似 地 ， 


HW (iv) ~ -= | -weinhéqe = 有 人 io) 
同 理 , 我 们 可 求 得 
HV (iv) ~ HO (iv). 
最 后 , 利用 贝 塞 尔 函 数理 论 中 的 近似 式 (对 于 小 的 2) 
2 2 
iHAY (iz) 和 jn 


(二 ec , 式 中 , C 是 欧 拉 常数 ,x =1.781.…), 我 们 得 到 低频 有 效 辐射 的 如 
下 表达 式 : 


2 3 3 
人 (名 至 In (2 ) du， 当 w<< . (70.21) 
3vic3 \m1 m2 JYwa Q 
这 个 表达 式 依 赖 于 频率 的 对 数 . 


对 于 高 频率 (vy 光 1), 在 积分 (70.20) 中 ,与 前 相反 ,小 & 值 的 区 域 是 重 
要 的 . 根据 这 个 理由 , 我 们 将 被 积 函 数 的 指数 展开 为 《的 震级 数 , 并 近似 地 
得 到 


HO (iv) ~ 广 exp (-¥e) dé = -Re 作 exp (-¥e’) de) . 


@ 这 个 公式 是 贝 塞 尔 方 程 


的 直接 结果 . 
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作 代 换 iv&3/6 = mn, 上 面 的 积分 化 为 了 函数 ,结果 我 们 得 到 


i /6\'3 /1 
ee 


2/3 
(1 1 6 2 
. 入 一 si I 人 二 . 
Hy, MS (5) (5) 


最 后 , 再 利用 工 也 数 理论 中 的 熟知 公式 





同 理 , 我 们 得 到 





DD) sin xx 


对 于 高 频率 有 效 辐 射 , 我 们 得 到 : 
16ro2 e ez \” Lv3 
= 有 (名 3 笃 ) dw， 当 w 祖 (70.22) 
这 是 一 个 与 频率 无 关 的 表达 式 . 
现在 我 们 转 到 伴随 两 个 按照 库仑 定律 V = 二 (a > 0) 而 排斥 的 粒子 互相 
碰撞 而 产生 的 辐射 . 运动 发 生 于 双 曲 线 


2 = 
一 1 十 Ecosw 一 “ey (70.23) 


T=a(e+coshé), y=aVvVe:—1sinhé, t= V/ Le esinht 十 上 ) (70.24) 


(a 和 < 来 自 (70.12) ) . 对 于 这 种 情形 的 所 有 计算 直接 可 以 化 为 上 面 进行 过 
的 计算 , 因而 这 里 就 不 再 重复 了 . 实际 上 , 对 于 坐标 z 的 傅 里 叶 分 量 的 积分 


dx,, 


/二 ; 
ani eivle sinh +€) sinh edE 

在 作 代 换 £€ 一 ix -后 便 可 化 为 在 互相 吸引 情形 下 的 积分 乘 以 -e-™; 这 对 
yw 也 辣 样 成 立 . 

因此 , 在 相 斥 的 情形 中 , 傅 里 叶 分量 xz,y。 的 表达 式 与 相 吸 的 情形 中 的 
相应 的 表达 式 只 相差 一 个 因子 e-™. 所 以 , 在 辐射 的 各 公式 中 , 唯一 的 变动 
是 加 上 一 个 因子 e-2™Y. 就 特例 言 之 , 对 于 低频 , 我 们 得 到 上 面 的 公式 〈70.21) 
(因为 对 于 v 之 1:e-2™w 局 1). 对 于 高 频 , 有 效 辐 射 有 下 面 的 形式 : 


16ra2 /el eo\’ 2nwa Lv 
dx 三 一 -一 一 一 | 一 一 一 一 一 一 dw， 当 一 一 . 70.25 
33/2v8c3 (名 人 人 HU Wy aQ: ( ) 


它 随 着 频率 的 增加 而 按 指数 规律 下 降 . 
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习 题 


1. 求 两 个 互相 吸引 的 粒子 在 作 椭 圆 运动 时 的 平均 总 辐射 . 
解 : 从 偶 极 和 扼 的 表达 式 (70.1), 我 们 得 到 辐射 的 总 强度 : 


1= 2 i 2 /a _e2yl 
3c3 To 36 T7771 9 4 
这 里 我 们 用 了 运动 方程 | 好 = 一 ar/r3. 从 轨道 方程 (70.2) 用 来 表示 坐标 了 ， 
再 利用 方程 di=Hprdp/M ,将 对 时 间 的 积分 变 为 对 角 pp 的 积分 (从 0 到 2r). 
结果 ,我们 来 得 平均 强度 : 


加 $f/ 1 - 2 5 (生生 es a) 必 (- 2 
m2 M5 ua2 E 

2. 求 两 个 带电 粒子 的 碰撞 总 辐射 AGE . 

解 : 在 相 吸 的 情形 下 ,轨道 是 双 曲 线 (70.11) , 而 在 相 斥 的 情形 下 ,轨道 
是 (70.23). 双 曲 线 的 渐 近 线 与 其 轴 的 夹 角 是 wo,wo 由 土 cospo = 二 1/e 来 决定 ， 
而 粒子 的 偏转 角 (在 惯性 中 心 是 静止 的 坐标 系 中 ) 是 X=| 一 2po|. 计算 方法 
照 习 题 1 进行 (对 dy 的 积分 限 是 -wo 和 gpo). 对 于 相 吸 的 情形 ,得 到 的 结果 
是 


2 
AG = 0 tans X x |(x + xX) (1+3tan?%) +6tan 世 | (名 -和 鱼 ) 


3caa 2 \m m2 
而 对 于 相 斥 的 情形 ,我 们 得 到 
2 
1 v6 3X 加 xX X i 
Ad = pe tan (x X) (1 + 3tan? < ) 一 6 tan | (全 所 


在 两 种 情形 下 ,x 都 看 成 正 角 并 由 如 下 方程 决定 


2 
cot X 一 二 0 
2 Ce 


因此 对 于 两 个 相 斥 电荷 的 “ 正 ” 碰 撞 (p 一 0,X 一 区 )， 我 们 得 到 
8p (el_ ey) 
A 各 全 


3. 求 在 相 斥 库仑 场 中 一 粒子 束 散 射 时 的 总 有 效 辐射 
解 : 所 求 的 量 是 


“= 三 ji 3 | .27 人 广 二 dtpdp 
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我 们 将 对 时 间 的 积分 换 为 洛 电 荷 轨道 对 dr 的 积分 , 写 出 dt = dr/w ， 此 处 的 
径 向 速度 vw 二 + 可 以 用 7 表示 如 下 : 


2 M? pv 2a 
一 ER 志 : > 
Ur le D73 U(r)| V0 一 一 5 


对 dr 积分 的 范围 是 从 oo 到 离 中 心 最 近 的 距离 f0 二 ro(p) (在 这 一 点 wr = 二 0 )， 
然后 再 从 ro 到 无 穷 远 ; 这 就 化 为 从 ro 到 co 积分 两 次 . 计算 二 重 积 分 的 方便 
做 法 是 将 积分 次 序 互 换 ( 即 先 对 dp 积分 , 然后 再 对 dr 积分 ) .计算 的 结果 是 


ST Auvo f/f el Co 2 
Xt 一 -一 a 
9 c3 m1 To 





4. 设 有 一 个 电荷 从 另 一 个 电荷 的 旁边 经 过 ,假设 电荷 的 速度 是 这 样 大 
(虽然 比 起 光速 仍然 是 很 小 的 ) ， 以 致 它 的 轨道 与 直线 的 偏差 可 以 认为 很 小 ， 
求 由 此 所 产生 的 总 辐射 的 角 分 布 . 

解 : 如 果 动 能 jww*/2 比 势能 大 很 多 (势能 的 量 级 为 a/p(uv? > a/p)) ,于 
么 ， 偏 转角 就 很 小 了 . 我 们 选 定 运动 的 平面 为 zy 平面 ,而 原点 仍 选 在 惯性 中 
心 ,T 轴 沙 连 度 的 方向 .在 一 级 近似 中 ,轨道 可 以 由 X= 二 愉 ,Yy = p 给 出 .在 高 一 
级 的 近似 中 ,运动 方程 给 出 


Dem 
Ld 


可 天 Or 
HZ 一 一 7 


Qavt QOYy 
rr r 


CD 
7 r3 ? Hy = r2 7r3 ， 
这 里 

r=V2 + TO VP + v2. 


利用 公式 (67.7), 我 们 求 得 : 


el C2 


2 2 poo 
Ht [1 Ld Ld L 
dén, = do (各 一 所 fe + (ins + iny) dt， 


1 mo 





这 里 np 是 在 do 方向 的 单位 和 拓 量 用 tt 来 表示 被 积 吕 数 并 进行 积分 ,我们 得 
到 : 


dcy = 3 (名 一 名) (4 一 ?2 一 3ny)do. 
871 四 极 辐射 和 磁 偶 极 辐射 


现在 我 们 来 研究 与 和 撩 势 ( 按 体系 尺度 与 波长 之 比 a/ 和 的 响 的 ) 展开 式 中 
后 几 项 相关 的 辐射 . 因为 假设 a/ 和 很 小 , 这 些 项 一 般 也 比 第 一 〈 偶 极 ) 项 小 得 
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多 . 但 是 在 电荷 体系 的 偶 极 矩 为 零 ， 以 至 偶 极 辐射 不 发 生 的 情形 下 , 它们 就 
很 重要 了 . 
将 (66.2), 即 


-= EE 
中 的 被 积 函 数 展开 为 .rz/e 的 医 级 数 , 准确 到 一 阶 项 , 我 们 得 到 


1 , 1 9 2 
A= Kivav+t si fivav. 
将 了 = pv 代 人 ,并 改变 到 点 电荷 模型 , 我们 得 到 : 


1 0 
4 一 全 这 + + a Rn) (71.1) 
(从 现在 起 , 我 们 像 在 867 一 样 , 在 所 有 量 中 略 去 指标 #). 


在 右边 的 第 二 个 求 和 中 ， ee 





Er 5 (mm) 二 Sn er) — 3r(no) 
= rn 7) + 3(r xo) xn. 
于 是 , 我 们 求 得 A 的 表达 式 
证 二 + i 3D erln.r)+ -到 人 en (71.2) 


式 中 , d 是 这 个 体系 的 偶 极 答 ,而 m = 二 5 er x v 则 是 体系 的 磁 矩 . 为 了 
作 更 进一步 的 变换 , 我 们 注意 到 , 将 与 n 成 比例 的 任意 矢量 加 到 A 上 并 不 改 
变 场 ,因为 按照 公式 (66.3), 五 和 瑟 并 不 因此 而 改变 . 根据 这 个 道理 , 我 们 
可 以 将 (71.2) 换 为 
dl 
cRo 6c2Ro 
但 是 , 在 求 和 号 后 面 的 表达 式 正 是 矢量 n 和 四 极 矩 张 量 Dag =》 e(3zazp 一 
6ap672) 的 积 neDa6 (参见 $41) . 引入 矢量 DD, 其 分 量 为 Da = Dapn6，, 我 们 
便 得 到 矢 势 的 最 终 表 达 式 : 


O02 1 . 
ro CE A ey 


ad 1 1 
一 丈 南 忆 ed XxX Tn. (71.3) 


知道 了 4, 利用 一 般 公 式 (66.3) , 我 们 现在 就 可 以 确定 辐射 场 玉 和 蕊 


H= xm+ 让 五 xn+ 示 xm 可 xn 


zi { 
2 Ro Gc 
B= hr {xD) x nt 人 Dx ) x ntnxth)}. (71.4) 
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立体 角 do 内 的 辐射 强度 dI 可 以 用 通 式 (66.6) 来 决定 . 现在 我 们 来 计算 
总 辐射 ,就 是 这 个 体系 在 单位 时 间 内 辐射 到 各 个 方向 的 能 量 . 为 此 , 我 们 按 
所 有 n 的 方向 求 dz 的 平均 值 ; 总 辐射 显然 就 等 于 这 个 平均 值 乘 以 4r. 在 求 
磁场 平方 的 平均 值 时 , 在 五 内 的 三 项 中 , 任意 两 项 互 乘 都 是 零 , 因而 只 剩 下 
每 一 项 的 方 均值 . 经 过 简单 的 计算 名 就 可 得 到 下 面 的 了 工 的 表达 式 : 


2 2 -2 2 2 
I= sd + Ts Dg + (71.5) 


因此 , 总 辐射 包含 三 个 独立 部 分 ; 它们 分 别称 为 偶 极 辐射 , 四 极 辐射 和 磁 偶 
极 辐 射 . 

我 们 注意 到 , 磁 偶 极 辐 射 实际 上 在 许多 情况 下 是 不 存在 的 . 例如 , 在 一 
个 体系 中 , 假如 所 有 运动 粒子 的 荷 质 比 都 一 样 ， 磁 偶 极 辐射 就 不 存在 〈 在 这 
种 情况 下 , 偶 极 辐射 也 不 存在 , 我 们 在 867 中 已 经 证 明 过 了 ) . 事实 上 , 在 这 
样 的 体系 中 , 磁 矩 与 角 动 量 成 正比 (参见 844), 因为 角 动 量 是 守恒 的 , 所 以 
mm 二 0. 同 理 , 磁 偶 极 辐射 对 于 任何 只 包含 两 个 粒子 的 体系 也 是 不 存在 的 ( 参 
见 844 的 习题 ), 但 是 , 在 这 种 情形 下 , 我 们 得 不 到 任何 有 关 偶 极 辐射 的 结论 . 


避 融 
1. 带电 粒子 束 被 一 些 同 它们 完全 一 样 的 粒子 所 散射 ， 求 其 总 有 效 辐 射 ， 
解 ; 当 完 全 一 样 的 粒子 碰撞 时 , 偶 极 辐射 不 存在 ( 磁 偶 极 辐射 亦 然 )，, 因 


此 我 们 必须 计算 四 极 辐 射 . 两 个 完全 一 样 的 粒子 所 构成 的 体系 的 四 极 矩 张 量 
(相对 于 其 惯性 中 心 ) 是 


Dag = 7 (37azp — r2608), 
式 中 ,Za 是 两 个 粒子 之 间 的 径 矢 7 的 分 量 . 在 对 Dag 三 重 微 分 后 , 我 们 将 ra 
对 时 间 的 第 一 、 第 二 、 第 三 阶 导 数 用 粒子 的 相对 连 度 ww 表示 如 下 : 


7 ee ec27。 了 7 222a7 Za 
Za 一 va， Ha Fa Ta! 了 Ya 一 | 





@ 我 们 介绍 一 个 便利 方法 来 求 一 个 单位 矢量 分 量 之 积 的 平均 值 . 因为 张 量 ie75 是 对 称 的 ， 
它 可 以 用 单位 张 量 gae 来 表示 . 又 考虑 到 它 的 迹 等 于 1, 我 们 就 可 得 到 


Ranpg 一 3oa6- 
四 个 分 量 的 积 的 平均 值 等 于 
1 
Nanpniyns 一 5 (dapdys 十 5av665 + 6a5667). 


右边 是 由 单位 张 量 构成 的 对 所 有 指标 对 称 的 4 阶 张 量 ; 总 的 系数 由 两 对 指标 缩 并 来 决定 , 其 结 
果 应 等 于 1. 
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式 中 ,vr = 二 UV.T/T 是 速度 的 径 向 分 量 (第 二 个 等 式 是 电荷 的 运动 方程 ,第 三 
个 可 由 微分 第 二 个 得 之 ) . 计算 得 出 下 面 的 强度 的 表达 式 : 


ES 2 


. 157m2c5 
(= 十 号 );V 和 wo 与 7 的 关系 是 


4e2 
ee 
我 们 用 对 dr 的 积分 代替 对 时 间 的 积分 , 如 在 870 中 的 习题 3 一 样 ， 即 写 出 
vr 2 4 
0 ?2 mr 





在 对 于 dp 和 dr 的 重 积分 中 , 我们 首先 对 dp 积分 , 然后 再 对 dr 积分 . 计算 
结果 是 : 
re 
9 mes. 
2. 求 作用 在 一 个 辐射 粒子 体系 上 的 力 , 该 体系 正在 作 稳 定 的 有 限 运 动 . 
解 : 要 求 的 力 可 以 通过 计算 体系 在 单位 时 间 内 的 动量 损失 获得 , 这 个 
损失 就 是 由 体系 辐射 的 电磁 波 所 带 走 的 动量 流 : 





Fa = f onedfe 一 | suananao: 


积分 对 半径 为 Ro 的 大 球 进 行 ,应力 张 量 由 (33.3) 式 给 定 ， 场 媚 和 再 由 
(71.4) 给 出 .鉴于 这 些 场 是 横 场 ， 积 分 化 为 


1 
/ 2H2n R2do. 


用 本 节 第 一 个 脚注 中 的 公式 对 no 的 方向 作 平 均 (那里 nn 的 奇数 分 量 的 积 为 
零 ) . 结果 是 ;名 


1 1 .1:: . 2,. .. 


@ 我 们 指出 ,这 个 力 比 洛 伦 兹 摩擦 力 (§75) 高 1/c 级 . 后 者 对 总 反 冲 力 没有 贡献 : 作用 在 电 
中 性 体系 的 粒子 上 的 力 (75.5) 之 和 为 零 . 
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872 在 近 处 的 辐射 场 


偶 极 辐 射 的 各 公式 是 我 们 对 于 与 辐射 体系 相距 甚 远 之 处 的 场 求 得 的 , 所 
谓 甚 远 之 处 ， 即 到 辐射 体系 的 距离 比 波 长 (特别 是 比 辐射 体系 的 尺度 ) 大 很 
多 . 在 这 一 节 中 我 们 仍 如 以 前 一 样 假 设 波长 比 体系 的 尺度 大 很 多 , 可 是 我 们 
要 研究 的 场 到 体系 的 距离 同 波长 相 比 却 不 大 , 而 是 与 之 同 数量 级 . 

矢 势 的 公式 (67.4) 


和 
A= 2 (72.1) 


仍然 有 效 , 因为 在 推导 这 个 公式 的 时 候 , 我 们 只 用 了 Ro 比 辐射 体系 的 尺度 
大 很 多 这 个 事实 . 然而 现在 即使 在 小 区 域内 场 也 不 能 当做 平面 波 . 因此 , 电场 
和 磁场 的 公式 (67.5) 和 (67.6) 已 经 不 能 应 用 了 , 为 了 计算 它们 , 就 必须 先 求 
4 和. 

利用 加 在 两 个 势 上 的 一 般 条 件 (62.1) 

qiv 4 十 -3 一 0, 
我 们 可 以 直接 从 矢 势 的 表达 式 求 出 标 势 的 公式 . 将 (72.1) 代入 , 并 对 时 间 积 
分 , 我 们 便 得 到 
op 一 -div 地 (72.2) 

积分 常数 (是 坐标 的 任意 函数 ) 在 这 里 被 略 去 了 ,因为 我 们 只 对 势 的 变化 部 
分 感 兴 趣 . 我 们 记得 , 在 公式 (72.2) 以 及 公式 (72.1) 中 , a 的 值 必须 是 在 
t=t— 之 时 刻 的 值 咏 . 

现在 已 经 不 难 计 算 电 场 和 磁场 了 . 从 联系 巨 , 互 和 势 的 常用 公式 , 我 们 
得 到 


1 ,dd 
H= 0, Ro’ (72.3) 
.qd 1ld 
E = grad div 羽 - 豆 局 (72.4) 
E 的 表达 式 可 以 改写 成 男 一 形式 , 注意 到 dw/Ro 与 形 如 
1 fio 
高 f 人 (一举) 


有 时 我 们 引入 所 谓 赫兹 矢量 , 其 定义 为 


1 
一 一 一 Qt 一 一 】. 
“一 -高 2 ) 
这 时 
A=—-2, w=divZ2. 
Cc 
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的 坐标 和 时 间 的 任何 函数 一 样 , 满足 波动 方程 : 
1 0D2 4 大 d 


c2Dt2P ~ Ro 
用 矢量 分 析 中 熟知 的 公式 


TotrotQ = graddiv a ~— Aoa, 


我 们 便 可 求 得 


E = rotrot (72.5) 
Ro 


用 上 面 求 得 的 结果 可 以 决定 在 距离 与 波长 同 数量 级 之 处 的 场 . 应 当 理 解 ， 
在 所 有 这 些 公 式 中 都 不 允许 将 1/ Ro 从 微分 号 内 提出 来 , 因为 包含 1/ Ri 的 与 
包含 1/Ro 的 项 之 比 正好 与 和 / Ro 同 数量 级 . 

最 后 , 我 们 来 写 出 场 的 全 里 时分 量 的 公式 . 为 了 求 有 H,,, 我 们 用 五 和 4d 
的 单 色 分 量 五 se “4 和 ae 分 别 代替 (72.3) 式 中 五 和 4d. 然而 我 们 必须 
记 着 , 在 方程 (72.1) 到 (72.5) 中 的 右边 的 各 量 都 是 指 # =t 一 Ro/c 时 刻 的 值 . 
因此 我 们 必须 用 

de—iu(t—Ro/c) 2 d, eivttikRo 


代替 d. 代入 后 , 再 除 以 et 内 ,我 们 便 得 到 
eikRo 
Ro 





H krot (d | kd, x 
w = —ikrot 1 d,——— } = ikd, x 
和 


或 , 进行 微分 ， 
H,= 一 id xn (未 京 ) eikRo, (72.6) 


式 中 nn 是 沿 Ro 的 单位 矢量 . 
同样 ,从 (72.4) 可 以 得 到 : 
eik Ro 


E,, = kd 人 V)V 
om “” Ro [ Ro ' 


微分 后 得 到 
k? ik TAN ， k2? 3ik 3N， 
EE, = d,, ( 振 二 敬 一 喜 ) eik Po 十 ma、 d,) (- 知 2 十 高 ) CP: (72.7) 
在 远大 于 波长 的 距离 处 (kRo 六 1), 我 们 可 以 忽略 公式 (72.7) 和 (72.6) 
中 含 1/R2 和 1/R8 的 项 ,而 达到 处 于 “ 波 区 ”的 场 ， 


ks : 天 2 
,二 nx(d,xn)jetie, 五 ,= 一 一 G xyaeieizo. 


Ro Ro 
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在 距离 远 小 于 波长 处 (kRo 和 1) ,我 们 忽略 含 1/Ro 和 1/R3 的 项 并 令 eo ~ 1 
于 是 得 到 
= 坎 {an(d .n) — d,), 


这 相应 于 电 偶 极 子 的 静 场 (840) ; 在 这 一 近似 下 , 磁场 为 零 . 
习 题 


1. 来 近 距 离 处 四 极 辐射 和 磁 偶 极 辐 射 场 的 执 . 
解 : 为 简单 起 见 , 假设 偶 极 辐 射 完全 不 存在 ,于 是 我 们 有 (参见 871 中 
所 进行 的 计算 ) 


E., 


| dV 1 Jt—Ro/c 

A=7 ine ~ /dv, 

这 里 积分 号 内 的 式 子 已 经 按照 "= 二 Ro 一 民 的 办 展开 ; 与 在 871 中 所 作 的 不 
同 , 因子 1/Ro 现在 不 能 从 微分 号 内 提出 来 . 我 们 将 微分 号 提 到 积分 号 外 ,将 
公式 改 用 张 量 符 号 表示 : 





(Xp 是 径 矢 Ro 的 分 量 ) . 将 积分 变 为 对 电荷 求 和 ， 我 们 求 得 


__190 Qevoro)t 

”coxXgp Ro | 
用 与 871 中 同样 的 方法 , 将 此 式 分 为 四 极 部 分 和 磁 偶 极 部 分 ， 相 应 的 标 势 可 
由 和 失势 计算 出 来 ,如 在 正文 中 所 作 的 一 样 . 结果 ,对 于 四 极 辐射 , 我们 得 到 : 


4 -1 .9 pop -1 0 Dop 
~ 6c5xXo Ro * 60X.0Xs Ro 


对 于 磁 偶 极 辐 射 ， 我 们 得 到 : 





A=rot p=0 


(方程 右边 所 有 的 量 , 如 平常 一 样 ， 都 是 取 妇 =t 一 Ro/c 时 刻 的 值 ). 
磁 偶 极 辐射 的 场 强 是 : 


m m 
—, HH = rotrot—. 


Ro Ro 


与 (72.3) , (72.5) 比较 ,我 们 看 出 ,在 磁 偶 极 子 情形 下 , 吾 和 轧 用 tm 来 表示 
的 方式 ,与 电 偶 极 子 情 形 下 忆 和 一 及 用 4d 米 表 示 的 方式 一 样 . 


1 
E>=—-rot 
C 
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四 极 辐 射 势 的 谱 分 量 是 : 
ik Ro 2 eikRo 
(w) ik (vw) 0 e (Ww) lp 0 ee” 
Mr TraBX Bi' ? =- 和 各 到 <BX6p Ro 


由 于 它们 的 复杂 性 , 我们 将 不 给 出 场 的 表达 式 . 

2. 求 电 荷 体系 通过 电磁 波 的 偶 极 辐射 损失 角 动 量 的 速率 . 

解 : 按照 (32.9) ,电磁场 角 动 量 流 密 度 由 四 维 张 量 XT 以 一 zrTH 的 空间 
分 量 给 出 . 变 到 三 维 符 号 ,我 们 引入 分 量 为 eapyMA7/2 的 三 维 角 动 量 矢 量 ; 流 
密度 由 如 下 三 维 张 量 给 出 


1 
一 了 eapbm(TBOT6 Ty086) 一 一 CaBTYOOT6， 


式 中 gag 三 ~Tep 是 三 维 电 磁场 应 力 张 量 (按照 常用 的 三 维 符号 , 我 们 将 所 
有 指标 写成 下 标 ) . 体系 在 单位 时 间 内 的 总 角 动量 损失 ,等 于 穿 过 半径 Ro 球 
面 的 辐射 场 的 角 动 量 流 : 





dM。 
二 ea6vZ60-5725dy， 

式 中 df = Rido,m 是 Po 方向 的 单位 矢量 . 从 (33.3) 用 张 量 cae ,我们 得 到 : 

7 Ro 2 | {(n x E)(n: E)+ (nx H)(n. H)}do. (1) 


将 这 个 式 子 应 用 于 体系 远 距 离 处 的 辐射 场 ， 不 过 ， 绝 不 能 只 保留 到 ~ 
1/Ro 的 项 ; 在 这 个 近似 下 nn. 忆 = 二 n:. 甩 =0, 以 至 被 积 式 为 零 . 这 些 项 (由 
(67.5) 和 (67.6) 给 出 ) 只 有 对 于 计算 因子 nx 忆 和 nx 及 才 是 足够 的 ; 纵 场 
分 量 n.:E 和 n: 昌 米 自 必 1/R8 的 项 (其 结果 是 ,(1) 中 的 被 积 式 变 为 ~ 1/R3， 
而 距离 Ro 自然 就 不 出 现在 答案 中 了 ) ., 在 偶 极 近似 中 入 六 aa, 我 们 必须 将 含 
有 附加 因子 和 ~ 和 /Ro 或 ~a/Ro 的 项 (相对 于 (67.5) 和 (67.6) ) 进行 区 分 ; 只 
保留 前 者 就 够 了 . 这 些 项 可 以 从 (72.3) 和 (72.5) 获得 ; 精确 到 1/Ro 二 阶 的 
计算 给 出 品 . : 


B.n= 5 H-.n=0. (2) 
将 (2) 和 (67.6) 代入 (1)， A 
dM 


一 一 | ps 
最 后 将 被 积 式 写成 eapynpdynsds 的 形式 ,并 对 nn 的 方向 作 平 均 , 我 们 得 到 : 
dM 2 
rd 2 
Q@ 仅 当 包含 a/ Ro 的 较 高 阶 项 时 , 才 会 得 到 非 零 的 n. 石 值 . 
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我 们 注意 到 ,对 于 线性 振子 (d = docoswt, 振幅 do 为 实数 ),(3) 式 为 
零 : 在 辐射 中 没有 角 动 量 损失 . 
873 快速 运动 电荷 的 辐射 

现在 我 们 来 研究 一 个 带电 粒子 , 这 个 粒子 运动 的 速度 同 光速 比较 起 来 并 
不 算 小 . 

在 求 867 中 的 各 公式 时 , 我 们 假设 了 wv 之 c, 因而 这 些 公 式 不 能 直接 应 
用 到 目前 所 考虑 的 情形 . 但 是 , 我 们 可 以 把 粒子 放 在 它 在 一 给 定时 刻 静 止 的 
那个 参考 系 中 去 研究 .在 这 个 参考 系 中 , 所 提 到 的 这 些 公 式 当 然 是 有 效 的 (应 
该 注意 这 个 事实 , 即 这 样 的 做 法 只 有 在 单个 运动 粒子 的 情况 下 才 有 可 能 ; 对 
于 包含 许多 粒子 的 体系 ， 显 然 不 存在 所 有 粒子 同时 静止 的 参考 系 ) . 

因此 , 在 这 个 特定 的 参考 系 中 , 该 粒子 在 时 间 dt 内 辐射 出 去 的 能 量 是 


2 
de = 33 dt (73.1) 


(按照 公式 (67.9) ) , 式 中 的 ww 是 粒子 在 这 个 参考 系 内 的 加 速度 . 在 这 个 参考 
系 中 , 辐射 出 去 的 总 动量 是 零 : 


dP = 0. (73.2) 


实际 上 , 辐射 掉 的 动量 由 辐射 场 中 动量 流 密 度 对 包围 粒子 的 封闭 曲面 积分 给 
出 . 但 由 于 偶 极 辐射 的 对 称 性 , 在 反方 向 带 走 的 动量 是 大 小 相等 方向 相反 的 ; 
因而 积分 恒 等 于 零 . 

为 了 变换 到 任意 参考 系 , 我 们 将 (73.1) 和 (73.2) 改写 为 四 维 形式 . 容易 
看 出 “辐射 掉 的 四 维 动量 "dP' 必须 写 为 


2e2 duk dt 2e2 duwk quk ， 


dP’ = a dr ds de 一 Be de ds. (73.3) 
实际 上 , 在 粒子 的 静止 参考 系 中 , 四 维 速度 wi 的 空间 分 量 等 于 零 , 而 且 
dw dur __ 史 ， 
ds ds cc’ 


因而 dP' 的 空间 分 量变 为 零 而 时 间 分 量 给 出 方程 (73.1) . 
一 个 粒子 飞 过 电磁 场 期 间 辐 射出 去 的 总 四 维 动量 等 于 表达 式 (73.3) 的 
积分 , 即 


利用 运动 方程 (23.4) 


e 
mc— 一 一 有 ra 
c 
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用 电磁 场 张 量 来 表示 四 维 加 速度 duwi/ds , 我 们 可 将 (73.4) 式 改写 为 另 一 形式 . 
于 是 我 们 得 到 : 
AP’ ~— 0 / (Fr ) (Frm )dri. (73.5) 
37m2c5 
(73.4) 或 (73.5) 的 时 间 分 量 是 总 辐射 能 ACE. 用 表示 为 三 维 量 的 式 子 来 代替 
所 有 的 四 维 量 , 我 们 便 得 到 


2 Bo We 
AG = / —— dt (73.6) 
-3 


(w= 是 粒子 的 加 速度 ), 或 者 , 利用 外 电场 和 磁场 : 


OO 
se= | Tdt, 
一 co 
1 | 
E+-vxH» -—(E.v) 
2e4 c c2 
人 
1 
C 


对 于 总 辐射 动量 的 表达 式 , 不 同 之 处 在 于 被 积 式 中 有 一 个 额外 的 因子 wv. 

从 公式 (73.7) 可 以 看 出 , 对 于 与 光速 相近 的 速度 , 在 单位 时 间 内 所 辐 
射出 的 总 能 量 基本 上 与 (1 - vz/c2)-: 成 比例 , 即 与 运动 粒子 的 能 量 平方 成 正 
比 . 唯一 的 例外 是 在 电场 内 沿 着 场 方向 的 运动 . 在 这 种 情形 下 , 分母 里 的 因子 
(1 一 v2/e2) 与 分 子 里 的 同样 的 因子 相 消 , 因而 辐射 与 粒子 的 能 量 无 关 . 

最 后 , 还 有 快速 运动 电荷 所 产生 的 辐射 的 角 分 布 问题 . 为 了 解决 这 个 问 
题 , 利用 李 纳 - 维 谢 尔 的 场 公式 (63.8) 和 (63.9) 是 比较 方便 的 . 在 远 处 , 我 
们 只 保留 1/R 的 最 低 阶 的 项 (公式 (63.8) 中 的 第 二 项 ) . 引入 在 辐射 方向 的 
单位 矢量 n(R = nR), 我 们 得 到 公式 


a 
H=nxE, (73.8) 


等 式 右边 的 一 切 量 都 取 推 迟 的 时 刻 t=t 一 R/c 的 值 . 
辐射 到 立体 角 do 内 的 强度 是 dI = EB?R2do . 展开 瑟 , 我 们 便 得 到 


v2 
jan), ww my 


CD) 


do. (73.9) 
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如 果 想 要 年 出 在 电荷 运动 的 全 部 时 间 内 总 辐射 的 角 分 布 , 那么 我 们 必须 
将 强度 对 时 间 积 分 . 这 时 必须 记 着 , 被 积 式 是 # 的 函数 ; 因此 我 们 必须 写 出 


dt = dt' = (1 —) dt (73.10) 


(参见 (63.6) ) , 然后 再 直接 对 dt 积分 . 这 样 , 我 们 就 得 到 立体 角 元 do 内 的 
总 辐射 的 表达 式 





v2 
nw)(v:w Ww be 
sre/ nt a dt ， 
(73.11) 


如 同 我 们 从 (73.9) 看 到 的 那样 ， 一 般 情 形 下 辐射 的 角 分 布 是 非常 复杂 
的 . 在 极端 相对 论 情 形 (1 -we < 1) 下, 它 具 有 特征 性 的 形态 , 这 与 该 表 
达 式 各 项 的 分 母 中 存在 差 值 1 - (v .n/c) 的 高 次 窘 有 关 . 因此 , 在 其 中 差 值 
1 一 (vn/c) 很 小 的 一 个 狭 罕 角 度 范 围 内 辐射 强度 很 大 .用 0 记 m” 和 ow 之 间 的 
小 角 , 我 们 有 : 


én = 
pr 





这 个 差 对 于 
bg~ 4/1- 三 (73.12) 


是 很 小 的 . 因此 一 个 极端 相对 论 粒 子 主要 沿 着 自己 运动 的 方向 发 出 辐射 ,其 
辐射 集中 在 它 的 速度 方向 周围 一 个 小 角度 范围 (73.12) 之 内 . 

我 们 也 指出 , 对 于 粒子 的 任意 速度 和 加 速度 , 总 是 有 两 个 方向 辐射 强度 
为 零 . 这 就 是 矢量 n 一 (wo/e) 与 矢量 由 平行 的 方向 , 在 这 些 方向 上 场 (73.8) 
变 为 零 (参见 本 节 习 题 2) . 

最 后 ,我 们 给 出 较 简 单 的 公式 ,在 两 种 特殊 情形 下 ,(73.9) 可 以 化 为 
它们 . 

如 果 粒 子 的 速度 和 加 速度 平行 ， 


e WXN 
oR) 





强度 是 
di = 一 一 一 一 0Q0. (73. 13) 
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它 自然 是 围绕 w 和 ww 的 共同 方向 对 称 的 , 并且 在 沿 速 度 的 方向 (9 = 0) 和 反 
方向 (0 = zx) 变 为 零 . 在 极端 相对 论 情形 下 , 强度 作为 9 的 也 数 在 (73.12) 的 
范围 内 有 两 个 尖锐 的 极 大 值 , 对 0=0 锐 降 到 零 . 

如 果 速 度 和 加 速度 彼此 垂直 , 我 们 从 (73.9) 得 到 : 


v2 2 
2 2 ] 1 sin” Ocos* yp 
一 I 一 一 二 一 一 一 
4rc 4 一 < cos0 ) (1- = cos0) 
c 


式 中 9 仍 是 n 和 w 之 间 的 夹 角 , 而 yp 是 矢量 n 相对 于 wv 和 ww 所 穿 过 平面 的 
方位 角 . 这 个 强度 只 对 于 wv 和 ww 的 平面 是 对 称 的 , 沿 这 个 平面 中 的 两 个 方向 
为 零 , 该 方向 与 速度 成 角 6 = arccos(v/c). 


习 题 


1. 求 一 个 带电 荷 el 的 相对 论 粒 子 发 出 的 总 辐射 , 它 以 碰撞 参量 p 穿 过 
固定 中 心 的 库仑 场 ( 场 的 势 为 p 二 e2/7) . 

解 : 当 经 过 场 时 ,相对 论 粒子 几乎 不 偏转 . 因此 我 们 可 以 将 (73.7) 式 
中 的 速度 当做 常数 ,所 以 粒子 位 置 处 的 场 是 
e27 eo7 
r3 ~ (p2 + v2t2)3/2° 
式 距 二 vt,y = p. 将 (73.7) 对 时 间 积 分 ,我 们 得 到 : 


2 


do, (73.14) 


co— 


neies 4c2 一 
l12m2c3p3v c2 一 02 
2. 求 一 个 运动 粒子 辐射 强度 为 零 的 方向 . 
解 : 从 几何 结构 我 们 看 出 (图 15), 要 求 的 方向 nn 处 在 通过 vw 和 包 的 平 
面 内 ， 且 与 Ww 的 方向 成 角 X， 


ACE = 


Uv . 
sin x = — sin a, 
C 


式 中 是 和 ww 的 夹 角 . 

3. 求 一 个 在 圆 偏振 平面 电磁 波 的 场 中 进行 稳定 运动 的 粒子 发 出 的 辐射 
强度 . 

解 : 按照 848 习题 3 的 结果 , 该 粒子 在 圆 上 运动 , 且 其 速度 在 每 一 时 刻 
平行 于 吾 重 直 于 EF. 它 的 动能 是 

mc? 

@ 对 于 wv ~ e, 仅 当 碰撞 参量 p ~ ez/mc2 时 , 较 大 角 的 偏转 才能 发 生 , 一 般 来 说 这 是 不 能 

作 经 典 处 理 的 . 


一 CVD 十 mc2 = ey 
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图 15 


( 式 中 我 们 用 了 所 引 习 题 的 符号 ) . 从 (73.7) 式 我 们 得 到 辐射 强度 : 
7 二 2e4 E? 2e'50 人 eEo ) 
3m2c3 1 一 v2/c2 3m2c3 mew | 
4. 在 线 偏 振 波 的 场 中 求解 同样 的 问题 ， 
解 : 按照 848 习题 2 的 结果 ,运动 发 生 在 zy 平面 内 , 穿 过 波 的 传播 方向 


(z 轴 ) 和 轧 的 方向 (yy 轴 ); 磁场 甩 沿 z 方 向 ( 且 有 有 H,= 二 忆 ). 从 (73.7) 我 
们 得 到 : 





2e: 玉 (1 一 vz/c)” 
3m2ca 1 一 v2/c2 


使 用 所 引 习 题 的 参数 表示 ,对 运动 周期 作 平均 ,得 到 结果 
= es pe 3 / ebEo 2 
re | 区) | 
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我 们 来 详细 地 研究 一 个 以 任意 速度 在 均匀 恒定 磁场 内 沿 圆周 运动 的 电 葵 
的 辐射 . 这 样 的 辐射 称 为 磁 轨 致 辐射 . 轨道 的 半径 > 和 运动 的 循环 频率 wp 
可 通过 磁场 强度 互 及 粒子 速度 vv 来 表示 , 其 公式 (参见 821) 为 


mecv v  e v2 
rr 二 ~ WH 二 > 一 Se ] 一 有 (74.1) 


c2 








沿 着 所 有 方向 的 总 辐射 强度 可 以 直接 从 (73.7) 求 得 , 不 过 必须 使 E = 
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0,H Lov: 
A (74.2) 


我 们 看 出 , 总 强度 与 粒子 的 动量 平方 成 正比 . 

如 果 我 们 对 辐射 的 角 分 布 有 兴趣 , 那么 , 我 们 必须 应 用 公式 〈73.11) .在 
一 个 运动 周期 内 的 平均 强度 是 我 们 感 兴趣 的 量 . 为 此 , 我 们 将 (73.11) 式 在 粒 
子 作 圆周 运动 的 周期 内 积分 , 所 得 结果 再 用 周期 了 = 2r/wzg 除 之 . 

我 们 选择 轨道 平面 作为 zy 平面 (原点 取 在 圆心 ) ， 而 使 yz 平面 经 过 辐 
射 方向 n (图 16) . 磁场 沿 着 负 xz 轴 (图 16 中 粒子 运动 的 方向 相应 于 正 电荷 
e), 此 外 , 以 9 表示 辐射 方向 k 和 yy 轴 的 夹 角 , 而 yp = wpt 表示 粒子 的 径 矢 
和 z 轴 的 夹 角 . 那么 ,与 粒子 速度 wv 的 夹 角 余弦 等 于 cosgcosw (和 失 量 wv 在 
zy 平面 内 , 而 且 在 每 一 时 刻 都 垂直 于 粒子 的 径 失 ). 我 们 借助 运动 方程 ( 参 
见 (21.1) ) 用 场 及 和 粒子 速度 v 来 表示 加 速度 ww: 


经 过 简单 计算 后 , 我 们 得 到 : 


邱 ) 。 2 VU 2 
ee 4 172.2 2 2r (1- 邱 sin“ 6+ (= -cosgcosp) 
-do (5) |/ 0 
0 


QA2r20s a dp (74.3) 


7 5 
(1 — cos 0 cos op) 


(对 时 间 的 积分 已 化 为 对 dp =wadt 的 积分 ) . 积分 过 程 虽然 较 长 , 但 只 涉及 
基础 运算 . 结果 得 到 下 面 的 公式 : 


2 2 2 
4r12.2 {1 了 7 20 7 3V” 4 
e“H“v ( 5 ) E cos* 0 IT (+ co j 


dy = do 一 一 25- 二 (74.4) 
(1 至 coez9) 
c 
9 = 0 (在 轨道 平面 内 ) 时 的 辐射 强度 与 09= r/2 (与 轨道 平面 垂直 ) 时 
的 辐射 强度 之 比 等 于 

( 守 ) a 

te Ye 

A (74.5) 





当 w 一 0 时 ,这 个 比值 趋 近 于 1/2, 但 是 对 于 与 光速 接近 的 速度 , 它 就 变 为 很 
大 了 . 
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之 





图 16 


下 面 , 我 们 来 研究 辐射 的 谱 分 布 . 既然 电荷 的 运动 是 周期 性 的 , 那么 我 
们 实际 上 就 是 在 处 理 傅 里 叶 级 数 的 展开 式 ， 从 矢 势 出 发 来 计算 是 便利 的 . 对 
于 矢 势 的 全 里 叶 分 量 , 我 们 有 公式 (参见 (66.12) ) 


A, =e 





eikRo 
ER f exp{ilwant — Ek-.r)}dr, 


式 中 积分 沿 着 粒子 的 轨道 (圆周 ) 进行 . 对 于 粒子 的 坐标 ， 我 们 有 z = 
rcoswHt,y = 一 rsinwpt 选择 角 yp = wpt 作为 积分 变量 . 注意 到 


E nv 有, 
k:.r= krcos0sinp= OO— cos0sing 
c 


(k= nwg/fc 二 nv/cr), 我们 便 得 到 矢 势 z 分 量 的 傅 里 叶 分 量 : 


2 
4zn = — eikito 上 exp lin (¢ 一 = cosO sin 9) sin .2dq. 


在 870 中 ,我 们 已 经 遇 到 过 这 样 的 积分 . 它 可 以 用 贝 塞 尔 函 数 的 导数 来 表示 : 





__ iev ikRoTy (mY 
ho 一 一 ee 一 cos 0) | (74.6) 
Ayn 可 用 同样 的 方法 计算 » 
le e ik Ro NU 
A Rcosd pe i (一 COS 9) . (74.7) 


沿 z 轴 的 分 量 显然 总 是 为 零 . 
按 866 的 各 公式 ,对 于 频率 为 w = nwp 并 在 立体 角 元 do 内 的 辐射 强度 ， 
我 们 有 
C c 
dm = 元 | 五 "| Rodo = Ik x An|: Rido. 
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注意 到 
|A x kl? = AZk* 十 Ayk’ sin? 9, 


并 将 (74.6) 和 (74.7) 代 人 ，, 我 们 便 得 到 下 面 的 辐射 强度 公式 (G. A. Schott， 
1912 ) : 


n2esH? v2 2 2 /nw v2 2 /Nv 
di, 一 Prem ( 一 号 lan 0. J7 (一 cosg) 十 zn oos0)| do. (74.8) 
为 了 求 频率 为 w = nw 的 辐射 沿 一 切 方向 的 总 强度 , 这 个 式 子 必须 对 


全 部 角度 积分 , 然而 , 这 个 积分 不 能 以 有 限 形 式 进 行 . 作 一 系列 利用 贝 塞 尔 函 
数理 论 中 某 些 关系 的 变换 ,所 要 求 的 积分 可 以 写成 下 面 的 形式 : 


4r72 2 2 2 v/c 
天 过 《 号 ) | on (全) 2 @ 号 [ / Tuengdd 
(74.9) 
现在 我 们 更 加 详细 地 研究 极端 相对 论 情形 , 即 当 粒子 运动 速度 接近 光速 
时 辐射 的 谱 分 布 . 
在 (74.2) 的 分 子 中 令 v = c, 我 们 发 现在 极端 相对 论 情形 下 ， 磁 徙 致 辐 
射 总 强度 同 粒子 能 量 8 的 平方 成 正比 : | 


2e412 / CBA” 


辐射 的 角 分 布 是 高 度 各 向 异性 的 . 辐射 主要 集中 在 轨道 平面 内 . 很 容易 求 
2 


2 
出 包含 辐射 之 主要 部 分 的 角 区 间 的 “宽度 ”A9. 从 条 件 1 一 < cos? 0 二 一 
写 出 0=r/2 土 AbsinbgS 兰 1--(Ab)2/2. 显然 有 


| v2 me? 


(这 个 结果 当然 与 我 们 在 前 节 得 到 的 瞬时 强度 角 分 布 一 致 , 参见 (73.12) 包 ) . 

以 后 可 以 知道 , 在 极端 相对 论 情形 下 ,辐射 中 起 主要 作用 的 是 具有 大 
n 的 频率 (Arzimovich ，Pomeranchuk ，1945) . 因此 ,我 们 可 以 应 用 渐 近 公式 
(70.9) , 从 而 得 到 


VTmzL/3 





J2on(2né) ~ Bn2/3(1 — £2)]. (74.12) 


@ 不 过 , 读者 不 要 将 本 节 中 的 角 8 同 873 中 mn 和 w 之 间 的 夹 角 9 混 消 起 来 . 
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代入 (74.9), 我 们 便 得 到 对 于 大 ” 值 的 辐射 谱 分 布 公式 中 : 


9 4 万 ” 2 co 
= re 区 (wu) — 了 / slwau| . (74.13) 


wv = n2/3 ( 守 ) 
| 
当 w 一 0 时 , 方 插 号 内 的 函数 趋 近 于 常数 极限 @'(0) = 一 0.4587:… 多 . 因 
此 , 当 和 之 1 时 , 我 们 有 


eH?2 /moeN? ) EV 
— eg pe /3 
Tn, = 0.52 5 ( ) nl, ln (二 . (74.14) 


当 飞 效 1 时 ,我 们 可 以 用 艾 里 函数 的 渐 近 式 〈 见 859 习题 中 的 脚注 ) 从 
而 得 到 : 


e4 末 2721/2 /nc2N\5/2 2 /rc2AN3 @ \ 
mn (oe) Sp -了 (只 ) n> (二) ， Wy) 


就 是 说 , 当 n 很 大 时 , 强度 按 指数 规律 下 降 . 
因此 , 谱 分 布 对 于 
£ 3 
(者 


有 极 大 值 , 而 辐射 的 主要 部 分 集中 在 频率 区 间 


EE\” eH/e\’ 
Wo—= WH (9 -时 ( 坊 ) 。 (74.16) 


因为 w 的 这 些 值 与 相 邻 频率 的 距离 wy 相 比 很 大 ,那么 我 们 可 以 说 频谱 有 
“ 似 连 续 ” 的 特征, 它 由 很 多 相距 很 近 的 谱 线 所 组 成 . 因而 我 们 可 以 引入 按 连 
续 频率 序列 w = nw 的 分 布 来 替换 分 布 随 数 , 记 


dI = IL,dn= RR 
WH 


@ 代 人 时 ,积分 限 (n?/3) 在 要 求 的 精度 内 可 以 换 为 无 穷 大 ; 只 要 可 能 也 可 以 令 ww= c. 即 
使 接近 1 的 & 值 在 积分 (74.9) 中 是 重要 的 , 仍然 容许 使 用 公式 (74.12), 因为 该 积分 在 下 限 迅 速 
收敛 . 

Q@ 从 艾 里 函数 的 定义 得 到 : 


1 fc 1 oo _ 31/5F(2/3 
® (0)= -去 | < sin Saé 一 -AR 人 zi1/3sin zdz = -二 
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利用 才 克 唐 纳 项 数 K, 来 表示 这 个 分 布 对 于 数值 计算 是 便利 的 . 在 作 
一 些 简单 变换 后 ,(74.13) 式 可 以 写 为 
es Ww 9 
A a A (全 ，F(G) = | Ksjs(é)dé, (74.17) 


2T me? we 





式 中 我 们 用 了 符号 


3eH/E@\ 





图 17 


最 后 来 谈 谈 粒子 不 是 在 平面 内 ,而 是 沿 螺旋 轨道 运动 的 情形 ,就 是 说 ,( 沿 
着 场 ) 有 纵向 速度 如 =vcosx (这 里 Xx 是 互 和 w 之 间 的 角 ). 转动 频率 由 同 
一 公式 (74.1) 给 出 , 但 现在 矢量 w 的 运动 不 是 在 圆周 上 , 而 是 在 轴 的 方向 沿 
五 , 顶 角 为 2x 的 锥 面 上 . 辐射 的 总 强度 (定义 为 粒子 每 秒 损失 的 总 能 量 ) 与 
(74.2) 不 同 , 那里 的 矿 现在 要 换 成 Hl = Hsinx. 

在 极端 相对 论 情形 下 , 辐射 集中 于 “速度 锥 ”母线 附近 的 方向 . 辐射 的 谱 
分 布 和 总 强度 (与 上 面 同 义 ) 从 (74.17) 和 (74.10) 通过 替换 互 一 互 得 到 . 
如 果 我 们 谈 的 是 一 个 静止 观察 者 在 这 些 方向 看 到 的 强度 ,那么 我 们 必须 引入 
一 个 附加 因子 来 计 及 辐射 体 (在 圆周 上 运动 的 粒子 ) 所 作 的 趋 近 或 远离 运动 . 
这 个 因子 由 比值 dt/dtovs 给 出 , 这 里 dtovs 是 由 源 在 间隔 dt 内 发 出 的 信号 到 
达观 察 者 之 间 的 时 间 间 隔 . 显然 有 

dtobs = dt (1 一 ul COS 0) > 
”“@ 女 里 函数 同 函 数 Ki/s 之 间 的 关系 由 §59 习题 脚注 中 的 (4) 式 给 出 . 人 们 在 进一步 变换 中 
使 用 递 推 关系 
Kw) - KoHatz) 一 一 之 Ke(z)， 2KC(z) = Kv-i(s) 一 Kutils), 
式 中 K_,(z) = Kuv(z). 特别 是 , 容易 证 明 


t 2 
$'(t)=———kK 二 13/2 ] . 
(t) Ks (3 
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式 中 尹 是 玉 和 五 方向 之 间 的 夹 角 (后 者 取 做 速度 vj 的 正方 向 ) , 在 极端 相 
对 论 情形 下 , 当 大 的 方向 接近 vo 的 方向 时 ,我们 有 9x, 所 以 








dt _/, Vl = 
二 (1 COS x ) 和 (74.19) 
习 题 
1. 一 个 粒子 在 均匀 恒定 磁场 内 作 圆 周 运动 , 求 能 量 随时 间 变 化 的 规律 ， 
和 能 量 的 辐射 损失 . 
解 : 按照 (74.2), 对 于 在 单位 时 间 内 的 能 量 损失 ,我 们 有 : 


dé 加 9e4H2 
dt 3m4c? 


(@ 是 粒子 的 能 量 ). 由 此 可 得 : 
6 2e4 万 ” 
3 = coth > Bc5t + const 
当世 一 oo 时 , 渐 近 地 趋 近 于 极限 8 二 mec? ( 粒 


(@” — m?e’) 





随 着 增加, 能量 单调 减 小 ， 
子 完 全 停止 ). 
一 个 粒子 以 远 小 于 光速 的 速度 在 圆周 上 运动 ， 
布 的 渐 近 公式 . 
解 : 利用 贝 塞 尔 函 教理 论 中 著名 的 渐 近 公式 ， 
1 


> xp(V1— 2 
Vn) V2nn(l — e2)1/4 | 十 VI 人 | 
适用 于 条 件 n(1 一 e2)3/2 污 1. 利用 这 个 公式 ,我 们 从 (74.9) 求 得 


A482 2 、5/4 a\]”” 
0 (1- 生 ) — sp[Vi- 气 || . 
2Vim?2c Ce l1+ Vi-w/e C- 
0 2)3/2 > 1 是 可 以 应 用 的 ; 如果, 此 外 ,1 一 如 /C2 也 很 
， 那 么 ， 所 得 的 公式 化 为 (74.15). 
3. 求 磁 和 韦 致 辐射 的 偏振 . 
(kx An) xk= 一 天 (有 An) + 认 An. 


求 大 n 值 辐射 之 谱 分 


(74.6) , (74.7) 按照 如 下 公式 计算 : 


令 C1,€2 为 重 直 于 k 的 平面 内 的 单位 矢量 ， 这 里 €l 平行 于 和 轴 ， [ap 在 VY 平 
面 内 (它们 的 分 量 是 el = (1,0,0),ez = (0,sinb, 一 cosg); 矢量 el,e2 和 到 组 成 
右手 系 .那么 电场 将 是 : 

五 = ikAynel + ik sin 0 Ayne2, 


875 辐射 阻尼 - 229 . 


或 者 , 略 去 不 重要 的 共同 因子 : 
五 ~ = (一 cosg) el 十 tanb0Jn (二 cosgji ie2， 


这 个 波 是 椭圆 偏振 的 (参见 848) . 
在 极端 相对 论 情形 下 ,对 于 大 nn 和 小 角 9, 函数 Jn 和 J 用 Kiys 和 K2js 
表示 , 这 里 我 们 在 自 变量 中 令 
v2 i v2 2 mc? 2 
Le C0 Co Tt 一 (办 +9 ; 


结果 得 到 : 


Ea = ebK2a (了 加) +iesgKa/a (S03), = (全 ) +02. 


对 于 9 二 0, 椭圆 偏振 退化 为 洛 el 的 线 偏 振 . 对 于 大 0(|0| 六 me/8,n03 > 1)， 
我 们 有 Kiysa(7Y) Kzj3a(7) ~ /Tie 且 偏 振 趋 向 于 变 为 圆 偏 振 : EB, 和 ~ 
el 十 iez; 然而 辐射 强度 也 按 指数 变 得 很 小 . 在 中 间 角 度 范 围 ， 椭圆 的 短 轴 洛 
e2, 长 轴 活 el. 转动 方向 依赖 于 角 9 的 正 负 号 (如果 玉 和 此 的 方向 分 别处 于 
轨道 平面 相对 两 侧 ,0 > 0, 如 图 16 所 示 ). 
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在 $65 中 已 经 指出 , 通过 将 电荷 体系 的 场 的 势 展 为 v/c 的 大 级 数 所 得 到 
的 拉 格 明日 量 的 二 级 近似 式 , 可 以 完全 描述 电 竺 的 运动 (在 该 级 近似 中 ). 现 
在 我 们 将 场 展开 到 更 高 次 的 项 , 并 研究 这 些 项 所 产生 的 效应 . 


在 标 势 
p= | Boa/edV 
的 展开 式 中 的 1/c 的 三 次 方 的 项 是 
p33) = 二 / R?2pdV. (75.1) 


按照 (65.3) 之 后 的 推导 的 同样 理由 , 在 展开 矢 势 时 , 我 们 只 需 取 1/c 的 二 
方 的 项 , 就 是 上 
2) __+0o., 
4(2) = 2 | jdV. (75.2) 


我 们 将 这 些 势 作 下 列 变 换 : 


py = A’= A+tgradf, 
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并 这 样 来 选择 函数 f，, 使 标 势 p(3 为 零 . 为 此 , 显然 必须 有 


/让 per 
这 时 , 新 的 矢 势 等 于 


有 本 
二 二) 747= i 
190 
将 积分 变 为 对 各 电荷 的 求 和 , 则 右边 第 一 项 变 为 二 Sev. 在 右边 第 
二 项 中 , 我们 写 出 R= Ro 一 7， a hd 的 意义 和 平常 一 样 ( 见 866); 
这 时 ,请 = 下 二 一 v, 而 第 二 项 则 取 a ded 的 形式 . 因此 ， 


4'2) = 一 -一 ev. (75.3) 


与 这 个 热 相 应 的 磁场 为 零 (五 = rot A?2) 一 0), 因为 42) 并 不 显 含 坐 
标 . 电场 B= 一 和 2)/c 等 于 


2 
E= 3e3 d, | (75.4) 


式 中 d 是 电荷 体系 的 偶 极 矩 . 
因此 , 场 展 开 式 的 三 次 方 的 各 项 导致 作用 于 电荷 上 的 某 些 附加 力 , 在 拉 
格 朗 日 量 (65.7) 中 是 不 包含 这 些 力 的 ; 这 些 力 和 电荷 加 速度 的 时 间 导 数 有 关 . 
让 我 们 考虑 一 个 作 稳定 运动 和 的 电荷 体系 , 并 且 计 算 场 (75.4) 在 单位 时 
间 内 所 做 之 功 的 平均 值 . 作用 于 每 个 电荷 e 上 的 力 是 f = e 五 , 就 是 


大 二 一 人: (75.5) 


这 个 力 在 单位 时 间 内 所 做 的 功 是 f.v, 所 以 在 所 有 电荷 上 所 做 的 总 功 就 等 于 
对 所 有 电荷 的 全 加; 


of: v= 二 于 Dewv= dd = (人 d) 一 (的 2 
在 对 时 间 求 平均 值 时 , 第 一 项 等 于 零 , 因此 功 的 平均 值 等 于 


>》 于 .= -5 中 (75.6) 


@ 更 准确 地 说 , 是 这 样 一 种 运动 , 尽管 在 略 去 辐射 的 情况 下 , 它 会 是 稳定 的 , 但 却 在 不 断 
减 慢 ， 
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但 是 , 右边 的 式 子 , 如 将 正 负 号 倒 过 来 , 恰恰 是 这 个 电荷 体系 在 单位 时 间 内 
辐射 出 去 的 平均 能 量 (参见 (67.8) ) . 因此 , 在 三 级 近似 中 出 现 的 力 (75.5) 
描写 辐射 对 电荷 的 反作用 . 这 些 力 称 为 辐射 阻尼 , 或 称 为 洛 伦 兹 摩擦 力 . 

与 辐射 的 电荷 体系 损失 能 量 的 同时 ,也 出 现 了 角 动 量 的 一 些 损失 . 单位 时 
间 内 角 动 量 的 减少 ,dM/dt, 利用 阻尼 力 的 表达 式 很 容 多 算出 . 取 角 动量 M = 
Djrxp 对 时 间 的 导数 , 则 得 AM = D_rxp, 因为 Sixp= Dm(v x vw) 三 0. 
用 作用 于 粒子 上 的 摩擦 力 (75.5) 来 代 蔡 粒子 动量 的 时 间 导 数 , 我 们 得 到 


M=2_rxf=za2 rd= ssdxd. 


正如 以 前 我 们 感 兴趣 的 是 能 量 损 失 的 时 间 平 均值 一 样 , 我 们 所 感 兴趣 的 是 稳 
定 运 动 角 动 量 损失 的 时 间 平 均值 . 写 出 


dxd= FT(dx)-dxd 


而 且 注 意 到 在 求 平均 值 时 , 对 时 间 的 导数 (第 一 项 ) 为 零 , 则 最 后 我 们 求 得 
辐射 体系 的 角 动 量 的 平均 损失 如 下 % : 
dM 2 一 一 一 
单独 的 一 个 电荷 在 外 场 中 运动 时 也 发 生 辐射 阻尼 . 它 等 于 


= 一 让 (75.8) 


对 于 单独 的 一 个 电荷 , 我 们 总 可 以 选择 这 样 一 个 参考 系 , 在 其 中 , 这 个 
电荷 在 给 定时 刻 静 止 在 坐标 的 原点 . 如 果 在 这 个 参考 系 中 我 们 计算 出 电荷 产 
生 的 场 展 开 式 中 的 高 次 项 , 那么 就 会 发 现 这 些 高 次 项 有 下 述 特性 . 当 从 电荷 
到 观察 点 的 径 矢 尽 趋 近 于 零 时 , 所 有 这 些 项 都 变 为 零 . 因此 在 单独 一 个 电荷 
的 情形 里 , 公式 (75.8) 在 某 种 意义 上 , 是 电 人知 在 其 静止 参考 系 中 辐射 反作用 
的 准确 公式 . 

然而 我 们 必须 记 着 , 利用 阻尼 力 来 描写 电荷 “对 自己 ”的 作用 , 一 般 说 
来 是 不 能 令 人 满意 的 ,而 且 包含 着 矛盾 . 在 没有 外 场 存在 时 , 仅 有 力 (75.8) 
作用 于 电荷 上 , 电荷 的 运动 方程 为 

2 


。 2e”.. 
mv 一 ——V. 


3c3 
这 个 方程 , 除了 平凡 解 vy = const 外 ,还 有 另外 一 个 解 ， 其 中 加 速度 5 与 
exp(3mc3t/2e?) 成 正比 ,， 即 随时 间 无 限制 地 增加 . 这 就 意味 着 , 例如 , 一 个 电 
Q@ 与 872 习题 2 中 得 到 的 结果 (3) 一 致 . 
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谷 在 经 过 任何 场 并 从 该 场 出 射 时 , 应 该 无 限制 地 “ 自我 加 速 ” . 这 种 底座 的 结 
果 表 明了 公式 (75.8) i 
我 们 可 以 提出 这 个 问题 , 既然 电动 力学 满足 能 量 守 恒定 律 , 如 何 能 够 导 
出 这 样 苑 诬 的 结论 , 即 一 个 自由 电 答 无 限制 地 增加 它 的 能 量 呢 ? 实际 上 这 个 
困难 植 根 于 前 面 (837) 所 提 到 的 关于 基本 粒子 有 无 限 大 的 电磁 “固有 质量 ” 
之 内 . 当 我 们 在 运动 方程 内 写 出 电荷 的 有 限 质量 时 , 我 们 在 实质 上 已 经 形式 
地 给 电荷 以 负 无 限 大 的 ,而 又 是 非 电磁 根源 的 “固有 质量 ”, 这 个 质量 同 电 磁 
质量 结合 在 一 起 , 组 成 为 粒子 的 有 限 质量 . 但 是 , 因为 从 一 个 无 限 大 减 去 男 
一 个 无 限 大 不 是 一 个 完全 正确 的 数学 运算 , 这 就 导致 一 系列 的 额外 困难 ， 上 
面 所 提 的 就 是 这 些 困 难 之 一 . 
在 一 个 电荷 在 其 中 速度 其 小 的 坐标 系 中 , 包含 辐射 阻尼 的 运动 方程 有 如 
下 的 形式 : 
. e 2 e2. 
mv = eB + 0 xX 五 十 5 已 全 (75.9) 
按照 前 面 的 讨论 , 这 个 方程 只 能 应 用 到 阻尼 力 比 外 场 作用 于 电荷 上 的 力 小 很 
多 的 范围 内 . 
为 了 明白 这 个 条 件 的 物理 意义 ,我们 作 如 下 讨论 . 电荷 在 给 定时 刻 静 止 
的 那个 参考 系 中 , 速度 对 时 间 的 二 次 导数 , 当 略 去 阻尼 力 时 , 等 于 


二 CC : EC . 
人 一 一 下 十 一 人 X 好 . 
m mce 


在 第 二 项 中 我 们 将 5 = eB/m 代入 (精确 到 同样 的 量 级 ) 则 得 到 
二 2 ee x HH. 
Va nC 
与 此 相应 , 阻尼 力 包含 两 项 : 


2e3 2e4 
3mce3 3m2c4 


f= 





ExH. (75.10) 


如 果 w 是 运动 的 频率 , 那么 ,EF 就 与 ww 成 正比 , 因此 , 第 一 项 与 与 如 思 同 


数量 级 ; 第 二 项 与 SBH ER 同 数量 级 . 由 此 可 见 , 从 阻尼 力 比 外 场 加 在 电 葆 
上 的 力 eE 小 很 多 的 条 件 ,首先 得 到 


e2 
或 者 ， 引入 波长 A~c/w: 


入 渤 pr (75.11) 
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因此 , 辐射 阻尼 的 公式 〈75.8) 仅仅 当 落 在 电信 上 的 辐射 的 波长 比 电荷 的 
“半径 ”e/me? 大 很 多 时 方 能 应 用 . 我 们 又 一 次 看 到 , 与 2/mce? 同 数量 级 的 
距离 是 电动 力学 导致 内 在 矛盾 的 界限 (参见 837) . 

其 次 , 将 阻尼 力 的 第 二 项 与 力 eE 相 比 较 , 我 们 便 得 到 下 面 的 条 件 : 


m2c4 





H< (75.12) 


es 

(或 cfJwp 六 e2j/rmc2 ， 其 中 op = eH/mc) . 因此 , 场 本 映 也 必须 不 太 大 . 与 

m2c4/e3 同 量 级 的 场 也 是 经 典 电动 力学 导致 内 在 矛盾 的 界限 . 这 里 我 们 还 必须 

记 着 , 实际 上 , 因为 量子 效应 , 电动 力学 对 于 相当 小 的 场 就 已 经 不 适用 了 @. 

为 了 避免 误解 , 我 们 提醒 读者 , (75.11) 中 的 波长 和 (75.12) 中 的 场 值 是 
针对 给 定时 刻 粒子 的 静止 系 而 言 的 . 


习 种 


两 个 相 吸 引 的 粒子 作 顶 圆 运动 (运动 的 速度 比 光 速 小 很 多 ) ,由 于 辐射 
而 损失 了 能 量 . 求 相互 “降落 ”的 时 间 . 
解 : 假设 一 周 中 的 相对 能 量 损失 很 小 , 我 们 可 以 让 能 量 的 时 间 导 数 等 于 
辐射 的 平均 强度 ( 见 870 的 习题 1) : 
dlE| _ QED /2p /0 (名 G- 的 而 
dt | 3c2 M5 m1 me uo2 
式 中 Qa 二 |eiez|. 粒子 在 损失 能 量 的 同时 也 损失 角 动 量 . 单位 时 间 内 的 角 动 量 
损失 由 (75.7) 给 出 ;将 d 的 表达 式 (70.1) 代入 ,并 且 注 意 到 二 一 ar/r3 和 
MM = 1r x v, 我 们 便 可 求 得 : 


dM 2a (a 2) 下 





dt 3c 

我 们 将 这 个 式 子 在 运动 周期 内 平均 ; 由 于 IM 的 改变 缓慢 ,右边 只 要 对 

平均 就 够 了 . 这 个 平均 值 的 计算 像 在 870 的 习题 1 中 求 r 的 平均 值 一 样 . 结 
果 我 们 求 得 单位 时 间 内 角 动 量 的 平均 损失 如 下 : 

dM 2a(2p|6@|)3/2 ( el ez ) 


my m2 


ml 7122 


a VE (2) 
( 像 (1) 式 一 样 , 我们 略 去 了 平均 的 符号 ) ,用 (2) 来 除 (1), 我 们 得 到 微分 


方程 
dé| jo? (: | i 








dM 2M3 ko? 


@ 对 应 于 与 m?c3/fie 同 量 级 的 场 ， 即 jwp ~ me?. 这 个 极限 比 (75.12) 设置 的 极限 小 
hhc/e? = 137 倍 . 这 些 距离 同 Ro 的 比值 量 级 为 fic/e? ~ 137. 
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将 上 式 积分 ， 得 到 : 





2 
=- 拘 (1- 禾 )+ 典 x 9 

积分 常数 是 这 样 选 择 的 , 使 得 当 M = Mo 时 ,B= 页 ,此 处 的 Mo 和 而 是 粒 
子 的 初 角 动 量 和 初 能 量 . 

粒子 相互 “降落 ”与 M 一 0 相对 应 .从 (3) 可 以 看 出 , 这 时 & 一 一 co. 

我 们 指出 ,乘积 |8|1M? 趋 近 于 Ha2/2, 并 且 从 公式 (70.3) 可 以 看 出 偏心 
率 E 一 0, 即 是 说 , 当 粒 子 互 相 接 近 时 ,轨道 趋 近 于 圆 . 将 (3) 代入 (2) , 我 们 
就 决定 了 表示 为 M 的 函数 的 导数 dt/dM , 此 后 对 dAMf 求 积分 , 积分 限 是 Mo 
和 0, 就 直接 得 到 “降落 ”的 时 间 : 


ME ( el &2 2. / 
tfall 二 一 一 -| 一 一 一 一 V a2 + 1/2M2|@,|) 2. 
fall 网 可 i mm 3 ( H 0| ol 


876 相对论 情形 下 的 辐射 阻尼 


我 们 现在 来 推导 辐射 阻尼 在 相对 论 中 的 表达 式 (对 于 一 个 单独 的 电荷 )， 

这 个 表达 式 也 适用 于 速度 与 光速 相近 的 运动 . 这 个 力 现在 是 四 维 矢量 g:, 它 
应 当 加 在 电信 的 运动 方程 内 , 该 方程 写 为 四 维 形式 是 : 

mc = ~ Fikus + gi. (76.1) 


为 了 求 出 g*, 我 们 注意 到 当 v< 和 ec 时 , 它 的 三 个 空间 分 量 应 当 过 渡 为 矢 


量 f/c (75.8) 的 分 量 . 很 容易 看 出 ,四维 矢 量 生生 有 这 个 特性 . 但 是 它 
不 满足 对 任意 四 维 力 矢量 的 分 量 都 成 立 的 恒等式 giw; = 0. 为 了 满足 这 个 条 
件 , 我 们 必须 在 上 面 的 式 子 中 加 某 一 个 辅助 四 维 矢量 , 这 个 辅助 四 维 矢 量 由 


四 维 速度 wi 及 其 导数 组 成 这 个 矢量 的 三 个 空间 分 量 在 v = 0 的 极限 情形 下 
变 为 零 , 但 不 改变 已 经 由 表达 式 过 和 所 决定 的 了 的 正确 值 . 四 维 矢量 地 


就 有 这 个 特性 , 因而 所 求 的 辅助 项 有 auw: 的 形式 . 标量 a 必须 如 此 选择 , 使 
附加 关系 式 gw = 0 能 被 满足 . 结果 我 们 得 到 : 


i 2e /du i k d2wux 
se 和 (和 (76.2) 
按照 运动 方程 , 用 作用 于 粒子 上 的 外 电磁 场 的 场 张 量 直 接 表示 d?w’/ds?， 
这 个 公式 可 以 写成 男 一 形式 : 


da e pik, d2wi ee DPK 
ds me ds me Or * 














§76 相对论 情形 下 的 辐射 阻尼 ee 


在 作 代 换 时 , 我 们 必须 记 着 , 对 指标 i,k 反 对称 的 张 量 6F*/68z! 与 对 称 张 量 
wiuk 之 积 便 等 于 零 . 所 以 ， 
2ea OFik 
BT 3m Or 3m2cs 
当 电 和 荷 经 过 一 给 定 场 时 ， ee 有 的 积分 , 应 当 与 从 电 
荷 辐射 的 总 四 维 动量 AP 相合 (有 相反 的 正 负 号 ), 这 类 似 于 在 非 相 对 论 的 
情形 中 力 f 所 做 功 的 平均 值 与 偶 极 辐射 强度 相合 (参见 (75.6) 式 ) . 容易 检 
验 , 实际 上 确 是 如 此 . 在 (76.2) 式 中 第 一 项 在 进行 积分 时 为 零 , 因为 在 无 穷 
远 处 ,粒子 没有 加 速度 , 即 dw' /ds = 0. ee 


2e2 / ,durx duk du 
- /sas= 3 /us ds= -所 ri 


PF Fr + 了 2 mum)u'. (76.3) 





它 与 (73.4) 式 完 全 吻合 . 

如 果 粒 子 的 速度 趋 近 于 光速 , 那么 , 在 四 维 矢量 (76.3) 空间 分 量 的 三 项 
中 , 包含 有 四 维 速度 分 量 的 三 重 积 的 第 三 项 增加 得 最 快 . 因此 , 只 保留 (76.3) 
的 这 些 项 ,并 利用 四 维 矢量 g’ 的 空间 分 量 和 三 维 力 f 分量 之 间 的 关系 (9.18)， 
对 于 后 者 我 们 得 到 

= 了 A _2e (paul)( Femum )n, 
式 中 nr 是 wv 方向 的 单位 矢量 . 因而 , 在 这 种 情形 下 , 力 f 同 粒子 速度 的 方 同 
相反 ; 选择 后 者 为 xz 轴 , 将 上 式 中 的 四 维 量 以 具体 表达 式 代 和 人 人 ，, 我 们 得 到 : 
2e4 (E,— H.)? + (E+ Hy)’ 
3m2c4 1— vi/e? 

(这 里 , 除 分 母 以 外 ,我们 已 处 处 令 v=c). 由 此 可 见 , 对 于 一 个 极端 相对 论 
的 粒子 , 辐射 阻尼 与 它 的 能 量 的 平方 成 正比 . 

我 们 来 注意 下 面 的 重要 情况 .在 前 面 已 经 指出 ,我 们 所 得 到 的 辐射 阻 
尼 的 表达 式 仅 仅 可 以 应 用 于 比 mm2c4/e3 小 很 多 (在 粒子 的 静止 参考 系 Ko 中 ) 
的 场 . 设 FF 为 粒子 以 速度 v 运动 的 参考 系 K 中 外 场 的 数量 级 . 这 时 , 在 Ko 
系 中 , 场 的 数量 级 是 /V1 一 v2/c2 (参见 824 中 的 变换 公式 ) . 因此 下 应 当 
满足 条 件 


(76.4) 





3F 
— <l. (76.5) 
mz2c44/1— 
c 


同时 , 阻尼 力 (76.4) 与 外 力 (~ eF) 之 比 的 数量 级 是 
eSF 


—— Oa， 
m2c4 (1 一 与 ) 
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而 且 可 以 看 出 , 条件 (76.5) 的 满足 并 不 妨碍 阻尼 力 (对 于 能 量 足 够 高 的 粒子 ) 
比 电 磁场 中 作用 在 粒子 上 的 通常 洛 伦 兹 力 大 很 多 . 因此 , 对 于 一 个 极端 相 
对 论 的 粒子 , 我 们 可 能 有 这 种 情形 : 辐射 阻尼 是 作用 于 其 上 的 主要 的 力 . 

在 这 种 情况 下 , 粒子 在 每 单位 行程 中 所 损失 的 动能 可 以 认为 仅仅 是 等 于 
阻尼 力 亡 ; 注意 到 阻尼 力 与 粒子 能 量 的 平方 成 正比 , 我 们 可 以 写 出 


dékin a 2 
i k(z) Ein; 


式 中 , k(x) 是 比例 系数 , 与 坐标 x 有关, 并 且 按 照 (76.4) 式 用 场 的 模 疝 分 量 
来 表示 . 将 这 个 微分 方程 积分 , 我 们 得 到 

1 1 
pr 一 页 +/ k(x)dz, 
式 中 , 勾 代 表 粒 子 的 初 能 量 ( 当 z 一 -co 时 的 能 量 ) . 就 特例 言 之 , 粒子 的 终 
能 量 (在 粒子 经 过 场 以 后 的 能 量 ), 决定 于 公式 


Li+ /ke 
A & 一 Co 


由 此 可 见 当 而 一 ce 时 , 终 能 量 负 趋 近 于 一 个 常数 极限 ， 而 与 钢 无 关 (I. 
Pomeranchuk , 1939) . 换 句 话说 ,在 经 过 场 以 后 , 粒子 的 能 量 不 可 能 超过 等 式 
十 co 
元 = 人 oa 


所 定义 的 能 量 &:, 将 k(x) 的 式 子 代 和 人 , 此 式 可 变 为 





1 2 ez < Ep 9 2 
元 = ( 坊 ) A KB, — Hs)? + (BE, + H,y)?]dz. (76.6) 
习 右 


1. 求 粒子 经 过 磁 偶 极 子 m 的 场 之 后 的 极限 能 量 ; 矢量 tn 与 运动 方向 在 
同一 平面 内 

解 : 我 们 选 定 经 过 矢量 m 和 运动 方向 的 平面 为 zz 平面 , 粒子 在 这 个 平 
面 内 平行 于 z 轴 运 动 , 但 与 z 轴 相 距 为 p. 对 于 磁 偶 极 子 的 场 的 横向 分 量 ( 参 
见 (44.4) 式 ), 我 们 有 : 


He 0; 
3m 7)z— mr m | 
人 人 (p* + 2 ) coswp} 
@ 我 们 应 当 强 调 指 出 , 这 一 结果 绝 不 与 早先 对 四 维 力 gi 的 相对 论 表达 式 的 推导 矛盾 , 在 那 
里 假设 它 同 四 维 力 (e/c)Fi*wn 相 比 是 “很 小 ”的 . 一 个 矢量 的 分 量 同 另 一 个 矢量 的 分 量 相 比 很 
小 这 个 要 求 , 只 要 在 一 个 参考 系 中 得 到 满足 就 足够 了 ; 按照 相对 论 不 变性 的 精神 ,基于 这 样 假 
设 得 到 的 四 维 公式 , 在 任何 其 他 参考 系 中 也 是 成 立 的 , 


H: 


§77 在 极端 相对 论 情形 下 辐射 的 庶 分 解 - 237 . 
式 中 ,pp 是 mm 与 z 轴 间 的 夹 角 . 以 之 代入 (76.6) , 进行 积分 , 我们 便 得 到 


1 m2n e2 \” 2 
一 64m2c4ps 2 (15 十 26 cos Pp). 


2. 写 出 在 相对 论 情形 中 的 阻尼 力 的 三 维 表 达 式 . 
解 : 计算 四 维 矢量 (76.3) 的 空间 分 量 , 我 们 得 到 


2e3 AN 78 1 0 
7 = 了 (1 号 (Wt) +ox (+o 7) H+ 





ee i )+ LE( 五) * 一 
3m2c4 c S c 
= 
~ asl, VV "{ (E+ioxa) -二 
C 


877 在 极端 相对 论 情形 下 辐射 的 谱 分 解 


早先 (在 873 中 ) 已 经 证 明 , 极端 相对 论 粒 子 的 辐 映 主要 沿 着 粒子 速度 
的 方向 朝向 前 方 : 几乎 完全 被 包含 在 v 的 方向 附近 很 小 一 个 角度 范围 


之 内 . 

在 求 辐射 的 谱 分 解 时 , 角 间 隔 Ab 的 大 小 与 粒子 经 过 外 电磁 场 时 的 偏转 
角 a 的 关系 是 至 关 重 要 的 . 

a 角 可 以 计算 如 下 . 粒子 动量 的 横向 《与 运动 方向 相 垂 直 ) 变化 的 数量 
级 , 与 横向 力 eF@ 和 经 过 场 的 时 间 上 ~ afv Xafc 的 乘积 的 数量 级 相同 (此 处 
的 a 是 使 场 显 著 地 有 别 于 零 的 距离 ) . 

这 个 量 与 动量 


mv mc 


?fA Vi 
之 比 决定 小 角 a 的 数量 级 ， 


Q@ 如 果 我 们 选 定 zx 轴 沿 着 粒子 的 运动 方向 , 那么 ,(eF)? 是 洛 伦 兹 力 e 吾 +eu/cx 开 的 yy 分 
量 与 z 分 量 的 平方 之 和 , 在 此 , 我 们 可 以 令 vs c: 


= (Ey H.)’ 十 (E-; 十 H,)’. 
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用 Ab 除 之 , 我 们 得 到 : 


ee (77.1) 
我 们 要 注意 这 个 事实 , 即 这 个 比值 与 粒子 的 速度 无 关 , 而 完全 为 外 场 本 身 所 
决定 . 
我 们 先 假设 
eFa > mc’, (77.2) 


就 是 说 , 粒子 的 总 偏转 角 比 Ab 大 很 多 . 这 时 , 我 们 就 可 以 说 , 在 一 指定 方向 
的 辐射 主要 在 与 运动 方向 几乎 平行 的 那 一 部 分 轨道 上 发 生 (这 一 部 分 轨道 与 
运动 方向 所 成 之 角 在 间隔 Ab 内 ), 而 这 一 部 分 轨道 的 弧 长 比 a 小 很 多 . 场 下 
在 这 段 弧 内 可 以 认为 是 不 变 的 , 又 因为 曲线 的 一 小 段 可 以 当做 圆 统 ,所 以 我 
们 可 以 引用 在 874 中 所 求 出 的 关于 匀速 圆周 运动 时 的 辐射 (以 下 代 五 ) 的 结 
果 . 就 特例 言 之 , 我 们 可 以 说 , 辐射 的 主要 部 分 集中 在 频率 范围 


i 一 一 (77.3) 
me 一 5) 
内 (参见 (74.16) 式 ) . 
在 相反 的 极限 情形 下 ， 
eFa < me’, (77.4) 


粒子 的 总 偏转 角 比 Ab 小 很 多 . 在 这 种 情形 下 , 所 有 的 辐射 主要 指 问 运动 方 
向 附近 的 狭 罕 的 角 范 围 A90, 而 辐射 从 整个 轨道 到 达 某 一 给 定点 . 

为 了 求 辐射 的 谱 人 分解， 在 这 种 情形 下 从 场 在 波 区 的 李 纳 - 维 谢 尔 公式 
(73.8) 开始 是 便利 的 ,我们 来 计算 健 里 叶 分 量 


Oo . 
E., = | 五 edt. 
一 Oo 


(73.8) 式 右 边 的 表达 式 是 推迟 时 间 # 的 消 数 ,由 条 件 二 =t 一 R(t )/e 决定 . 
在 离 一 个 几乎 以 恒定 速度 v 运动 的 粒子 远 距 离 处 ,我们 有 : 
Ro ll Ro 1 


—+-n:.r(t) 人 tCO—+-n.:vt 
Cc Cc C Cc 
(此 处 的 ?=r(t) so 是 粒子 的 径 和 撩 ), 或 者 


， R 
t=t (1-—)+2. 
C C 


因此 , 从 对 于 dt 的 积分 很 容易 变 为 对 于 dt 的 积分 , 只 需 注意 


dt = (1 —) dt 


tt— 


§77 在 极端 相对 论 情形 下 辐射 的 谱 分 解 - 239 . 


五 ,一 三 nx {(m— =) x w(t")} exp [it (1 一 一 |) dt 
i er 
这 里 处 处 将 速度 v 当做 常量 ; 只 有 加 速度 w(t') 是 变化 的 . 引入 记号 
Ww! =w (1 -一 | (77.5) 
和 相应 的 加 速度 的 频率 分 量 , 我 们 将 妃 , 写 为 形式 
pS (2 nr {ex} 
最 后 从 (66.9) ， ls es do 内 频率 在 dw 范围 的 能 量 ， 


dénw = (2) In x {(n 一 =) x ww do (77.6) 


不 难 估计 (77.4) 情形 中 辐射 主要 集中 的 频率 量 级 ,只 要 注意 仅 当 时 间 
1/w', 即 





7 

Ww @ 一 5) 
与 粒子 加 速度 发 生 显 著 改 变 的 时 间 a/v ~ a/c 同 数 量 级 时 , 健 里 叶 分 量 ww 
才 显 著 地 有 别 于 零 . 因此 , 我 们 求 得 : 


C 


EN 
do 
a (1 与 ) 


这 个 频率 与 粒子 能 量 的 关系 和 在 (77.3) 中 一 样 , 但 系数 是 不 同 的 ， 

在 讨论 (77.2) 和 (77.4) 两 种 情形 时 都 作 了 如 下 假设 , 即 粒 子 在 穿 过 场 
时 能 量 的 总 损失 相对 很 小 . 现在 我 们 将 示 明 , 这 些 情况 的 第 一 种 也 包含 了 极 
端 相对 论 粒 子 的 辐射 问题 , 其 总 能 损 可 以 同 初始 能 量 相 比拟 . 

粒子 在 场 中 的 总 能 量 损 失 可 以 由 洛 伦 兹 摩擦 力 的 功 来 决定 . 力 (76.4) 在 
路 程 ~a 上 所 做 的 功 量 级 为 


人 ~ 


(77.7) 


ed4F2a0 


m2c4 ( 一 5) 
为 使 它 能 与 粒子 的 总 能 量 me2/V1 一 中 /C2 可 以 比拟 , 场 必须 在 如 下 距离 存在 


023c6 


af ~ 


2 


Q ~ 一 一 一 a 
e4F2 C2 
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而 这 样 一 来 条 件 (77.2) 自动 得 到 满足 : 


3,6 2 
m"c | vU 2 
Qe ~ 23F (一 吾 之 rc ， 


因为 场 下 无 论 如 何必 须 满足 条 件 (76.5): 





F LL 
2 e3 ， 
否则 我 们 甚至 不 能 应 用 普通 电动 力学 . 
习 题 


1. 求 满足 条 件 (77.2) 的 总 辐射 强度 〈( 活 一 切 方 向 ) 的 谱 分 布 . 
解 : 从 轨道 的 每 个 颖 元 上 发 出 的 辐射 由 公式 (74.13) 来 决定 ,公式 中 应 
当 以 在 给 定点 的 横向 力 下 代替 态 , 此 外 ,还 应 当 从 不 连续 的 频谱 变 到 连续 的 
频谱 . 这 种 过 渡 可 以 这 样 形式 地 来 完成 , 即 乘 以 dn, 并 作 以 下 的 替换 : 
Indn = I», a = 本 
“dw wo 


然后 ,再 将 强度 对 全 部 时 间 积 分 ,我 们 便 得 到 总 辐射 如 下 形式 的 谱 分 布 : 
A. 2 D 广 [+ 3/ Bwau| dt, 


式 中 , (wu) 是 艾 里 函数 ， we 


mew v2 N12/3 
Pt) etn fh Wt | 
ei) 


被 积 函 数 是 积分 变量 上 的 隐 函 数 , 两 者 的 关系 是 通过 从而 联系 着 的 (已 以 及 忆 
沿 着 粒子 的 轨道 变化 , 对 于 一 给 定 的 运动 , 这 个 变化 可 以 认为 与 时 间 有 关 ) . 
2. 求 满足 条 件 (77.4) 的 总 辐射 能 量 ( 活 一 切 方 向 ) 的 谱 分 布 . 
解 : 注意 到 与 运动 方向 成 小 角 9 的 辐射 起 着 主要 的 作用 ,我 们 可 写 出 


We ee RL 
w=w (1 -cos6) ~ “(1 +)~$( 1+) 


用 对 dpdw'/w 的 积分 替换 (77.6) 中 对 角 do = sinbdbdop 心 0dbdp 的 积分 . 在 
写 出 (77.6) 中 舌 量 的 三 重 积 时 必须 记 住 , 在 极端 相对 论 情形 下 , 加 速度 的 纵 
向 分 量 同 横向 分 量 相 比 很 小 (比值 为 1--v2/c2 ), 而且 在 本 例 中 我 们 可 以 足够 
精确 地 认为 w 和 mm 相互 各 直 . 结果 , 我们 求 得 总 辐射 谱 分 解 的 如 下 公式 : 


2 2 2\ 2? 
忆 -和 [ws 1 -号 (1- 瑟 ) 上 + 区 (1- 气 ) dw'. 
2rc3 区 (1 一 3 w'2 Ww! C2 2w ? c2 
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878 被 自由 电荷 散射 


假如 电磁 波 落 在 一 个 电荷 体系 上 , 那么 , 电荷 会 在 电磁 波 的 作用 下 运动 . 
这 种 运动 又 产生 向 所 有 方向 的 辐射 ; 通常 就 说 , 发 生 了 了 原 波 的 散射 . 

刻画 散射 最 便利 的 办 法 是 利用 散射 体系 在 一 给 定 方向 在 单位 时 间 内 所 射 
出 的 能 量 与 落 在 辐射 体系 上 的 能 流 密 度 之 比 , 这 个 比值 的 量 纲 显然 是 面积 ， 
因而 称 为 有 效 散 射 截面 (或 简称 截面 ) . 

设 入 射 波 的 坡 印 这 矢量 为 S, 而 体系 每 秒 辐射 到 立体 角 do 内 的 能 量 为 
dI, 那么 , 散射 (到 立体 角 do 内 ) 的 有 效 截 面 等 于 

d7 


d = 78.1 
= 号 (78.1) 


(在 符号 上 的 一 横 表 示 对 时 间 求 平均 ) . do 对 所 有 方向 的 积分 o 是 总 有 效 散 
射 截面 . 

我 们 来 考虑 一 个 静止 的 自由 电荷 所 产生 的 散射 . 让 一 平面 单 色 线 性 侦 振 
波 射 在 这 个 电荷 上 . 它 的 电场 可 以 写成 


E= Eocos(k:.r— wt+a). 


假设 电荷 在 人 射 波 影 响 下 获得 的 速度 比 光速 小 很 多 (一 般 情形 确 是 如 
此 ) ， 这 时 我 们 可 以 认为 作用 于 电 集 上 的 力 是 eBE， 而 由 磁场 所 产生 之 力 
(e/c)v x H 可 以 略 去 . 在 这 种 情形 下 , 我 们 也 可 以 略 去 电荷 在 场 影响 下 的 
振动 的 位 移 . 如 果 电 荷 在 坐标 原点 附近 振动 , 那么 , 我 们 可 以 假设 作用 在 电 
答 上 的 场 在 一 切 时 间 都 和 在 原点 的 场 一 样 , 就 是 说 ， 


E = Eocos(wt 一 a). 
因为 电荷 的 运动 方程 是 
mr = ebE, 
而 它 的 偶 极 和 挺 d = er, 那么 ， ， 
d=~—E. (78.2) 


为 了 计算 散射 出 来 的 辐射 , 我 们 可 以 用 偶 极 辐射 的 公式 (67.7) (这 是 允 
许 的 ,因为 电荷 在 人 射 波 影响 下 获得 的 速度 比 光速 小 很 多 ) . 我 们 也 应 当 注 
意 , 电荷 所 辐射 的 ( 即 它 所 散射 的 ) 波 的 频率 显然 与 人 射 波 的 频率 相等 . 

将 (78.2) 代 人 (67.7), 我 们 便 得 到 


4 
a  -. 2 
d= zs(E x nm)?do, (78.3) 
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式 中 nn’ 是 散射 方向 的 单位 矢量 . 另 一 方面 ,人 射 波 的 坡 印 亭 矢量 是 
C 
S= Ee. 

由 此 可 得 散射 到 立体 角 do 内 的 有 效 截面 : 

2 

do = (过 sin2 bdo， (78.4) 
Tn 


式 中 ,9 是 散射 方向 (矢量 mn) 和 入射 波 的 电场 巨 所 夹 之 角 . 我 们 看 出 , 一 个 
自由 电荷 的 有 效 散 射 截面 与 频率 无 关 . 

现在 来 求 总 有 效 截面 o. 为 此 , 我 们 选择 极 轴 沿 着 五 的 方向 . 则 有 do = 
sinbdqbdp; 将 此 式 代 人 , 再 对 dg 从 0 到 积分 ,对 dp 从 0 到 ?2r 积分 ,我 们 


求 得 ， 
2 
o= (这 (78.5) 
(这 称 为 汤姆 孙 公 式 ) . 


最 后 , 我 们 来 求 在 和 人 射 波 没有 偏振 ( 即 自然 光 ) 情形 下 的 微分 截面 do. 
为 些 , 我 们 必须 将 (78.4) 对 矢量 巨 的 所 有 的 方向 求 平均 值 , 百 是 在 垂直 于 人 
射 波 传播 方向 ( 即 波 矢 此 的 方向 ) 的 平面 内 . 记 沿 瑟 方 向 的 单位 矢量 为 e, 我 
们 有 : 


sin ?0=1- (ne)?=1— nngeaes. 











用 如 下 公式 进行 平均 Q 
ae5 一 (ss op ) ， (78.6) 
于 是 得 到 
sin20 = 5 《 十 2 ) = (1 + cos? 9), 


式 中 是 入 射 波 方向 和 散射 波 方向 之 间 的 夹 角 (散射 角 ) . 因此 , 非 偏振 波 被 
自由 电荷 散射 的 有 效 截面 是 


17 ez\ 
de 一 一 (这 ) (1 十 cos? 2)do. (78.7) 
散射 的 发 生 会 引起 , 例如 , 作用 于 散射 粒子 上 的 力 的 出 现 . 这 可 以 从 下 
面 的 考虑 来 验证 . 平均 说 来 , 在 单位 时 间 内 , 射 在 粒子 上 的 波 损失 能 量 ceWo， 


@ 实际 上 , see5 是 迹 为 1 的 对 称 张 量 , 因为 e 和 彼此 垂直 , 故 该 张 量 在 乘 ka 时 得 零 . 这 
里 给 出 的 表达 式 满 足 这 些 条 件 . 
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此 处 的 W 是 平均 能 量 密度 , 而 o 则 是 总 有 效 散 射 截面 . 因为 场 的 动量 等 于 它 
的 能 量 除 以 光速 , 所 以 入 射 波 损失 的 动量 的 绝对 值 就 等 于 Wo. 另 一 方面 , 如 
有 一 个 参考 系 , 其 中 电荷 在 力 eE 作用 下 仪 作 小 振动 , 而 且 振动 的 速度 v 也 
小 , 那么 , 在 这 个 参考 系 中 , 散射 波 中 的 总 动量 流 等 于 零 (精确 到 vc 的 高 次 
项 ) 〈 在 873 中 已 经 证 明了 , 在 v= 0 的 参考 系 中 粒子 不 辐射 动量 ) . 所 以 人 
射 波 所 损失 的 动量 完全 被 散射 粒子 所 “吸收 ”了 . 作用 于 粒子 的 平均 力 f 就 
等 于 单位 时 间 内 所 吸收 的 平均 动量 , 即 


f=oWn (78.8) 


(n 是 单位 矢量 , 其 方向 与 人 射 波 传播 的 方向 相同 ) . 我 们 注意 到 , “平均 ” 力 
相对 于 人 射 波 之 场 是 二 级 量 , 而 “瞬时 ” 力 (其 主要 部 分 是 eE) 相对 于 入 射 
波 之 场 是 一 级 量 . 

公式 (78.8) 也 可 以 直接 由 求 阻尼 力 (75.10) 的 平均 值得 到 . 第 一 项 (与 
五 成 正比 ) 在 求 平均 值 时 化 为 零 (就 像 力主 要 部 分 eB 的 平均 值 一 样 ). 从 第 





二 项 得 到 
a 2e4 8T / ee 五 ? 
下 2 一 人 at rt 
I mie” i ( 坊 ) A 
由 于 (78.5) , 这 个 式 子 与 (78.8) 相 吻 合 . 


习 题 


1. 一 个 椭圆 偏振 波 被 一 个 自由 电荷 散射 ， 求 其 有 效 截 面 . 
解 : 波 的 场 有 如 下 形式 : 


E= Acos(wt+a) + Bsin(wt+ oa), 


式 中 ,4 和 驴 是 两 个 相互 重 直 的 拓 量 ( 见 848) .与 正文 中 推导 相似 ,我 们 可 
ez \ (Axn)+(Bxn)? 
do = (过 ) pr do 
2. 一 个 线性 偏振 波 被 一 个 在 弹性 力作 用 下 作 小 振动 的 电荷 (振子 ) 散射 . 
求 有 效 截面 . 
解 : 在 入 射 波 百 = Eocos(wt 十 Qa) 内 ,电荷 的 运动 方程 是 


广 十 war 一 —Eo cos(wt + a), 


式 中 wo 是 电荷 自由 振动 的 频率 . 对 于 强迫 振动 , 由 此 可 得 


eEo cos(wt + oa) 
mw wi) 
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由 此 计算 出 d, 我 们 便 得 到 


ez \ 4 。 
do = ( 坊 ，) a bdo 

(0 是 五 与 m' 所 夹 之 角 ). 

3. 电 偶 极 子 在 力学 上 是 一 个 转子 , 求 它 散射 光 的 总 有 效 截 面 . 假设 波 的 
频率 w 同 转子 自由 转动 的 频率 f20 相 比 很 大 . 

解 : 由 于 条 件 中 六 他 ,我 们 可 以 忽略 转子 的 自由 转动 , 而 只 考虑 由 散射 
波 施 予 其 上 的 力 dx 巨 的 力矩 作用 下 的 受 连 转动 . 这 个 运动 的 方程 是 :.JV = 
dx 万 , 式 中 J 是 转子 的 转动 惯量 , 从 是 转动 的 角速度 . 偶 极 矩 只 作 转 动 运动 ， 
其 矢量 的 绝对 值 不 变 , 公式 d 二 xd 决定 了 偶 极 矩 矢量 的 变化 , 从 这 两 个 
方程 我 们 得 到 ( 略 去 小 量 有 中 的 四 极 项 ): 


i 和 
d= 5s(dx E)xd= -Ed (EB.d)d. 


假设 偶 极 子 在 空间 中 所 有 取向 的 可 能 性 都 相同 , 将 吧 对 方向 进行 平均 ， 

我 们 就 得 到 总 有 效 截 面 : 
16rd4 
0 一 9c472 

4. 自然 光 被 自由 电 衔 散射 ， 求 退 偏 振 的 程度 . 

解 : 从 对 称 性 的 考虑 出 发 ,显然 可 见 , 散射 光 的 两 个 非 相 干 的 偏振 分 量 
(参见 850) 是 线 偏 振 的 : 一 个 在 散射 平面 ( 即 经 过 入 射 光 与 散 射 光 的 平面 ) 
内 ,另外 一 个 和 该 平面 垂直 . 这 些 分 量 的 强度 取决 于 入 射 波 场 在 散射 平面 内 
的 分 量 ( 百 |) 和 垂直 于 它 的 分 量 (1 ), 按照 (78.3), 分 别 正比 于 


(EI| x m)? = Eicos’ 人 和 (E,. xn):=E’? 


( 式 中 风 是 散射 角 ) ,因为 对 于 入 射 的 自然 光 有 五 = 3 ， 退 偏振 度 (参见 
(50.9) 的 定义 ) 是 : 


0 一 cos2 8. 


5. 求 运动 电荷 所 散射 出 来 的 光 的 频率 必 
解 : 在 电荷 静止 的 坐标 系 中 ， 光 的 频率 经 过 散射 后 不 改变 (w= 愉 ). 这 
个 关系 可 以 写成 形 如 下 式 的 不 变量 : 


ki 一 有 ;222 
式 中 wi 是 电荷 的 四 维 速 度 . 从 此 不 难 求 出 


LU (1 一 = cosg/) 一 由 4 一 ~ cos0) : 
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式 中 ,09 和 0 是 入 射 波 和 散射 波 与 运动 方向 所 夹 之 角 (u 是 电荷 的 速度 ) . 

6. 一 线性 偏振 波 被 一 个 以 速度 v 沿 波 传播 方向 运动 的 电荷 散射 ,， 求 散射 
的 角度 分 布 . 

解 : 粒子 的 速度 重 直 于 入 射 波 的 场 百 和 百 , 因 而 也 各 直 于 给 予 粒 子 的 
加 速度 ww. 散射 的 强度 由 (73.14) 决定 ,其 中 ,粒子 的 加 迷 度 ww 必须 借助 817 
习题 中 得 到 的 公式 用 入 射 波 的 场 百 和 百 来 表示 . 用 入 射 波 的 坡 印 亭 和 拓 量 除 
强度 d7, 我 们 得 到 有 效 散 射 堆 面 如 下 : 


1 与) 可 
do = (号 ) nL IG 一 2 singcosp) 一 0 一 瑟 ) COs? 9 do, 
so (1 — 2 sin0 cos p) : © 
c 

式 中 ,9 和 是 如 下 坐标 系 中 方向 n' 的 极 角 和 方位 角 , 该 坐标 系 的 z 轴 沿 着 
轧 的 方向 , 工 轴 洪 着 的 方向 (cos(n', 了 EB) = cos0,cos(n',v) = sin g cosy). 

7. 求 电 荷 在 被 它 散射 的 波 施 予 于 它 的 平均 力 的 作用 下 的 运动 . 

解 : 力 (78.8) 沿 着 入 射 波 的 传播 方向 (x 轴 ), 因此 , 我们 所 考虑 的 运 
动 的 速度 也 沿 着 这 个 方向 ,选择 粒子 在 其 中 静止 的 辅助 参考 系 Ko (要 注意 ， 
我 们 所 讨论 的 是 对 一 个 小 振动 的 周期 平均 了 的 运动 )， 作 用 于 电 有 上 采 上 的 力 是 
ooWo, 而 在 这 个 力 的 作用 下 , 电荷 所 获得 的 加 速度 是 


休 一 一 
20 一 —Wo 
MA 


( 角 标 0 表示 对 参考 系 Ko 而 言 ) , 到 原 参 考 系 KK (其 中 ,电荷 以 速度 运动 ) 
的 变换 由 87 习 题 中 得 到 的 公式 和 公式 (47.7) 给 出 ,于 是 有 : 








1 了 
dv __ 1 YW_Wo sc 
dt De v2\3/2dt mi? 
2 (号 C 
VY VU 
Wo 1|it- 2-< 2 
A Co 


me 341_* 1 2 3 
c c 


这 就 决定 了 作为 时 间 隐 函数 的 速度 oo 二 dz/dt (积分 常数 是 这 样 选择 的 ， 当 
t=0 时 ,v=0). 

8. 求 线 性 偏振 波 被 一 个 振子 散射 的 有 效 截 面 (考虑 辐射 阻尼 ). 

解 : 将 电荷 在 入 射 波 内 的 运动 方程 写 为 如 下 形式 : 
2e2 


3mcs 


入 Ld 





. e ee 
六 十 wa 二 ~ Eoe We 
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在 阻尼 力 中 ,可 以 近似 地 代入 7 = 二 wer, 于 是 得 到 


| 
二 P+ weir = CO— Eoe™ et, 
7 





e2 
式 中 ， % ew 2. 由 此 得 到 


有 效 截 面 是 
Te 4 
rr 
879 ”低频 波 的 散射 


电荷 体系 对 电磁 波 的 散射 与 单个 静止 电荷 对 电磁 波 的 散射 之 间 的 区 别 首 
先 在 于 这 个 事实 , 即 由 于 电荷 体系 存在 内 部 运动 ,散射 波 的 频率 可 能 与 人 射 
波 的 频率 不 同 . 就 是 说 , 在 散射 波 的 谱 分 解 中 , 除了 入 射流 的 频率 w 外 ,还 可 
能 出 现 频率 w', 两 者 的 差 是 散射 体系 内 部 运动 的 频率 之 一 . 改变 频率 的 散射 
称 为 非 相干 散射 (或 称 组 合 散射 ), 它 和 不 改变 频率 的 相干 散射 不 同 . 

假设 入 射 波 的 场 是 弱 场 , 则 我 们 可 以 将 电流 密度 写成 了 = jo 十 7 六, 此 处 
的 jo 是 没有 外 场 时 的 电流 密度 , 而 7 则 是 在 人 射 波 作用 下 的 电流 变化 . 与 之 
相应 , 体系 的 场 的 矢 势 (以 及 其 他 的 量 ) 也 有 A = Ao 十 4' 的 形式 , 此 处 的 
4o 和 A’ 由 电流 jo 和 7’ 决定. 显然 , 4' 描述 这 个 电荷 体系 所 散射 的 波 . 

现在 让 我 们 来 考虑 一 个 波 的 散射 , 这 个 波 的 频率 w 比 电荷 体系 所 有 的 内 
部 频率 都 小 很 多 . 这 个 散射 将 包含 非 相 干部 分 和 相干 部 分 , 但 是 我 们 在 此 将 
只 考虑 相干 散射 . 

为 了 计算 散射 波 的 场 , 在 频率 w 十 分 低 的 情况 下 , 我们 总 可 以 用 推迟 势 
的 展开 式 , 这 个 展开 式 已 经 在 867 和 871 中 介绍 过 了 , 即使 体系 内 粒子 的 速 
度 比 起 光速 来 并 不 算 小 , 也 可 以 使 用 这 个 式 子 . 事实 上 , 要 使 积分 


1 , 
A’'= cRo [jm (79.1) 


的 展开 式 成 立 , 仅仅 只 须要 时 间 7+.n//c~ afc 比 电流 分 布 有 显著 改变 的 时 间 
间隔 1/w 小 很 多 ; 对 于 足够 低 的 频率 w(w < c/a), 不 管 体 系 内 粒子 的 速度 怎 
样 , 这 个 条 件 都 可 以 满足 

从 展开 式 的 第 一 项 得 


H’'= Bh {+ xn’) xn’), 
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式 中 d',m’ 分 别 是 体系 的 偶 极 矩 和 磁 矩 的 一 部 分 , 这 部 分 是 由 落 在 体系 上 的 
辐射 所 产生 的 . 展开 式 的 以 后 各 项 包含 比 二 阶 更 高 的 时 间 导 数 , 我 们 将 它们 
略 去 . 

散射 波 的 场 的 谱 分 解 的 分 量 五 (其 频率 与 人 射 波 的 频率 相等 ) 为 这 
同一 公式 所 决定 , 但 公式 中 应 将 所 有 的 量 代 以 它们 的 传 里 叶 分 量 ; 必 = 
-w2d/,ih/ 二 --w2m. 这 样 ,我们 得 到 


/ 


2 
H’ = BE xd,+n x (m, xn)}. (79.2) 


场 的 展开 式 的 更 后 面 的 项 给 出 与 小 频率 的 较 高 次 器 成 正比 的 量 . 假如 体系 中 
所 有 粒子 的 速度 都 很 小 (v  c), 那么 , 在 (79.2) 式 中 第 二 项 与 第 一 项 比较 
起 来 就 可 以 略 去 了 , 因为 磁 矩 包含 v/c. 这 时 ， 
1 
C2 
假如 体系 的 总 电荷 为 零 , 那么 , 当 w 一 0 时 ,d 和 mo 趋 近 于 和 常数 极限 
(假如 总 电荷 不 为 零 , 那么 , 当 w= 0 时 , 就 是 说 在 恒定 场 中 , 这 个 体系 开始 
作 整 体 运动 ) . 因此 , 对 于 低频 (w << w/a) 我 们 可 以 认为 ds, 和 mi, 与 频率 无 
关 . 由 此 可 见 , 散射 波 的 场 与 频率 的 平方 成 正比 . 因此 场 的 强度 与 w 成 正比 . 
所 以 , 当 低 频 波 被 散射 时 , 相干 散射 的 有 效 截面 忆 人 射流 频率 的 四 次 疾 成 比 
例 @. 
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我 们 来 研究 相反 极限 下 波 被 电荷 体系 散射 的 情形 , 此 时 波 的 频率 w 比 体 
系 内 部 的 基 频 大 很 多 . 后 者 的 数量 级 为 wo ~ v/a, 所 以 w 应 当 满 足 条 件 


Vv 
w > wo on (80.1) 


此 外 ,我 们 假设 体系 中 电荷 的 速度 很 小 (v < 委 c) . 

按照 条 件 (80.1) , 体系 中 电荷 的 运动 周期 比 波 的 周期 大 很 多 . 因此 , 在 
一 个 与 波 的 周期 同 数量 级 的 时 间 间 隔 内 , 体系 中 电荷 的 运动 可 以 看 做 是 匀速 
的 . 这 就 是 说 , 在 研究 短波 的 散射 时 , 我 们 无 须 考虑 体系 的 电荷 彼此 之 间 的 
相互 作用 , 即 我 们 可 以 将 电荷 认为 是 目 由 的 . 

因此 , 在 计算 电荷 在 人 射 波 的 场 内 所 得 到 的 v' 时 ,我们 可 以 将 体系 中 每 
个 电荷 分 开 来 考虑 , 并 把 电荷 的 运动 方程 写成 


me ~ eF = eBoe™ i(Wt-k") 
t 3 


Q@ 这 也 适用 于 光 被 离子 的 散射 , 也 适用 于 光 被 不 带电 的 原子 的 散射 . 因为 核子 的 质量 较 大 ， 
由 离子 作为 整体 的 运动 而 发 生 的 散射 可 以 略 去 不 计 . 


7 


LU 





wn xd’,. (79.3) 
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式 中 ,有 = wz/c 是 人 射 波 的 波 矢 量 . 电荷 的 径 失 当然 是 时 间 的 晒 数 . 在 这 个 
方程 右边 指数 因子 的 指数 中 , 第 一 项 的 时 间 变 化 率 比 第 二 项 大 很 多 (第 一 项 
的 时 间 变 化 率 为 w, 而 第 二 项 的 数量 级 是 kv ~ ww/c 之 w) . 所 以 , 在 积分 运 
动 方程 时 , 我 们 可 以 将 7 那 部 分 当做 常数 . 于 是 ， 


v= —— Eoei(ot-kr). (80.2) 
7 了 


对 于 散射 波 的 失势 (在 与 体系 相距 甚 远 之 处 ) , 按照 一 般 公 式 (79.1), 我 们 有 


7 1 1 
A zh 2 ),_ a + rm 
式 中 , 求 和 应 该 对 体系 中 所 有 的 电荷 进行 . 将 (80.2) 代入 ,我 们 便 求 得 


fs 1 二 如 e- 一 i9'm 
二 rR exp iw (: Eo > a (80.3) 


式 中 gqg=k' 一 k 是 人 人 射 波 的 波 矢量 kk = wn/c 和 散射 波 的 波 矢 量 k' = wn’'/e 
之 差 名 . 在 (80.3) 式 中 的 和 应 当 取 在 t=t 一 Ro/c 时 刻 的 值 (为 简单 起 见 ， 
如 平常 一 样 , 略 去 7 上 的 指标 女 ); 由 于 假设 粒子 速度 很 小 , 可 以 忽略 在 时 间 
r-.N'/c 内 7 的 变化 . 矢量 g 的 绝对 值 是 





WwW .9 
gq 一 2 一 sin =， (80.4) 


式 中 台 是 散射 角 . 
对 于 原子 (或 分 子 ) 的 散射 , 我 们 可 以 略 去 (80.3) 中 求 和 号 内 来 自 核 的 
项 , 因为 它们 的 质量 比 电 子 的 质量 大 很 多 . 以 后 我 们 只 关注 这 种 情况 ,所 以 
我 们 将 因子 2&2/m 从 求 和 号 内 移出 , 并 将 e 和 m 理解 为 电子 的 电荷 和 质量 . 
对 于 散射 波 的 场 五 ", 我 们 从 (66.3) 求 得 : 


E 7 2 。 
id (en) 
射 入 mn 方向 立体 角 元 内 的 能 流 是 


cIH! 2 e4 四 
ee Rndo= 8xc3m2 (rx Eo) D3 和 


用 入 射 波 的 能 流 c|Eol?/87 除 上 式 , 并 且 9 代表 人 射 波 的 场 吾 与 散射 方向 的 
夹 角 , 最 后 我 们 得 到 有 效 散 射 截面 如 下 : 





2 
do. 











2 
sin? 0do. (80.6) 


d e- 一 ji 可 -他 
me ) 


@ 严格 地 说 , 波 矢 量 有 = w'mn’/e, 此 处 散射 波 的 频率 w' 可 能 与 w 不 同 , 然而 在 此 处 高 频 
波 的 情形 下 , 差 w 一 w~ wo 可 以 略 去 . 
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式 中 的 一 横 表示 对 时 间 的 平均 值 , 亦 即 对 体系 中 电荷 运动 的 平均 值 ; 它 的 出 
现 是 因为 散射 是 在 一 个 比 体系 中 电荷 的 运动 周期 大 很 多 的 时 间 间 隔 内 观察 
的 . 

对 于 人 射 辐射 的 波长 ,从 条 件 (80.1) 得 到 不 等 式 入 < ac/v. 至 于 入 和 
a 的 相对 值 , 可 能 有 入 沁 &a 和 和 <<a 两 种 极限 情形 . 在 这 两 种 情形 下 , 通 式 
(80.6) 简化 很 多 . 

在 入 污 a 的 情形 下 , 在 (80.6) 式 中 ,gr 之 1, 因为 9~1/ 入 , 而 > 与 a 
同 数量 级 . 与 此 相应 , 我 们 用 1 代替 e 7, 从 而 得 到 


Ze2\” 
do = 的 sin? 0do, (80.7) 


就 是 说 , 散射 与 原子 序数 2 的 平方 成 正比 . 

现在 转 到 入 和 a 的 情形 . 在 (80.6) 中 出 现 的 和 的 平方 中 , 除了 每 项 的 模 
的 平方 (e2j/mc2)2 以 外 , 还 有 形式 e-igtra-72) 的 乘积 . 在 对 电荷 的 运动 求 平均 
值 时 , 亦 即 在 对 它们 在 体系 中 的 相互 位 置 求 平 均值 时 , ri 一 rz 可 取 与 a 同 数 
量 级 的 一 个 间隔 内 的 一 切 值 . 因为 gq~~1/ 和 ,入 之 a, 那么 ,指数 因子 e -ia 2) 
是 一 个 在 该 间隔 内 振动 得 很 快 的 函数 , 而 它 的 平均 值 就 化 零 . 因此 , 当 和 之 a 
时 ,有 效 散 射 截 面 是 


2 
do=2Z (过 ) sin2 bdo， (80.8) 
ne 


就 是 说 ,散射 与 原子 序数 的 一 次 方 成 正比 . 我 们 注意 到 , 这 个 公式 不 能 应 用 
于 散射 角 小 的 情形 (3 ~ 和 /a), 因为 在 这 种 情形 下 ,gq 和 ~ 3/ 和 ~ 1/a, 因而 指数 
q*7 不比 1 大 很 多 . 

为 了 求 出 相干 散射 的 有 效 截 面 , 我 们 必须 将 散射 波 的 场 的 频率 为 w 的 那 
一 部 分 分 开 来 . 场 的 表达 式 (80.5) 通过 因子 et 与 时 间 发 生 关 系 , 而 且 求 和 
Yeo" 中 也 涉及 时 间 . 后 面 这 个 关系 使 得 在 散射 波 的 场 内 , 除了 频率 w 以 
外 ,还 含有 别 的 频率 (虽然 与 w 很 接近 ). 假如 我 们 将 Yer” 对 时 间 求 平 
均值 , 就 可 以 得 到 频率 为 w 的 那 一 部 分 场 (就 是 仅 通过 因子 e-iwt 与 时 间 发 
生 关 系 的 那 一 部 分 场 ) . 与 此 相应 , 相干 散射 上 有效 截面 docon 与 总 截面 dc 的 
不 同 之 处 就 在 于 前 者 包含 求 和 的 平均 值 的 模 的 平方 , 而 后 者 则 包含 和 的 模 的 


平方 的 平均 值 : 
2 \2| 一 一 |2 
docoh 一 (部 ) > 


值得 注意 的 是 , 这 个 和 的 平均 值 (除了 一 个 因子 外 ) 正好 是 原子 中 电 丛 密度 


sin? Odo. (80.9) 
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平均 分 布 p(7) 的 空间 健 里 叶 分 量 : 
e》， 6 9 二 / pr)e "dV = po. (80.10) 
在 入 污 a 的 情形 下 , 我 们 再 次 用 1 来 代替 eq7, 于 是 
e2 ‘ 
docoh 一 (2 ) sin? bdo. (80.11) 


将 此 式 与 总 有 效 截 面 (80.7) 式 相 比较 , 我 们 看 出 docon = dc, 就 是 说 , 所 有 的 
散射 都 是 相干 的 . 

如 果 入 之 a, 那么 ， 当 我 们 求 平 均值 时 , 在 (80.9) 中 所 有 和 项 (是 迅速 
振动 的 时 间 函 数 ) 都 消失 了 ,从 而 docon = 0. 因此 , 在 这 种 情形 下 , 散射 完全 
是 非 相 干 的 . 
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引力 场 (或 者 重力 场 ) 具有 以 下 的 基本 特性 : 所 有 的 物体 , 不管 质量 的 
大 小 , 只 要 有 相同 的 初始 条 件 , 它们 在 场 中 就 将 以 相同 的 方式 运动 . 

例如 ,对 于 在 地 球 引 力 场 中 的 所 有 物体 , 自由 下 落 的 规律 都 是 一 样 的 ， 
即 不 管 它们 的 质量 如 何 , 都 获得 同一 的 加 速度 . 

引力 场 的 这 个 特性 使 我 们 有 可 能 确定 以 下 两 种 运动 有 类 似 之 处 : 一 种 是 
一 个 物体 在 引力 场 中 的 运动 ; 另 一 种 是 一 个 物体 不 在 任何 外 场 中 的 运动 , 但 
是 在 一 个 非 惯性 参考 系 中 考察 . 实际 上 ，, 在 一 个 惯性 参考 系 中 , 所 有 物体 的 
自由 运动 都 是 匀速 直线 运动 ; 假如 在 开始 时 , 它们 的 速度 是 一 样 的 , 那么 无 
论 在 任何 时 候 都 将 保持 一 样 . 因此 , 很 显然 , 假如 我 们 考虑 在 一 给 定 的 非 惯 
性 系 中 的 自由 运动 , 那么 , 相对 于 这 个 参考 系 , 所 有 的 物体 都 将 以 同样 的 方 
式 运动 . 

因此 , 在 一 个 非 惯性 系 中 的 运动 特性 与 在 一 个 有 引力 场 存在 的 惯性 系 中 
的 运动 特性 一 样 ; 换 句 话说 , 非 惯 性 系 与 某 一 引力 场 等 效 . 这 种 情况 称 为 等 

我 们 来 研究 , 例如 , 色 加 速 参 考 系 中 的 运动 . 假如 一 个 任意 质量 的 物体 
在 这 样 的 参考 系 中 作 自 由 运动 , 很 显然 , 该 物体 对 于 这 个 参考 系 就 有 一 个 恒 
定 的 加 速度 , 这 个 加 速度 与 参考 系 本 身 的 加 速度 大 小 相等 ,方向 相反 .这 样 的 
描述 也 适用 于 物体 在 均匀 恒定 引力 场 , 例如 地 球 的 引力 场 中 的 运动 (在 不 大 
的 区 域内 , 地 球 的 引力 场 可 以 当做 是 均匀 的 ). 因此 , 色 加 速 参考 系 与 一 个 不 
变 的 、 和 恒定 的 外 场 等 效 . 同 理 , 参考 系 的 非 色 加速 直 线 运 动 , 显然 与 一 个 均匀 
但 变化 着 的 引力 场 等 效 . 

然而 必须 着 重 指出 , 与 非 惯性 参考 系 等 效 的 场 其 实 并 不 完全 与 “实际 的 ” 
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引力 场 一 样 (后 者 在 惯性 系 中 也 存在 ). 例如 , 它们 在 无 穷 远 处 的 性 质 就 有 
本 质 的 区 别 . 在 与 产生 场 的 物体 相距 为 无 穷 远 处 “实际 的 ”引力 场 总 是 趋 近 
于 零 ; 与 此 相反 , 与 非 惯性 参考 系 等 效 的 场 在 无 穷 远 处 却 无 限制 地 增 大 , 或 
者 , 无 论 如 何 , 总 保持 为 有 限 值 . 例如 , 在 旋转 参考 系 中 出 现 的 离心 力 , 当 我 
们 从 旋转 轴 离 开 时 , 无 限制 地 增 大 ; 一 个 与 作 久 加速 直线 运动 的 参考 系 等 效 
的 场 在 空间 各 处 都 是 一 样 的 , 而 且 在 无 穷 远 处 也 一 样 . 

只 要 我 们 从 非 惯性 系 过 渡 到 惯性 系 , 与 非 惯性 系 等 效 的 场 就 消失 了 . 与 
此 相反 , 无 论 选择 哪 一 种 参考 系 “ 实 际 的 ”引力 场 (在 惯性 参考 系 内 也 存在 ) 
总 是 无 法 消除 的 . 这 可 以 从 上 面 所 讲 的 关于 “实际 的 ”引力 场 和 与 非 惯性 系 等 
效 的 场 在 无 穷 过 处 情况 的 差别 直接 看 出 ， 既 然后 者 在 无 穷 远 处 不 趋 近 于 零 ， 
那么 , 无 论 怎样 选择 参考 系 “实际 的 ” 场 也 不 可 能 消除 , 因为 它 在 无 穷 远 处 
变 为 零 . 

选择 适当 参考 系 的 方法 只 能 消除 空间 中 某 一 给 定 区 域内 的 引力 场 , 而 且 
这 个 区 域 必须 如 此 之 小 , 使 其 中 的 场 可 以 看 做 是 均匀 的 . 要 做 到 这 点 ， 可 选 
择 一 个 作 加 速 运动 的 参考 系 , 这 个 加 速度 就 等 于 粒子 放 在 我 们 正在 考虑 的 场 
的 区 域内 所 得 到 的 加 速度 . 

粒子 在 引力 场 中 的 运动 , 在 非 相 对 论 力学 中 为 拉 格 明日 量 所 决定 , 它 在 
惯性 参考 系 中 的 表达 式 是 

L= -本 — mp, (81.1) 

其 中 , p 是 关于 坐标 和 时 间 的 某 一 函数 , 它 可 描述 场 的 特性 , 称 为 引力 势 @. 
与 此 相应 , 粒子 的 运动 方程 是 


v 一 一 grad 2. (81.2) 


这 个 方程 不 包含 质量 , 也 不 包含 任何 其 他 描述 粒子 特征 的 常数 , 它 就 是 引力 
场 基 本 特性 的 数学 表示 . 
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在 上 节 中 所 指出 的 引力 场 的 基本 特性 ， 即 所 有 物体 在 场 中 作 同 样 的 运 
动 , 在 相对 论 力学 中 也 还 是 有 效 的 . 所 以 , 引力 场 和 非 惯 性 参考 系 的 类 似 性 
依然 存在 . 因此 , 在 研究 相对 论 力学 中 引力 场 的 特性 时 , 我 们 自然 也 从 这 个 
类 似 性 出 发 . 

在 惯性 参考 系 中 , 用 笛 卡 儿 坐 标 , 间隔 ds 由 关系 式 


ds2 = c2dt? 一 dz2 — dy? — dz? 
@ 以 后 我 们 不 常用 电磁 势 p, 因此 用 同一 个 符号 p 来 代表 引力 势 不 会 引起 误解 . 
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给 定 . 在 变换 到 任何 其 他 惯性 参考 系 时 (就 是 说 在 作 洛 伦 兹 变换 时 ), 我 们 知 
道 , 间隔 保持 同样 的 形式 . 然而 , 假如 我 们 变换 到 非 惯 性 系 , ds? 将 不 再 是 四 
个 坐标 的 微分 的 平方 和 了 . 

例如 ， 当 我 们 变换 到 匀速 旋转 的 坐标 系 时 ， 


r= 7 cos Nt—y sinft, y=x sinft+y cosft, z=2 
(8 是 旋转 的 角速度 ,其 方向 沿 着 z 轴 ), 那么 ,间隔 就 有 下 面 的 形式 : 


ds2 = [c? 本 (2 (72? + y2)]dt? dr? dy = 
一 dz + 2f2ydzr’'dt — 207x'dy dt. 


不 管 时 间 坐 标 变换 的 规律 怎样 , 这 个 式 子 不 可 能 仍 以 四 个 坐标 的 微分 的 平方 
和 来 表示 . 

因此 , 在 非 惯性 参考 系 中 ,间隔 的 平方 是 坐标 微分 的 一 般 形式 的 二 次 型 ， 
也 就 是 说 , 它 有 以 下 的 形式 : 


ds? = girdz'dz™, (82.1) 


其 中 , gix 是 空间 坐标 z!1, x?, z3 和 时 间 坐 标 x? 的 某 些 函 数 . 因此 , 假如 我 们 
使 用 非 惯 性 系 ,四维 坐标 z0, zi, xz?, z3 将 是 曲线 坐标 . gix 可 用 来 表示 时 空 
度 规 , 它 决定 每 个 曲线 坐标 系 的 所 有 几何 特性 . 

显然 , 总 可 以 认为 gi 这 些 量 对 指标 i 和 大 来 说 是 对 称 的 ( 即 gik = gki)， 
因为 它们 是 由 对 称 式 (82.1) 所 决定 的 ,此 处 的 gi 和 gxi; 是 作为 同一 个 积 
dzidz* 的 因子 出 现 的 . 在 一 般 情形 下 , 一 共有 十 个 不 同 的 量 gj, 四 个 有 相同 
的 指标 和 4 x 3/2 = 6 个 有 不 同 的 指标 . 在 一 个 惯性 参考 系 中 ， 当 我 们 用 笛 卡 
儿 空 间 坐 标 z123 = zx,y,z 和 时 间 坐 标 x? = ct 时 ，, gix 各 量 是 


g00=1, gi=g82=g83=-l1, gikx=0 i#zk. (82.2) 


具有 这 些 gi 值 的 四 维 坐 标 系 称 为 伽利略 坐标 . 

在 上 一 节 中 已 经 证 明了 非 惯 性 参考 系 与 某 些 力 场 等 效 . 现在 我 们 看 出 ， 
在 相对 论 力学 中 , 这 些 场 由 gix 各 量 所 决定 . 

这 同样 也 可 以 应 用 到 “实际 的 ”引力 场 . 任何 引力 场 都 只 是 时 空 度 规 的 
一 个 改变 , 而 这 个 改变 是 由 gin 各 量 所 决定 的 . 这 个 重要 事实 说 明 , 时 空 的 几 
何 性 质 ( 它 的 度 规 ) 是 由 物理 现象 所 决定 的 , 而 不 是 空间 和 时 间 的 固定 不 变 
的 性 质 . 

建立 在 相对 论 基础 上 的 引力 场 理 论 称 为 广义 相对 论 . 它 是 由 爱 因 斯 坦 提 
出 来 的 (最 后 在 1915 年 建立 ) , 在 现 有 的 物理 理论 中 , 它 或 许 是 最 美丽 的 . 突 
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出 之 处 是 爱 因 斯 坦 用 纯 演绎 的 方法 就 建立 了 这 个 理论 , 只 是 在 以 后 才 被 天 文 
观测 所 证 实 . 

正如 非 相 对 论 力学 中 一 样 , 在 “实际 的 ”引力 场 和 与 非 惯性 参考 系 等 效 
的 场 之 间 有 一 个 根本 的 差别 . 当 变 换 到 非 惯性 参考 系 时 , 二 次 型 具有 (82.1) 
的 形式 , 即 gix 各 量 , 是 通过 简单 的 坐标 变换 从 伽利略 坐标 的 值 (82.2) 得 到 
的 , 所 以 , 可 利用 道 坐标 变换 在 整个 空间 中 回 到 伽利略 坐标 的 什 , 这 种 形式 的 
gik 非常 特殊 , 这 是 因为 在 一 般 情况 下 仅仅 只 用 四 个 坐标 的 变换 就 要 使 gix 的 
十 个 量化 为 预定 的 形式 是 不 可 能 的 . 

“实际 的 ”引力 场 用 任何 坐标 变换 都 不 能 消除 ; 换 名 话说, 存在 引力 场 
时 , 时 空 是 这 样 的 , 不 可 能 用 任何 坐标 变换 使 决定 其 度 规 的 量 gix 在 整个 时 
空 内 都 化 为 伽利略 坐标 的 值 .这 样 的 时 空 称 为 弯曲 时 空 , 以 区 别 于 平 直 时 空 ; 
在 平 直 时 空中 , 上 述 变换 是 可 能 的 . 

然而 , 在 非 伽利略 时 空中 的 任何 个 别 点 , 我 们 可 以 用 适当 的 坐标 变换 将 
gik 各 量化 为 伽利略 坐标 的 形式 : 这 会 导致 二 次 型 化 为 恒定 系数 (在 给 定点 
的 gix 值 ) 的 对 角形 式 , 我 们 把 这 样 的 坐标 系 称 为 对 于 一 个 给 定点 的 伽利略 
坐标 系 岂 . 

我 们 注意 到 在 一 个 给 定点 将 gi 化 为 对 角形 式 之 后 , gik 各 量 的 矩阵 有 一 
个 正 的 主 值 和 三 个 负 的 主 值 (这些 正 负 号 的 总 和 称 为 矩阵 的 号 差 ) . 由 此 可 
以 断定 ,由 gix 各 量 所 构成 的 行列 式 g 在 现实 的 时 空中 总 是 负 的 : 


g<0. (82.3) 


时 空 度 规 的 变化 也 就 意味 着 纯粹 的 空间 度 规 的 变化 . 平 直 时 空中 人 徊 利 略 
坐标 的 gi 对 应 空间 欧 几 里 得 几何 . 在 引力 场 中 空间 的 几何 变 成 非 欧 几 里 得 
的 . 这 既 适 用 于 时 空 “ 弯 曲 ” 的 “真实 ”引力 场 , 也 适用 于 时 空 保持 平 直 、 仅 
仅 由 于 参考 系 是 非 惯 性 参考 系 而 产生 的 场 . 

关于 引力 场 中 的 空间 几何 问题 将 会 在 884 中 更 详细 地 考察 . 这 里 最 好 是 
先进 行 简单 的 讨论 , 直观 地 说 明 在 改变 到 非 惯 性 参考 系 时 , 空间 几何 将 不 可 
避免 地 变 为 非 欧 几 里 得 几何 . 考察 两 个 参考 系 , 其 中 之 一 (K) 是 惯性 参考 系 ， 
而 另 一 个 (K') 相对 于 K 围绕 着 共同 的 坐标 轴 z 匀速 旋转 . 参考 系 及 的 平面 
zy 上 的 一 个 圆 (其 圆心 为 坐标 系 的 原点 ) 也 可 以 看 做 参考 系 K' 的 平面 x'y 
上 的 一 个 圆 . 用 一 把 有 刻度 的 尺子 测量 这 个 圆 的 周 长 和 它 的 直径 ,我们 将 得 
到 比值 为 的 两 个 数值 , 这 与 惯性 参考 系 中 的 欧 几 里 得 几何 相符 . 假设 现在 

为 了 避免 误解 ,我们 必须 立即 指出 ,选取 这 样 的 参考 系 并 不 意味 着 在 相应 的 无 穷 小 的 四 


维 体积 元 中 消除 引力 场 . 由 于 等 效 原 理 , 这 样 的 消除 才 总 有 可 能 实现 , 旦 它 有 着 更 深刻 的 涵义 
( 见 887). 
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的 测量 过 程 使 用 与 参考 系 K' 相对 静止 的 标尺 , 并 且 从 参考 系 KK 中 观察 这 个 
过 程 , 我 们 将 会 看 到 , 沿 着 圆周 放置 的 标尺 会 产生 洛 伦 兹 收缩 ,而 沿 着 径 问 
放置 的 标尺 保持 不 变 . 因此 显而易见 , 在 这 样 的 测量 方式 下 获得 的 圆周 长 和 
直径 的 比值 会 大 于 x. 

在 一 般 情 况 下 任意 变化 的 引力 场 的 空间 度 规 不 但 是 非 欧 几 里 得 的 , 而 且 
还 随时 间 变 化 . 这 意味 着 ,不同 几何 距离 之 间 的 关系 随时 间 变 化 . 被 引入 到 场 
中 的 “试验 粒子 ”的 相对 位 置 在 任何 一 个 坐标 系 中 都 不 可 能 是 一 成 不 变 的 中 . 
这 样 , 如 果 粒 子 分 布 在 某 个 圆 上 和 这 个 圆 的 直径 上 , 由 于 圆 的 周 长 和 直径 的 
比值 不 等 于 x 并 且 随 时 间 变 化 , 显然 , 如 果 粒 子 沿 着 直径 的 距离 保持 不 变 ， 
那么 沿 着 圆周 的 距离 应 该 变化 , 反之 亦 然 . 这 样 一 来 , 在 广义 相对 论 中 ,一 般 
说 来 , 物体 系统 不 可 能 是 相互 静止 的 . 

与 狭义 相对 论 中 的 参考 系 相 比 , 广义 相对 论 中 参考 系 这 个 概念 本 身 发 生 
了 根本 的 改变 . 在 狭义 相对 论 中 参考 系 可 以 理解 为 相互 静止 的 、 相 互 分 布 保 
持 不 变 的 物体 的 总 和 . 在 引入 变化 的 引力 场 的 情况 下 这 样 的 物体 系统 不 存在 ， 
为 了 精确 确定 粒子 在 空间 中 的 位 置 , 严格 来 讲 , 必须 具备 充满 整个 空间 的 无 
穷 多 数量 的 物体 的 总 和 , 类似 于 某 种 “介质 ”. 这 样 的 物体 系统 和 与 每 个 物体 
联系 在 一 起 的 以 任意 方式 运行 的 时 钟 构成 广义 相对 论 中 的 参考 系 . 

由 于 参考 系 选取 的 任意 性 , 在 广义 相对 论 中 对 自然 规律 的 描述 在 形式 上 
应 该 适用 于 任意 的 四 维 坐 标 系 ( 即 , 所 谓 的 “ 协 变 ” 形式) . 但 是 这 种 状况 并 
不 意味 着 所 有 的 这 些 参考 系 在 物理 上 是 等 价 的 (类比 于 狭义 相对 论 中 所 有 惯 
性 参考 系 的 物理 等 价 性 ) . 正 相 反 , 具体 的 物理 现象 , 包括 物体 运动 的 性 质 ， 
在 所 有 的 参考 系 中 是 不 同 的 . 
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因为 在 研究 引力 场 时 需要 考虑 在 任意 参考 系 中 的 现象 , 就 必须 发 展 任意 
曲线 坐标 中 的 四 维 几何 . 在 883, 885, 886 我 们 将 专门 讨论 这 一 问题 . 
让 我 们 研究 从 一 个 坐标 系 z0,zl,z2,za,， 到 另 一 个 坐标 系 z0o, zliz2,z'3 
的 变换 : 
0 二 产 (z/0, zl 2, 73)， 


其 中 , 产 是 某 些 函数 . 在 变换 坐标 时 , 坐标 的 微分 按照 下 面 的 关系 式 变换 : 


dz*. (83.1) 





@ 严格 地 说 , 粒子 数 应 当 大 于 4. 因为 从 任何 4 个 粒子 之 间 的 6 条 线段 我 们 可 以 构造 一 个 
4 面体 , 我 们 总 可 以 通过 适当 定义 参考 系 , 使 4 个 粒子 的 系统 构成 一 个 不 变 的 4 面体 . 何况 , 在 
3 个 或 2 个 粒子 的 系统 中 , 我 们 可 以 使 粒子 彼此 相对 固定 . 
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如 果 任 何 四 个 量 4 的 集合 , 在 坐标 变换 时 像 坐标 的 微分 一 样 地 变换 , 那 
么 , 这 四 个 量 的 集合 称 为 四 维 赣 变 矢 量 : 


Ai= zh (83.2) 
设 2 是 某 一 标量 . 在 坐标 变换 时 , 四 个 量 Bp/Bxi 按照 公式 
Op Op Or 
Ori Ork Ori 
变换 , 这 个 公式 与 (83.2) 式 不 同 . 如 果 四 个 量 的 集合 4; 在 坐标 变换 时 像 一 个 
标量 的 导数 一 样 变 换 , 那么 , 这 四 个 量 的 集合 称 为 四 维 协 变 矢量 : 
_ xz 4 
Do 
可 以 采用 类 似 的 方式 确定 不 同 阶 数 的 四 维 张 量 . 于 是 , 像 两 个 逆 变 矢量 
的 乘积 一 样 变换 , 也 就 是 按照 法 则 
ik Dr Oz" 
Or Drzrim 
变换 的 16 个 量 的 集合 称 为 二 阶 四 维 逆 变 张 量 4 下 . 同 理 , 我 们 定义 按 下 式 变 
换 的 16 个 量 的 集合 为 二 阶 协 变 张 量 : 





(83.3) 
4; 


(83.4) 


Am (83.5) 





1 / 
OF OF™ 


ik = Bri Bik Mim (83.6) 
而 四 维 混 合 张 量 hi 按照 下 式 定 义 : 
. ori Brz'm 
二 I (83.7) 





以 上 给 出 的 定义 是 伽利略 坐标 中 的 四 维 矢量 和 四 维 张 量 定义 的 自然 扩充 
($6) , 按照 这 些 定义 ,微分 dx’ 也 是 逆 变 的 四 维 矢量, 而 导数 9p/ar' 是 协 变 
的 四 维 矢 量 〇 . 

在 曲线 坐标 中 通过 将 其 他 四 维 张 量 进 行 互 乘 或 缩 并 的 方式 构造 四 维 张 量 
的 法 则 与 在 伽利略 坐标 中 相同 . 容易 证 实 , 按照 变换 法 则 (83.2) 和 (83.4), 两 
个 四 维 矢 量 的 标 积 4AiB; 确实 是 不 变 的 : 

Or Or'™ ,1 ， 
AB= ssrA iB’ = 


@ 不过, 在 伽利略 坐标 系 中 , 坐标 z* 本 身 (而 不 仅仅 是 其 微分 ) 也 构成 一 个 四 维 矢量 , 在 
曲线 坐标 中 , 情况 当然 就 不 是 如 此 了 . 


oO zr™ 
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在 过 渡 到 曲线 坐标 时 单位 四 维 张 量 54 的 定义 仍旧 不 变 : 它 的 分 量 当 i 关上 
时 而 二 0, 而 当 i=k 时 , 则 等 于 1. 假如 A* 是 一 个 四 维和 拓 量 ,那么 ,用 融和 梯 
之 , 就 得 到 
425 = A’, 
它 仍然 是 一 个 四 维 矢 量 ; 这 也 证 明了 56: 是 一 个 张 量 . 
线 元 的 平方 ds* 是 微分 dz: 的 二 次 型 , 也 就 是 
ds2 = gikdzidze， (83.8) 
其 中 , gik 是 坐标 的 函数 , gik 对 于 指标 i 和 大 是 对 称 的 , 就 是 说 : 
gik = gki. (83.9) 
既然 gix 与 道 变 张 量 dzidzx* 的 积 ( 缩 并 ) 是 一 个 标量 , 那么 ,gi 就 是 一 
个 协 变 张 量 . 张 量 gix 称 为 度 规 张 量 . 
若 两 个 张 量 hi 和 B* 满足 
AinB*! 一 0， 


则 称 为 互 道 的 〈 互 为 倒数 ) . 特别 指出 , 张 量 gik 的 逆 张 量 g* 称 为 逆 变 度 规 
张 量 ， 即 
gikg™ = 6i- (83.10) 


同一 个 物理 量 既 可 以 用 一 组 道 变 分 量 来 表示 , 也 可 以 用 一 组 协 变 分 量 来 
表示 . 显然 ,唯一 能 决定 道 变 分 量 和 协 变 分 量 之 间 关 系 的 一 组 数值 是 度 规 张 
量 的 分 量 . 这 样 的 联系 由 下 列 公式 给 出 : 

A’ 一 ER 4 ， 4， 一 gip A*. (83.11) 

在 伽利略 坐标 系 中 度 规 张 量具 有 如 下 分 量 : 


1 0 0 0 

(0) io 10 -1 0 0 
Bik 一 一 

0 0 -1 0 

0 0 0 -1 


公式 (83.11) 给 出 已 知 的 关系 40 = 4o, A123 = 一 412.3. 册 


Q@ 在 我 们 用 伽利略 坐标 系 作 类 比 时 , 应 当 认 识 到 只 有 在 平 直 的 四 维 空间 中 才能 选择 这 样 的 
坐标 系 . 对 于 四 维 弯曲 空间 必须 给 定 一 个 无 限 小 四 维 体 积 元 , 在 其 内 才能 言及 、 且 总 能 找到 伽 利 
略 坐 标 系 . 所 有 结论 均 不 受 这 一 改变 的 影 啊 . 


(83.12) 
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上 述 内 容 也 适用 于 张 量 . 同一 物理 张 量 的 不 同形 式 之 间 的 转换 可 以 按照 
下 面 的 公式 , 借助 于 度 规 张 量 来 实现 : 


A'k=g Ak, A*= gg ™Am, 


86 (在 伽利略 坐标 系 中 ) 定义 了 完全 反对 称 的 单位 寿 张 量 etim. 我 们 将 
其 转换 到 任意 的 曲线 坐标 系 中 , 并 表示 为 Bm. 同时 仍旧 按照 以 前 定义 的 符 
号 et 取 值 e013 = 1 (或 者 e0123 = 一 1). 

令 驴 为 伽利略 坐标 , 而 zx’ 为 任意 的 曲线 坐标 . 按照 通用 的 张 量变 换 规 
则 , 我 们 有 


k l mm 
Fikim 一 Or’ Ox” DC Dr a 
Ox’? Or Dr's Ox’t 








或 者 


kilm _ LRL 
Eikim —_ Je’ 人 


其 中 J 为 由 导数 9xz*/8z'p 组 成 的 行列 式 , 它 正 是 从 伽利略 坐标 向 曲线 坐标 变 
换 的 雅 可 比 行列 式 : 
D(z0 ,zlz2,z3) 
9(z"0， rT!1 s 2/2， 2Z/3) 
这 个 雅 可 比 行列 式 可 以 用 由 度 规 张 量 gi (在 参考 系 x* 中 ) 的 行列 式 来 表示 . 
为 此 我 们 写 出 度 规 张 量变 换 的 公式 : 
Dr pz lm(0) 
Or Or™m 
并 且 令 这 个 等 式 两 边 的 值 所 构成 的 行列 式 也 相等 . 逆 张 量 的 行列 式 |g*| = 1/g. 
行列 式 |gim(0)| = 一 1. 因此 有 1/g = 一 ,由 此 J = 1/vV-&. 
这 样 一 来 ,曲线 坐标 系 中 四 阶 反 对 称 的 单位 张 量 必须 定义 为 
eikim, (83.13) 


J 一 





Eikim a 


可 以 利用 下 面 的 公式 将 该 张 量 的 指标 下 移 : 
EP st gi gkr Els Emt 一 Beiklm,) 
这 样 它 的 协 变 分 量 是 
Fikim = V—geikim. (83.14) 

在 伽利略 坐标 系 x* 中 ,一 个 标量 对 于 df?' = dx”dx dx?dzx% 的 积分 也 
是 标量 . 就 是 说 单元 df' 在 积分 中 具有 标量 的 性 质 (86) . 在 向 曲线 坐标 x? 变 
换 时 积分 单元 df?2' 变 为 

d12 一 jd = V-gdf. 
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因此 , 在 曲线 坐标 中 , 在 四 维 空间 的 茶 一 区 域内 积分 时 , V=-gdf 具有 不 变量 
的 特征 马 . 

在 86 末 关 于 在 超 曲面 上 的 积分 元 、 曲 面 上 的 积分 元 、 曲 线 上 的 积分 元 
等 的 论述 对 于 曲线 坐标 也 保持 有 效 ， 只 有 一 点 例外 , 即 对 偶 张 量 的 定义 有 些 
改变 . 由 三 个 无 限 小 线段 所 构成 的 超 曲 面 的 “面积 ”元 是 一 个 道 变 反对 称 张 量 
dS™*!; 与 其 对 偶 的 矢量 可 用 张 量 V=geikim 乘 之 得 到 , 即 等 于 


1 
Vg8d5i= 一 Geikimd® “mV 一 5. (83.15) 


同 理 , 假如 df 人 * 是 由 两 个 无 穷 小 的 线段 张 成 的 (两 维 ) 面 元 , 那么 ,与 
其 对 偶 的 张 量 定义 为 @ ， 


= 
V-—gdfix = DV —geikmdf'™. (83.16) 


我 们 像 以 前 一 样 在 此 用 dS; 和 d 镶 . 分 别 代表 FeimmdSMm 和 3esmdfm 
(不 是 它们 与 V=g 的 乘积 ) ; 各 种 积分 彼此 变换 的 法 则 (6.14) 一 (6.19) 也 保 
持 不 变 , 因为 它们 只 是 一 些 形式 符号 的 推导 ， 而 与 相应 的 量 的 张 量 性 质 无 关 . 
其 中 , 有 一 个 变换 法 则 是 特别 重要 的 , 这 就 是 将 在 一 个 超 曲面 上 的 积分 变换 
为 在 一 个 四 维 体积 上 的 积分 的 变换 法 则 (高 斯 定理 ), 这 个 变换 可 以 用 下 面 的 
替换 来 实现 


O 
Q9i 一 df 本 





(83.17) 


884 距离 与 时 间 间 隔 


我 们 已 经 说 过 , 在 广义 相对 论 中 ,对 于 坐标 系 的 选择 并 未 加 任何 限制 ; 
三 个 空间 坐标 zl,z2,z3, 可 以 是 决定 物体 在 空间 中 的 位 置 的 任何 量 , 而 时 间 
坐标 xz? 则 可 以 用 一 个 任意 行走 的 钟 来 确定 . 因此 就 有 这 样 一 个 问题 发 生 , 即 
如 何 用 zo, zl,z2,z3s 这 些 量 的 值 来 表示 实在 的 距离 和 时 间 间 隔 . 

首先 , 我 们 找 出 固有 时 (以 后 我 们 用 了 来 表示 它 ) 与 坐标 zx? 的 关系 . 为 
此 , 我 们 来 考虑 在 空间 的 同一 点 发 生 的 两 个 无 限 近 的 事件 . 如 我 们 所 知道 的 ， 

人 @ 如 果 wp 是 一 个 标量 , 则 量 v=gwe 对 dn 积分 构成 一 不 变量 , 称 为 标量 密度 . 类 似 地 , 我 们 
称 V-gAi 为 矢量 密度 , V-gA'* 为 张 量 密度 , 等 等 . 这 些 量 在 乘 以 四 维 体积 元 a9 后 成 为 矢量 或 
张 量 (一 般 说 来 , 沿 有 限 体 积 的 积分 /4V=aar 不 可 能 是 矢量 , 因为 矢量 hi 的 变换 法 则 在 不 
同 的 点 是 不 同 的) . 

@ 意思 是 , 不论 坐标 zi 的 几何 意义 怎样 , 由 无 穷 小 位 移 dzt, dx, dz 构造 面 元 dS*'m 和 
df 的 方式 与 86 中 是 相同 的 . 那么 , dS; 和 df 的 形式 意义 就 同 以 前 一 样 了 . 特别 是 , 同 以 前 
一 样 , dSo = dzidz?dz3 = dV. 我 们 保持 dV 为 3 个 空间 坐标 微分 乘积 的 较 早 定义 ; 然而 必须 记 
住 , 在 曲线 坐标 中 , 几何 上 的 空间 体积 元 不 是 由 dV 而 是 由 v7dv 给 出 , 这 里 y 是 空间 上 度 规 张 量 
的 行列 式 (将 在 下 节 给 出 ) . 
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两 个 事件 的 间隔 ds 恰恰 是 cdr, 此 处 的 dr 是 两 个 事件 之 间 的 时 间 (固有 时) 
间隔 . 因此 , 在 普遍 式 子 ds? = gikdzidzz 内 , 设 dzl1 = dx? = dz3 = 二 0 我们 便 
求 得 
ds = cd7’? = goo(dx")’, 
从 而 
dT 一 -Vgoodz", (84.1) 


或 者 , 在 空间 的 同一 点 发 生 的 任意 两 个 事件 之 间 的 时 间 
二 - / VBo0dz". (84.2) 


这 个 关系 式 决定 相应 于 坐标 z 的 变化 的 实际 时 间 间 隔 (或 称 对 于 空间 
一 给 定点 的 固有 时 ) . 我 们 注意 到 , 从 这 些 公式 可 以 看 出 , 量 goo 是 正 的 , 即 


goo > 0. (84.3) 


必须 强调 指出 下 面 两 个 条 件 的 意义 的 差别 , 第 一 个 条 件 是 (84.3), 第 二 
个 条 件 是 关于 由 张 量 gi 三 个 主 值 的 正 负 号 决定 的 号 差 (882) . 不 满足 第 二 
个 条 件 的 张 量 gi; 一 般 不 能 与 任何 真实 的 引力 场 对 应 , 也 就 是 说 它 不 能 是 一 
个 真实 的 时 空 的 度 规 . 不 满足 条 件 (84.3) 只 表明 相应 的 参考 系 不 能 用 真实 的 
物体 来 实现 , 假如 这 时 加 在 主 值 上 的 条 件 得 到 满足 , 那么 一 个 适当 的 坐标 变 
换 就 可 以 使 goo 变 为 正 (旋转 坐标 系 就 是 这 种 参考 系 的 一 个 例子 , 见 889) . 

现在 我 们 来 求 空间 距离 元 4. 在 狭义 相对 论 中 , 我 们 可 定义 dl 为 同时 发 
生 ,相距 无 限 近 的 两 个 事件 之 间 的 间隔 . 在 广义 相对 论 中 , 这 在 通常 的 情况 下 
是 不 可 能 的 , 也 就 是 说 , 简单 地 使 在 ds 中 的 dz0 = 0 来 决定 d 是 不 可 能 的 . 
这 是 因为 在 引力 场 中 , 对 于 空间 的 不 同 点 , 固有 时 与 坐标 z 有 不 同 的 关系 . 

为 了 求 dl, 现在 我 们 的 做 法 如 下 . 

假设 一 个 光 信 号 从 空间 的 一 给 定点 B (具有 坐标 zx 十 dz*) 跑 向 相距 无 
限 近 的 另 一 点 4 (具有 坐标 z*), 然后 又 沿 原 路 回去 . 显然 (从 空间 点 B 观 
察 ) 为 此 所 必需 的 时 间 乘 以 c 是 两 点 间 的 距离 的 两 信 . 

我 们 写 出 间隔 , 并 将 时 间 坐 标 和 空间 坐标 分 开 : 


ds? = gasdz° dx? 十 2goaudzodzc 十 goo(dz)， (84.4) 


不 言 而 喻 , 此 处 任何 重复 两 次 的 希腊 字母 指标 , 我 们 都 从 1 到 3 求 和 . 对 应 信 
号 从 一 点 出 发 和 该 信号 到 达 另 一 点 的 两 个 事件 的 间隔 为 零 . 相对 于 dz? 求解 
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方程 ds? = 0, 我 们 求 得 两 个 根 : 


1 

dz°(Y = goo ( 一 goadz” 一 V (g0ag08 > ga6goo)dzadzAp )， 
1 

dz0(2) = 了 ( 一 go0adzx” 十 V (g0ag08 一 gcegoo)dzedzp ), 


它们 分 别 对 应 4 和 B 之 间 两 个 方向 上 的 信号 传播 . 如 果 z 为 信号 到 达 4 的 
时 刻 , 那么 它 从 B 点 出 发 和 回 到 B 点 的 时 刻 分 别 为 z? 十 dz%D 和 zz9 十 dx02). 
在 示意 图 18 中 实 线 为 给 定 的 坐标 za 和 zc? 十 dz* 所 对 应 的 世界 线 , 而 虚线 是 
信号 的 世界 线 . 因此 , 信号 从 某 一 点 出 发 而 又 回 到 该 点 的 总 “时间” 间隔 等 


于 
2 
dz0(2) 一 dz0t) = V (goagop 一 &apgoo)dzedzp. 


(84.5) 


7° 十 dz09(2) 


1z0 +dzo0t) 
4 B 


图 18 


按照 (84.1), 将 上 式 乘 以 ygoo/c, 就 得 到 相应 的 固有 时 的 间隔 ,再 乘 以 
c/2, 就 得 到 两 点 间 的 距离 dl. 我 们 得 到 的 结果 是 


dl? = (ge 十 Se 】 dzadzA. 
B00 


这 就 是 所 要 求 的 用 空间 坐标 元 来 确定 距离 的 式 子 . 我 们 把 它 改 写 如 下 : 


dl? = yagdz° dxf, (84.6) 
其 中 ， 
a8 = 一 Ba6 十 cone on (84.7) 
B00 


在 图 18 上 假设 了 dzot2) > 0, dz0(1) <0, 然而 这 不 是 必须 的 : dzoG) 和 dr0(2) 可 以 具有 同 
一 个 符号 . 事实 在 于 , 在 这 种 条 件 下 , 在 信号 到 达 4 时 刻 z?(4) 的 值 可 以 小 于 信号 从 B 出 发 时 
刻 z0(B) 的 值 , 这 不 会 造成 任何 的 自 相 矛盾 ,因为 在 不 同 空间 点 内 的 时 钟 的 进程 并 没有 以 某 种 
方式 设 定 为 同步 的 . 
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是 三 维度 规 张 量 ， 它 决定 空间 的 度 规 ， 亦 即 决定 空间 的 几何 性 质 、 关 系 式 
(84.7) 联系 现实 的 空间 的 度 规 和 四 维 时 空 的 度 规 . 

然而 , 我 们 必须 记 着 ，gik 一 般 与 zr? 有 关 , 因而 ,空间 度 规 (84.7) 也 随 
着 时 间 变 化 . 根据 这 个 理由 , 将 dl 积分 就 没有 意义 ; 这 个 积分 与 空间 中 给 定 
的 两 点 间 的 世界 线 ( 沿 着 它 积分 ) 有 关 . 因此 , 一 般 来 说 , 在 广义 相对 论 中 ， 
物体 间 的 一 定 距 离 的 概念 失掉 了 意义 ， 仪 仅 对 于 无 限 小 的 距离 还 保持 有 效 . 
只 有 在 gi 与 时 间 无 关 的 参考 系 中 , 才能 在 空间 的 一 个 有 限 区 域内 确定 距离 ， 


这 时 沿 着 一 条 空间 曲线 的 积分 | dl 才 有 一 定 的 意义 . 
有 必要 指出 , 张 量 -yop 是 三 维 逆 变 张 量 go8 的 逆 张 量 . 实际 上 , 将 等 式 
gikgkl = 61 以 分 量 的 形式 展开 , 我 们 有 : 
ggBy + 8° Boy = 69, 
gapg6po 十 go0goo = 0, (84.8) 
ggpo 十 ggoo = 1. 


从 第 二 个 等 式 确定 g% 然后 代入 第 一 个 等 式 , 得 到 : 

—g° ypy = 69, 
这 就 是 需要 证 明 的 结果 . 这 个 结果 还 可 以 用 其 他 形式 表述 为 , 量 -g?6 构成 对 
应 度 规 (84.7) 的 三 维 逆 变 度 规 张 量 : 

yeh. (84.9) 


我 们 同样 指出 , 由 量 gi 和 yue 分 别 构成 的 行列 式 g 和 7 相互 之 间 可 由 
简单 的 关系 式 联 系 起 来 : 
一 & = go07. (84.10) 
”“@ 二 次 型 (84.6) 应 该 必须 是 正 的 . 为 此 它 的 系数 应 该 像 已 知 的 那样 , 满足 条 件 


Yii Ta2 7 了 YYs 


?21 ‘22 7Y23 


?11 ?了 12 
了 了 21 “YY22 


it > 0, > 0， > 0. 














‘31 “YY32 "33 
用 gixk 表示 Yik， 容易 求 得 , 这 些 条 件 具 有 如 下 形式 

E00 E01 B802 
gl10 Bg&1!1 812 
B20 B21 B822 


在 整个 参考 系 内 , 度 规 张 量 的 分 量 应 该 满足 这 些 条 件 以 及 条 件 (84.3), 这 个 参考 系 可 以 用 实在 
的 物体 来 实现 . 


B00 ”501 
g1i0 £11 


< 0， >0, g<0. 
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在 接 下 来 的 一 系列 应 用 中 , 引 和 三维 矢量 g 会 带 来 一 定 的 方便 , 矢量 g 
的 协 变 分 量 由 下 式 确 定 : 
__ go 
go 一 一 2 (84.11) 
将 g 看 做 带 有 度 规 (84.7) 的 空间 中 的 矢量 , 我 们 必须 将 它 的 道 变 分 量 定义 为 


g“ 二 YSgg- 基于 (84.9) 和 (84.8) 的 第 二 个 等 式 容易 看 出 ， 
BB yf gg = 一 goa . (84.12 ) 
从 (84.8) 的 第 三 个 等 式 同样 可 以 得 到 公式 


00 1 CQ 
本 全 二 一 gag2. (84.13) 

现在 我 们 再 来 讨论 广义 相对 论 中 “同时 ”概念 的 定义 , 换 句 话说 , 我 们 
讨论 处 于 空间 不 同 点 的 钟 能 否 同 步 的 问题 , 也 就 是 这 些 钟 的 对 时 间 题 . 

显然 , 这 样 的 同步 应 该 通过 两 点 之 间 光 信号 的 交换 来 实现 . 我 们 再 来 考 
察 两 个 无 限 接近 的 点 4 和 B 之 间 光 信号 的 传播 过 程 ， 如 图 18 中 所 示 . 位 于 
B 点 的 时 钟 记录 了 信号 由 B 点 出 发 时 刻 的 读数 和 信号 返回 B 点 时 刻 的 读数 ， 
我 们 必须 认为 这 两 个 读数 的 中 间 值 与 信号 到 达 4 点 的 时 刻 z? 是 同时 的 ,该 
时 刻 为 

7 + Azr = 72+ (dz0) 十 dz0()， 

将 (84.5) 代入 上 式 , 找到 发 生 在 两 个 无 限 接 近 的 点 的 两 个 同时 事件 的 “时 
间 ”z? 值 的 差 , 具有 下 列 形 式 ， 


&oadz2 
B800 


Azx? = = gadx°. (84.14) 
这 个 关系 使 我 们 能 够 在 空间 的 任何 无 限 小 的 体积 内 来 校准 钟 . 从 4 点 继续 作 
类 似 的 校准 , 我 们 可 以 沿 任 何 ( 非 团 合 的 ) 曲线 校准 不 同 的 钟 , 也 就 是 说 我 
们 能 够 确定 事件 的 同时 性 . 

然而 , 一 般 来 说 , 沿 着 某 条 闭合 路 径 来 校准 时 间 是 无 法 做 到 的 . 事实 上 ， 
沿 着 闭合 路 径 行进 , 又 回 到 原来 出 发 的 那 一 点 , 我们 会 得 到 一 个 不 等 于 零 的 
Az? 值 . 要 在 整个 空间 中 统一 地 同步 时 间 尤 其 是 不 可 能 的 ， 只 有 在 goo 各 量 
都 为 零 的 参考 系 中 才 是 例外 @. 

@ 给 等 式 (84.14) 乘 以 goo 并 且 将 两 个 项 移 到 等 式 的 一 边 , 可 以 将 同步 条 件 表示 为 dzo = 
goidzt = 0: 两 个 无 限 接近 的 同时 发 生 的 事件 之 间 的 “ 协 变 微分 ”dzo 应 该 等 于 零 . 

@ 这 里 还 应 该 补充 一 种 情况 , 就 是 当 gos 可 以 通过 时 间 坐 标的 简单 变换 化 为 零 , 并 且 这 种 
变换 不 能 触及 用 于 确定 空间 坐标 的 物体 系统 的 选取 . 
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应 该 强调 , 不 可 能 对 所 有 的 时 钟 同步 是 任意 参考 系 的 特征 , 而 不 是 时 空 
本 身 的 特征 . 在 任意 一 个 引力 场 中 总 是 可 以 选择 (甚至 无 穷 多 的 方法 ) 这 样 
的 参考 系 , 使 得 goa 的 三 个 值 恒 等 于 0, 进而 使 得 时 钟 的 完全 同步 成 为 可 能 
( 见 897) . 

在 狭义 相对 论 中 , 两 个 相对 运动 的 时 钟 的 固有 时 流动 已 经 不 同 . 在 广义 
相对 论 中 ,同一 参考 系 里 的 不 同 空 间 点 的 固有 时 以 不 同 的 方式 流动 . 这 意味 
着 ,发 生 在 某 一 空间 点 的 两 个 事件 之 间 的 固有 时 间隔 , 与 发 生 在 男 一 空间 点 ， 
并 与 前 两 个 事件 同时 发 生 的 另 两 个 事件 之 间 的 时 间 间 隔 , 一 般 说 来 也 是 不 同 
的 . 


885 ” 协 变 微分 


在 伽利略 坐标 系 中 心 , 矢量 4; 的 微分 ahi 仍然 是 矢量 ， 而 矢量 的 分 量 
对 坐标 的 导数 94;/6x* 构成 一 个 张 量 . 在 曲线 坐标 中 就 不 是 这 样 ; dh; 不 是 
矢量 , 94;/6zxx 不 是 张 量 . 这 是 由 于 dh; 是 处 在 空间 不 同 点 (相距 无 限 近 ) 上 
的 矢量 之 差 , 而 在 这 些 空间 不 同 点 上 , 矢量 的 变换 是 不 同 的 , 因为 变换 公式 
(83.2) ,(83.4) 中 的 系数 是 坐标 的 函数 . 

这 些 都 不 难 直接 证 明 . 为 此 , 我 们 求 微 分 d4; 在 曲线 坐标 中 的 变换 公式 . 
一 个 协 变 矢 量 是 按照 公式 








D7AK 
‘Br 
变换 的 ,因而 
Or Or* Or"* 07" 本 
d4; = FrdAt + Ahd Fr = Brr dAk 十 4 idz . 


因此 , dh; 根本 不 像 矢量 一 样 变换 ( 道 变 矢量 的 微分 当然 也 是 这 样 ). 仅 
仅 当 二 阶 导数 2x*/8xi9x! 二 0 时 , 即 当 z* 是 zx* 的 线性 肾 数 时 ,变换 公式 
有 以 下 的 形式 : 
TL 


Ce { 
Ori dn 


d4; = 
就 是 说 , dhi 像 天 量 一 样 变 换 . 

现在 我 们 研究 张 量 的 定义 , 其 在 曲线 坐标 内 所 起 的 作用 , 正如 64;/0zx* 
在 伽利略 坐标 中 所 起 的 作用 一 样 , 换 句 话说 , 我 们 应 当 将 64;/8z* 从 伽利略 
坐标 改换 到 曲线 坐标 中 去 . 

在 曲线 坐标 中 , 为 了 得 到 矢量 的 微分 ,而 这 个 微分 要 有 矢量 的 特性 , 那 
么 ,两 个 相 减 的 矢量 就 必须 在 空间 的 同一 点 . 换 句 话说 , 我 们 必须 用 某 一 个 
方法 将 彼此 相距 无 限 近 的 两 个 矢量 中 的 一 个 “ 移 ” 到 第 二 个 矢量 所 在 之 点 ， 

@ 更 一 般 地 , 只 要 gi 各 量 是 常数 
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在 此 之 后 , 我 们 求 两 个 矢量 的 差 , 现在 这 两 个 矢量 是 处 在 空间 的 同一 点 . 这 
个 移动 运算 的 本 身 必须 如 此 定义 ,使 这 个 差 在 伽利略 坐标 中 与 普通 微分 dA; 
相合 . 既然 dh; 不 过 是 两 个 相距 无 限 近 的 矢量 的 分 量 之 差 , 这 就 意味 着 ， 当 
我 们 用 伽利略 坐标 时 ,矢量 的 分 量 经 过 移动 的 操作 应 当 不 发 生 改 变 . 而 这 样 
的 移动 正 是 矢量 与 它 自己 平行 的 移动 . 当 矢量 作 平 行 移动 时 , 它 在 伽利略 坐 
标 中 的 分 量 不 变 ; 假如 应 用 曲线 坐标 , 那么 ,一般 来 说 , 在 这 样 移动 时 , 矢量 
的 分 量 要 改变 . 因此 , 在 曲线 坐标 中 , 在 将 一 个 矢量 平行 移动 到 男 一 点 以 后 ， 
两 个 矢量 的 分 量 之 差 与 移动 前 两 者 之 差 ( 即 微分 dhi) 不 相等 . 

所 以 , 为 了 比较 两 个 相距 无 限 近 的 矢量 , 我 们 应 当 将 其 中 之 一 平行 移动 
到 第 二 个 矢量 所 在 的 点 . 让 我 们 考虑 一 个 任意 的 逆 变 矢量 ; 假如 它 在 x? 点 的 
值 是 和 ,那么 , 在 邻近 之 点 到 十 dz, 它 的 值 就 是 4 +d4. 我 们 将 矢量 47 作 
无 限 小 的 平行 移动 , 移 到 z' 十 dz' 点 ,这 时 矢量 的 变化 用 8h’ 来 表示 . 现在 位 
于 同一 点 的 两 个 矢量 之 差 用 D4: 来 表示 , 则 Dh? 等 于 


DA’ = dA’: ~ 684°. (85.1) 


一 个 矢量 在 作 无 限 小 的 平行 移动 时 , 其 分 量 的 变化 5 和 4: 与 分 量 本 身 的 值 
有 关 , 且 这 个 关系 显然 应 当 是 线性 的 . 这 点 可 以 直接 从 下 述 事实 来 推断 , 即 两 
个 矢量 之 和 必须 按照 每 个 矢量 的 变换 规则 来 变换 . 因此 , 64* 有 下 面 的 形式 : 


8A = —Ti,Ardz!, (85.2) 


其 中 ,Ti 是 坐标 的 函数 ,其 形式 当然 与 坐标 系 有 关 , 在 伯 利 略 坐 标 系 中 ,Ti,=0. 

由 此 已 可 看 出 , Ti 各 量 并 不 构成 一 个 张 量 ,因为 假如 在 一 个 坐标 系 中 
一 个 张 量 为 零 , 那么 , 在 任何 其 他 坐标 系 中 它 都 为 零 . 在 曲线 坐标 中 当然 不 
可 能 使 所 有 Ti 在 全 空间 中 都 为 零 . 

但 是 等 效 原理 要 求 通过 适当 的 坐标 系 选 取 能 够 在 给 定 的 无 限 小 空间 区 域 
消除 引力 场 , 也 就 是 说 使 [i 各 量 为 零 . 在 下 面 887 节 我 们 会 看 到 闷 扮演 了 
场 强 的 角色 .2 

[i 各 量 称 为 联络 系数 或 者 克 里 斯 托 夫 符号 . 

以 后 我 们 还 要 使 用 天 总 各 量 巴 , 其 定义 如 下 : 


Tik! = gime 了 ， (85.3) 


@ 当 我 们 谈 及 伽利略 坐标 系 时 , 所 指 的 其 实 是 这 样 的 坐标 系 , 为 了 简便 起 见 才 简单 地 称 之 
为 “伽利略 坐标 系 ”. 进一步 而 言 , 所 有 的 证 明 不 仅 对 平 直 空间 成 立 , 对 弯曲 的 四 维 空间 同样 成 


一 
世 . 


@ 有 时 候 用 符号 四 和 "| 相应 地 来 代替 Fi 和 Tix. 
多 2 
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反 过 来 ， 
的 (85.4) 
不 难 建立 协 变 矢 量 的 分 量 在 平行 移动 下 的 变化 与 克 里 斯 托 夫 符 号 间 的 关 
系 . 为 此 , 我 们 指出 , 一 个 标量 在 平行 移动 时 是 不 变 的 . 就 特例 而 言 , 两 个 矢 
量 的 标 积 在 平行 移动 时 是 不 变 的 . 
设 4 和 B* 是 任意 的 协 变 和 逆 变 矢量 , 则 从 8(4;B;:) = 0, 我 们 有 
B'65h; = —Ai8B' = Ti,B* A;dz', 
交换 指标 可 得 
B'6A; = IT’ ArB'dz'. 
鉴于 B: 的 任意 性 , 由 此 可 得 
54; = Ti Apdz,, (85.5) 


此 式 决 定 盈 变 拓 量 在 于 行 移 动 后 的 改变 . 
od4 


将 (85.2) 和 d4’ = Fd 代入 (85.1) 式 可 得 到 
DA’ = ( 先 + ThA*) dz (85.6) 


同 理 , 对 于 一 个 协 变 矢量 , 可 求 得 








2 A ) dz!. (85.7) 
(85.6) 和 (85.7) 两 式 的 括号 内 的 表达 式 是 张 量 , 因为 乘 以 矢量 dz: 后 ， 

其 结果 是 矢量 . 显然 , 这 些 张 量 就 是 导数 概念 在 曲线 坐标 中 的 推广 . 这 些 张 量 

分 别称 为 矢量 4 和 Ah; 的 协 变 导数 . 我 们 用 4 和 Ai.x 来 代表 它们 . 于 是 ， 


DA = A'i,dz!, DA; = Aiidz!, (85.8) 

而 协 变 导数 本 身 是 
A' ,= 2 + TA, (85.9) 
A = 有 一 车 4 (85.10) 


在 伽利略 坐标 系 中 , 六 = 0, 协 变 微分 化 为 普通 微分 . 
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计算 一 个 张 量 的 协 变 导数 并 不 困难 . 为 此 , 我 们 必须 决定 这 个 张 量 在 无 
限 小 的 平行 移动 下 的 变化 . 例如 , 我 们 来 考虑 任意 一 个 逆 变 张 量 , 这 个 张 量 
是 两 个 逆 变 矢量 之 积 AiB*. 在 平行 移动 下 , 我 们 有 


6(AiB*) = AidB* + B*6A: = —AiTk Bidz™ — BT Aldzr™. 
由 于 这 个 变换 是 线性 的 , 对 于 任意 的 张 量 A*, 我 们 也 应 当 有 : 
SA = —(AmTEk, + AT*T’)dz!. (85.11) 


将 此 式 代 人 
DA** = dA™* SA™ 三 Aik dz!, 

我 们 求 得 张 量 A 人 * 的 协 变 导 数 如 下 : 

0A™ 


A ,= ne AMA. (85.12) 
用 完全 相似 的 方法 , 我 们 得 到 混合 张 量 和 协 变 张 量 的 协 变 导 数 如 下 : 

4 = — TmAY + TAr, (85.13) 

Aix:i = i /Ny (85.14) 


用 类 似 的 方法 , 可 以 决定 一 个 任意 阶 张 量 的 协 变 导数 . 这 时 , 我 们 得 到 如 下 的 
法 则 : 为 了 得 到 张 量 4… 对 z! 的 协 变 导数 , 我 们 在 写 下 普通 导数 94…/6zl 之 
后 ,对 每 个 协 变 指标 iA4;) 加 上 -TA 一 项 , 而 对 于 每 一 道 变 指标 i(A:i) 
则 加 上 上 + 大 4 一 项 . 

很 容易 证 明 , 乘积 的 协 变 导 数 的 求法 与 乘积 的 普通 导数 的 求法 是 一 样 的 . 
为 此 , 我 们 必须 将 标量 wp 的 协 变 导 数 看 做 为 普通 导数 , 也 就 是 看 做 为 协 变 矢 
量 px = 8p/8xx , 这 和 以 下 事实 相符 : 对 于 一 个 标量 , sp = 0, 因此 Dy = dy. 
例如 , 乘积 4;Bx 的 协 变 导 数 是 


(AiBx):1 = Ai.1Br + Ai Br 


假如 在 协 变 导 数 中 将 表示 微分 的 指标 上 移 , 我 们 就 得 到 所 谓 逆 变 导 数 . 
因此 ， 
3 gt Ai.l, Ai 一 BEU 4 


现在 我 们 来 写 出 克 里 斯 托 夫 符号 从 一 个 坐标 系 变换 到 男 一 个 坐标 系 的 变 
换 公式 . 
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比较 定义 协 变 导数 的 方程 两 边 的 变换 规律 , 并 且 要 求 这 些 规律 对 于 两 边 
都 是 一 样 的 , 就 可 以 得 到 这 些 公 式 . 因此 , 经 简单 的 计算 后 可 得 到 
Pi 2 pm Or Or' Ox" Or? 0zm Or 
kl rp Dzm Ork Or! OrrOr! Orm 
从 这 个 公式 很 明显 地 可 以 看 出 ,me 仅 在 线性 坐标 变换 下 和 张 量 一 样 变换 (这 
时 (85.15) 式 中 的 第 二 项 为 零 ) . 
但 我 们 发 现 ， 上 式 第 二 项 按照 指标 k,l 是 对 称 的 , 因此 在 对 差 值 Si, = 
,一 了 6 进行 坐标 变换 时 就 消 掉 了 . 因而 该 差 值 按照 张 量 法 则 变换 : 


(85.15) 


In yp!p 
hr 
也 就 是 说 它 是 张 量 , 称 做 空间 的 探 率 张 量 . 
现在 我 们 来 证 明 , 在 基于 等 效 原理 的 理论 中 , 挠 率 张 量 应 该 为 零 . 实际 
上 , 正如 已 经 说 过 的 , 按照 等 效 原 理应 该 存在 “便利 略 ”坐标 系 , 在 其 中 给 定 
的 点 Ti 的 值 为 零 , 相应 的 38 也 一 样 . 由 于 Sx%j 是 张 量 , 那么 ,在 一 个 坐标 
系 中 为 零 , 它 将 在 所 有 的 坐标 系 中 都 为 零 . 这 意味 着 克 里 斯 托 夫 符号 按照 下 
指标 应 该 是 对 称 的 : 





人 (85.16) 
J kl 一 Ty Ik (85.17) 


的 取 值 大 10 ee Re 
等 同 ) 而 ?可 以 有 4 种 取 值 . 

在 (85.16) 的 条 件 下 公式 (85.15) 使 得 我 们 可 以 证 明 上 文 所 作 的 关于 坐 
标 系 选 择 的 结论 , 就 是 说 针对 任何 一 个 预先 指定 的 点 , 总 是 能 选择 一 个 坐标 
系 , 使 得 所 有 Ti, 的 值 在 该 点 为 零 (这 样 的 坐标 系 称 为 局 部 惯性 系 或 局 部 测 
地 系 , 见 887 ) . 

实际 上 , 假设 选取 坐标 原点 为 指定 的 点 , 并 且 在 该 点 Ti 具有 (在 坐标 
系 zi 中 ) 初 值 (Ti)o. 在 该 点 的 邻 域 作 变 换 


| i 
TD 本 (TD)oz 7 ， (85.18) 


@ 同时 可 以 指出 , 通过 适当 地 选取 坐标 系 可 以 不 仅 在 给 定 的 点 上 , 而 且 能 够 沿 着 给 定 的 世 
界线 将 所 有 的 Ti 化 为 零 (这 个 论点 的 证 明 可 以 在 这 本 书 中 找到 ，P. K. Rashevskii, Riemannian 
Geometry and Tensor Analysis, Nauka (II. K. PameBcrkH 首 ,了 mrMagoBa reoMeTPUA M TEH30PHM AHAaNn3, 
Hayra), 1964., 891) . 
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那么 ， 
DZ DO 
人 = (Tki)o, (85.19) 


按照 (85.15), 所 有 I 为 零 . 
我 们 着 重 强 调 , 在 这 里 条 件 (85.16) 是 非常 重要 的 : 等 式 (85.19) 左边 的 
表达 式 按 照 指标 k,l 是 对 称 的 , 因此 等 式 的 右边 部 分 也 应 该 是 对 称 的 . 
我 们 指出 , 对 于 变换 (85.18), 满足 


( 匡 ) =- 吕 
因此 它 不 会 改变 指定 点 上 的 任何 一 个 张 量 的 值 ( 也 包括 张 量 gix), 所 以 殉 里 
斯 托 夫 符 号 的 归 零 和 把 gix 化 为 伽利略 形式 可 以 同时 实现 . 
886 克 里 斯 托 夫 符号 与 度 规 张 量 的 关系 
我 们 来 证 明度 规 张 量 gix 的 协 变 导数 等 于 零 . 为 此 , 我 们 注意 到 , 关系 式 


DA; = ginDA” 





对 于 矢量 DA;， 和 对 于 任何 矢量 一 样 , 是 成 立 的 . 另 一 方面 , 4; = gixA4*, 所 
DA; = D(gir A*) = ginDA* + ADegix. 
同 DA; = gixDA" 比较, 并 注意 到 矢量 4 是 任意 的 , 就 可 得 到 

Degik = 0. 
由 此 直接 推出 , 协 变 导数 

gik:l = 0. (86.1) 
因此 , 在 协 变 微分 时 ,gis 可 以 当做 稼 量 . 


要 通过 度 规 张 量 gix 来 表示 克 里 斯 托 夫 符号 Ti,， 我 们 可 以 利用 方程 
gikit 二 0. 为 此 , 按照 张 量 的 协 变 导数 的 普遍 定义 (85.14), 我 们 写 出 


Op; m Ogi 
Bik:l 一 全 gmk lil 加 giml kl 一 一 了 = 一 Tikl 二 0, 
由 此 , gi 的 导数 可 用 克 里 斯 托 夫 符号 表示 出 来 也 . 我 们 写 出 giw 的 导数 值 ,并 
将 指标 ik,!l 换 位 , 得 到 : 
Opgi Og 
ee 3 =Tirt fig, 一 Or = —J,ri — Ti: 
@ 因此 ,选择 局 域 测 地 坐标 系 意味 着 , 在 给 定点 度 规 张 量 分 量 的 所 有 一 阶 导数 均 为 零 . 


Ogk! 





= Toa t+ Tin 
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取 这 些 方程 之 和 的 一 半 , 注意 到 歼 总 = 三 天 天, 我们 就 可 求 得 
Ogik | Ogit Dgk 
Tikl = ; (各 he i | (86.2) 
由 此 我 们 得 到 符号 形 | = gimThngt 的 表达 式 如 下 : 


5 "( + Ogml 天 Be ) (86.3) 




















Or Dzk Oz™ 
这 些 公 式 就 是 我 们 所 要 求 的 用 度 规 张 量 表示 克 里 斯 托 夫 符号 的 式 子 . 
现在 我 们 来 推导 对 今后 有 用 的 缩 并 克 里 斯 托 夫 符 号 Ii, 的 表达 式 . 为 此 ， 
我 们 计算 由 张 量 gik 的 分 量 所 构成 的 行列 式 g 的 微分 dg; 取 张 量 gik 的 每 个 
分 量 的 微分 , 乘 以 其 在 行列 式 中 的 系数 , 亦 即 乘 以 相应 的 子 行列 式 ,就 可 得 
到 dg. 另 一 方面 , 大 家 知道 , 与 gik 互 逆 的 张 量 gw* 的 分 量 , 等 于 gik 的 子 行 
列 式 除 以 其 行列 式 . 因此 行列 式 g 的 子 行列 式 等 于 gg*. 由 此 可 见 


dg = gg' "dgir 一 —ggirdg' (86.4) 


(既然 girg* = 6 = 4, 那么 , gikdgik = 一 girndg'*). 
从 (86.3) 式 , 得 到 


pi lyim ( 芍 Ogmi Se ) 
ki™ . 








Or’ Dzk Oxr™ 








将 括号 中 第 一 项 和 第 三 项 的 指标 m 和 1 改变 位 置 , 我 们 看 出 , 这 两 项 互相 抵 
消 , 所 以 ke 
| Th = 28“ Ork 
或 者 , 按照 (86.4) 
由 三 去 这 = 人 (86.5) 


写 出 g*iI% 这 个 量 的 表达 式 是 有 益 的 ; 我 们 有 


BE 2 一 1 8 8 ( 十 Ogim - 织 ) a pkigim (2 a 了 ) | 





or! Or Ozr™ Ox! 2 Or™ 
利用 (86.4), 这 个 式 子 可 以 化 为 
—— ik 
gr! Fr = __1 dv-se) (86.6) 


V-g Ozk* 
为 了 以 后 的 各 种 运算 , 我 们 要 记 住 逆 变 张 量 ge 的 导数 与 gi 的 导数 有 
以 下 的 关系 : 
D8g Ik Ogi 


Bilgm 二 一 5 Bm (86.7) 
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(通过 将 gag* = 6t 微分 而 得 到 ) . 最 后 我 们 指出 , g* 的 导数 也 可 以 用 Ti 各 
量 来 表示 ,从 恒等式 6 :=0 直 接 得 出 
Dgte 
Or! 
将 矢量 的 散 度 概念 推广 到 曲线 坐标 中 , 并 利用 已 经 求 出 的 公式 , 我们 可 
以 用 便利 的 形式 写 出 散 度 hi; 的 表达 式 . 利用 (86.5) 式 , 我 们 有 ， 


0A’ 1 42 村 一 
Oz’ OT’ 





Trg™ ~ 1m (86.8) 


Ai OA’ 


和 Ori +TiA = 








或 者 , 最终 得 到 ， 
V—g Or’ ” 
对 于 反对 称 张 量 A* 的 导数 , 我 们 可 以 推出 类 似 的 表达 式 . 从 (85.12 ) ， 
我 们 有 


(86.9) 


OAik 
Brzk 
但 是 既然 4"™* = 一 Afm, 所 以 


A FT A A. 





Ti A oI A*™=0. 
将 TE, 用 (86.5) 式 替换 , 结果 我 们 得 到 


1 O(V-EA*) 

kT VE Or 

现在 假设 Ai 是 对 称 张 量 ; 我 们 来 计算 它 的 混合 分 量 At 的 表达 式 . 我 
们 有 


(86.10) 


OAt 
= 5 
其 中 的 最 后 一 项 等 于 


也 
TAF OPV-E)_ par. 


4 关 一 Vg Br 














时 1 Ogil Ogkl _ Ogik ARL 
Ort Dr Dr 


由 于 张 量 4* 的 对 称 性 , 括号 内 有 两 项 互相 抵消 ,于 是 留 下 
Ak 1 OO(V-gAi:) 10gk CER! 4 


ik VE Or 2 Oxi 


全 是 一 个 反对 称 张 量 . 在 曲线 坐标 中 ,这 个 


(86.11) 


在 笛 卡 儿 坐 标 中 ,5 - 


TL 
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张 量 是 Ai.k 一 Ak;i. 但 是 ， 借助 于 Aik 的 表达 式 9 而 且 由 于 ny, 一 Ts 我 们 有 
OA; OAx 








Ask — 4 = FE ~ 二 (86.12) 
2 
最 后 , 我 们 将 标量 的 二 阶 导数 的 和 = 如; 变换 到 曲线 坐标 中 去 . 显 


而 易 见 ， 在 曲线 坐标 中 , 这 个 和 化 为 pii, 但 是 pi = 9w/6zi, 因为 一 个 标量 
的 协 变 微分 就 是 普通 微分 . 将 指标 上 移 , 我 们 有 


i ik Op 
吧 8 Ork 3 
利用 公式 (86.9), 我 们 求 得 
i 1 0 JP 训 Op 
Pp.i 本 V-—g Or’ ( B88 3 ) 8 (86.13) 


值得 注意 的 是 , 一 个 矢量 沿 一 超 曲 面 的 积分 变 为 在 一 个 四 维 体 积 上 的 积 
分 的 高 斯 定理 (83.17) , 按照 (86.9) 可 以 写 为 


由 A'V-gdS:; = / A‘V-gd?. (86.14) 
§87 引力 场 中 粒子 的 运动 
在 狭义 相对 论 中 ,一 个 自由 粒子 的 运动 由 最 小 作用 量 原理 
85 = -mcs | as 一 0 (87.1) 


来 决定 , 按照 这 个 原理 , 粒子 是 这 样 运 动 的 , 它 的 世界 线 在 两 个 给 定 世 界 点 
之 间 是 一 条 极 值 曲线 ; 在 我 们 的 情形 下 , 这 是 一 条 直线 (在 普通 三 维 空间 , 它 
与 匀速 直线 运动 相应 ) . 

显而易见 , 一 个 粒子 在 引力 场 中 的 运动 为 与 (87.1) 式 同 样 的 最 小 作用 量 
原理 所 决定 , 因为 引力 场 不 是 别 的 ,只 是 四 维 空间 度 规 的 改变 , 而 这 个 改变 
也 只 是 表现 在 ds 用 dz* 表示 的 式 子 内 的 变化 而 已 . 因此 , 在 引力 场 中 , 粒子 
是 这 样 运动 的 , 它 的 世界 点 沿 着 极 值 曲线 运动 , 或 者 如 通常 所 说 , 沿 着 四 维 
空间 z0, zl z2,z3 中 的 测 地 线 运动 ; 然而 , 因为 在 存在 引力 场 的 情况 下 , 时 空 
不 是 伽利略 的 , 因而 这 条 线 并 不 “ 直 ”, 粒子 的 真实 空间 运动 就 赋 不 匀速 , 也 
不 是 直线 的 了 . 

作为 再 次 从 最 小 作用 量 原理 出 发 ( 见 本 节 习 题 ) 的 替代 方案 , 更 简便 的 
办 法 是 通过 对 狭义 相对 论 中 粒子 的 自由 运动 的 微分 方程 进行 相应 扩展 来 找到 
粒子 在 引力 场 中 的 运动 方程 . 在 伽利略 四 维 坐 标 系 中 ,一 个 目 由 粒子 的 运动 


8$87 引力 场 中 粒子 的 运动 . 273 - 


方程 是 du:/ds =0 或 du =0, 此 处 的 w= dx/ds 是 四 维 速度 . 显然 , 在 曲线 
坐标 中 , 这 个 方程 可 以 推广 为 方程 


Du’ = 0. (87.2) 
从 矢量 的 协 变 微分 的 表达 式 (85.6) 我 们 可 得 
du’ + Tiu*dz! = 0. 


用 ds 除 这 个 方程 , 我 们 求 得 
dz2zx’ : dr’ dz 
2 de 

这 就 是 要 求 的 运动 方程 . 我 们 看 出 ,一 个 粒子 在 引力 场 中 的 运动 取决 于 
Pi 各 量 . 导数 d2zt/ds2 是 粒子 的 四 维 加 速度 . 因此 , 我 们 可 以 称 -mriuru 
这 个 量 为 “四 维 力 ”, 这 个 力作 用 在 位 于 引力 场 内 的 粒子 上 . 这 时 , 张 量 gi 
起 引力 场 的 “ 势 ” 的 作用 一 一 它 的 导数 决定 场 的 “强度 ”Ti,@. 

在 885 中 曾经 展示 , 通过 选择 相应 的 坐标 系 , 总 是 可 以 将 任意 指定 的 时 
空 点 上 的 所 有 必 归 零 . 现在 我 们 可 以 看 到 ., 选择 这 样 的 局 部 惯性 参考 系 意 
味 着 在 指定 的 无 限 小 的 时 空 单元 内 消除 引力 场 , 而 这 种 可 能 性 就 是 相对 论 引 
力 场 论 中 等 效 原理 的 表达 @. 

引力 场 中 粒子 的 四 维 动量 还 像 以 前 那样 定义 : 


(87.3) 





p' = mceu’, (87.4) 
它 的 平方 征 
pip’ = mc. (87.5) 
用 一 9S/6zx: 代替 p; ,我 们 便 得 到 粒子 在 引力 场 中 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 : 
人 D9 09 
ik dd 
Bm BR MC 0. (87.6) 
Q@ 同时 我 们 给 出 通过 四 维 加 速度 的 协 变 分 量 表示 的 运动 方程 的 形式 . 从 条 件 Du = 0 得 出 
Qt 


一 一 一 ; uu 一 0. 
本 到 k,il 


将 (86.2) 中 的 Toi 代入 上 式 , 两 项 相 消 , 于 是 得 到 
dui 1 Og 
ds ru 
@ 在 §85 最 后 一 个 脚注 中 也 提 到 选取 “ 沿 给 定 的 世界 线 的 惯性 ”参考 系 的 可 能 性 . 特殊 情 
况 下 , 如 果 这 条 线 是 时 间 坐 标 线 ( 沿 着 它 zl,r2,z3 = const ) , 那么 在 给 定 的 空间 体积 元 内 , 引力 
场 在 任何 时 候 都 将 被 消除 . 


0. (87.3a) 
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(87.3) 形式 的 测 地 方程 , 对 于 光 信 号 的 传播 是 不 能 应 用 的 , 因为 我 们 知 
道 , 沿 着 光线 传播 的 世界 线 , 间隔 ds = 0, 所 以 方程 (87.3) 内 所 有 的 项 都 变 
为 无 穷 大 . 为 了 得 到 在 这 种 情况 下 所 需要 形式 的 运动 方程 ,我 们 利用 在 几何 
光学 中 ,光线 传播 的 方向 决定 于 与 光线 相 切 的 波 矢量 这 个 事实 . 因此 , 我 们 
可 以 将 四 维 波 和 撩 写成 所 = dz'/dA 和 的 形式 , 此 处 的 和 为 某 个 沿 光线 变化 的 参 
数 . 在 狭义 相对 论 中 , 当 光 在 真空 中 传播 时 , 波 和 拓 量 沿 着 光线 不 改变 , 亦 即 
dki 二 0 ( 见 853). 在 引力 场 中 , 这 个 方程 显然 化 为 Dk: = 二 0 或 


dk’ ; 
TAX Se Ti,k*k' 三 :好 (87.7) 


(参数 入 也 由 这 个 方程 决定 ) 包 ， 
我 们 知道 ( 见 848), 四 维 波 天 的 平方 值 是 零 ， 亦 即 


kik’ = 0. (87.8) 


在 此 用 8w/68x: 代替 k; (w 是 程 函 ), 我 们 求 得 引力 场 中 的 程 函 方程 如 下 : 
OW OF 
Oxi Or 

在 低速 极限 情形 下 , 一 个 粒子 在 引力 场 中 的 相对 论 运动 方 程 , 应 当 过 渡 
到 相应 的 非 相 对 论 的 方程 . 这 时 , 我 们 必须 记 着 ,速度 低 的 假设 就 已 经 要 求 
引力 场 的 本 身 是 弱 的 , 假如 不 是 如 此 , 其 中 的 粒子 就 会 有 高 的 速度 . 

我 们 来 研究 在 这 个 极限 情形 下 决定 场 的 度 规 张 量 gix 与 引力 场 中 的 非 相 
对 论 的 势 yp 的 关系 如 何 . 

在 非 相 对 论 力学 中 , 粒子 在 引力 场 中 的 运动 , 由 拉 格 天 日 量 (81.1) 所 决 
定 . 加 上 一 个 常数 -mce2@ , 我 们 现在 将 它 写成 





(87.9) 


2 
L=—me+ - 一 ?000) (87.10) 


要 使 得 在 场 不 存在 时 , 相对 论 的 拉 格 朗 日 量 工 = -me2V1i 一 w/c 在 v/c 一 0 
的 极限 情形 下 过 渡 到 非 相 对 论 的 拉 格 朗 日 量 工 = -me 十 mw?*/2, 故而 必须 加 
上 一 me 项 . 

因此 ,一 个 粒子 在 引力 场 中 的 非 相 对 论 作 用 量 S 有 下 面 的 形式 ， 


2 
s= [rat=—me f (eo-E+e)a 
2c 5c 


@ 如 果 沿 着 测 地 线 ds =0, 那么 这 些 测 地 线 称 为 类 光 测 地 线 或 者 各 向 同性 测 地 线 . 
四 当然 , 对 势 p 的 定义 可 以 相差 一 任意 常数 . 我 们 在 任何 地 方 都 以 自然 的 方式 选取 这 个 常 
数 ,即使 得 远离 场 源 物体 之 处 的 势 变 为 零 . 
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将 它 与 相对 论 的 作用 量 5 = _me / ds 相 比较 , 我 们 看 出 , 在 所 考虑 的 极限 情 
形 下 ， 


取 平 方 , 略 去 c 一 oo0 时 趋 于 0 的 项 , 我 们 求 得 
ds? = (c + 2¢9)dt? — dr’, (87.11) 


其 中 已 经 用 了 关系 vdt = dr. 
因此 , 在 极限 情形 下 , 度 规 张 垣 的 分 量 goo 等 于 


2 
goo 一 工 十 2 (87.12) 


关于 其 他 分 量 , 从 (87.11) 推出 gae = 6ap,goa = 0. 然而 , 实际 上 , 一般 
来 说 , 对 它们 的 修正 与 对 goo 的 修正 同 数量 级 (关于 这 一 点 的 详情 , 请 参看 
8106) . 之 所 以 不 能 用 上 面 的 方法 来 决定 这 些 修正 是 与 这 个 事实 有 关 的 , 即 对 
于 gas 的 修正 虽然 与 对 goo 的 修正 同 数量 级 , 然而 这 个 修正 在 拉 格 朗 日 量 内 
产生 更 高 级 小 量 的 一 些 项 (因为 在 ds? 的 式 子 中 , 分 量 go 不 乘 以 c, 而 goo 
却 要 乘 以 c2). 


习 题 


从 最 小 作用 量 原 理 (87.1) 出 发 推导 运动 方程 (87.3) . 
解 : 我 们 有 


8ds2 = 2ds8ds = 8(gikdzidzx) = dzidze Ugir 67! 十 2gikdztd8ze. 


Or! 


因此 














1 dxi qzk De 这 1 dziz dSzk 
和 -me / {3 ds ds Oz! 57 + Bik ds Os os 


ldridr*Ogii. ; d dz 和 
二 | 
me (3 ds ds Oz! < ls eds 








(在 进行 分 部 积分 的 时 候 考 虑 到 积分 范围 两 端 8xx =0) . 在 第 二 个 被 积分 项 
中 用 指标 1 替换 指标 k. 那么 , 在 对 6zx' 进行 任意 变 分 时 令 系 数 等 于 零 , 我们 
得 到 


1 i k Ogik 


2”” Bz 











d i\y 1 i k OBik du kOBi 
一 下 (Baiu) = gu Ori Eis 取 也 DA 一 0. 
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这 里 指出 , 第 三 项 可 以 写成 如 下 形式 


Ogiu Ogkl 
(路 "Ori ) | 


引入 元 里 斯 托 夫 符号 [sk，, 按照 (86.2) 我 们 得 到 





di 
Bi + Tiru us, = 0 
通过 上 移 指标 1 即 可 得 到 方程 (87.3). 
888 ”恒定 引力 场 


如 果 能 够 选择 参考 系 , 使 其 中 度 规 张 量 的 所 有 分 量 均 不 依赖 于 时 间 坐 标 
7?, 能 满足 这 样 条 件 的 引力 场 称 为 恒定 引力 场 ; 时 间 坐 标 xz? 称 做 世界 时 间 . 

世界 时 间 的 选择 不 是 唯一 的 , 如果 给 z? 加 上 空间 坐标 的 一 个 任意 项 数 ， 
所 有 的 gik 仍旧 没有 包含 z?; 这 个 变换 相应 于 在 空间 每 一 点 选择 时 间 原 点 的 
任意 性 由. 此 外 , 世界 时 间 还 可 以 乘 以 一 个 任意 常数 , 即 世界 时 间 测 量 单位 的 
选择 是 任意 的 . 

严格 地 说 , 只 有 一 个 物体 产生 的 引力 场 才 能 是 恒定 的 . 在 多 个 物体 构成 
的 系统 中 , 它们 互相 之 间 的 吸引 会 导致 运动 , 其 结果 是 它们 产生 的 引力 场 不 
可 能 恒定 . 

如 果 产 生 引 力 场 的 物体 是 静止 的 (在 一 个 gix 与 z? 无 关 的 参考 系 内 )， 
这 时 , 两 个 时 间 方 向 是 等 价 的 . 在 空间 所 有 点 适当 选择 时 间 原 点 , 间隔 ds 在 
改变 2? 的 符号 时 应 当 不 变 . 从 此 可 以 断定 , 在 这 种 情形 下 , 度 规 张 量 goo 的 
所 有 分 量 都 为 零 . 这 类 恒定 引力 场 称 为 静态 引力 场 . 

但 是 物体 的 静止 状态 并 不 是 产生 恒定 引力 场 的 必要 条 件 . 围绕 自己 的 对 
称 轴 作 匀速 旋转 的 轴 对 称 物 体 产生 的 引力 场 同样 是 恒定 的 . 但 在 这 种 情形 下 ， 
两 个 时 间 方 向 绝 不 是 等 价 的 ; 假如 时 间 的 符号 改变 , 那么 , 例如 , 旋转 的 角 
速度 的 符号 也 将 会 改变 .显而易见 , 在 这 种 类 型 的 恒定 引力 场 中 , 度 规 张 量 的 
分 量 gou 一 般 来 说 并 不 为 零 . 我 们 称 这 一 类 恒定 场 为 稳 态 引力 场 , 


@ 容易 看 到 , 在 这 个 变换 下 , 空间 度 规 应 该 是 不 变 的 . 实际 上 , 利用 任意 的 困 数 ff(zl,zr?,z?) 
作 如 下 替换 


Tr 二 (zz z3)， 


分 量 gj 按照 于 列 各 式 替 换 
Eap 一 goaf +goof.af.p 二 gonf.8 去 goB fa, 
goa 一 goa — B00f'a, goo 一 500， 


其 中 f。= 68f/8zx°. 在 此 条 件 下 , 显然 , 三 维 张 量 (84.7) 保持 不 变 . 
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在 恒定 引力 场 中 世界 时 间 的 意义 在 于 : 在 空间 茶 一 点 发 生 的 两 个 事件 的 
世界 时 间 间 隔 , 同 发 生 在 空间 另 一 点 的 任何 另外 两 个 事件 之 间 的 世界 时 间 间 
隔 相 等 ,如果 这 些 事件 分 别 与 第 一 对 事件 (在 884 解释 的 意义 上 ) 是 同时 的 . 
但 相同 的 世界 时 间 xz? 的 间隔 在 空间 的 不 同 点 上 对 应 着 不 同 的 固有 时 7 的 间 
隔 . 世界 时 间 与 固有 时 的 关系 , 即 公 式 (84.1) 现在 可 以 写成 


二 VB60z9， (88.1) 
这 个 关系 式 可 以 应 用 于 任何 有 限时 间 间 隔 . 
假如 引力 场 是 弱 的 , 那么 , 我 们 可 以 用 近似 式 (87.12) 和 (88.1) 得 到 


7 一 (1+ 三) (88.2) 


因此 ,固有 时 流逝 得 您 慢 , 空间 一 给 定点 的 引力 势 就 愈 小 , 也 就 是 说 引力 势 
的 绝对 值 愈 大 (以 后 在 896 中 , 可 以 证 明 p 是 负 的 ) . 假如 将 两 个 完全 一 样 的 
钟 之 一 置 于 引力 场 内 , 那么 , 在 引力 场 内 的 钟 要 走 得 慢 些 . 

上 面 已 经 指出 , 在 静态 引力 场 中 , 度 规 张 量 的 分 量 gou 是 零 . 按照 884 的 
结果 , 这 就 意味 着 , 在 这 样 一 个 场 中 , 钟 的 同步 在 整个 空间 都 是 可 能 的 . 我 们 
也 应 注意 , 在 静态 场 中 , 空间 距离 元 不 过 是 


dl? = —gopdz° dxf. (88.3) 


在 稳 态 场 中 , goo 不 等 于 零 , 在 整个 空间 中 时 钟 的 同步 是 不 可 能 的 . 既然 
gik 与 z0 无关, 那么 在 空间 不 同 点 发 生 的 两 个 同时 事件 的 世界 时 间 之 差 的 公 
式 (84.14) 可 以 写成 如 下 形式 : 
0 goadz” 
Az0 = / 0 (88.4) 
当 沿 着 一 条 线 同 步 钟 时 , 式 (88.4) 对 于 这 条 线 上 的 任意 两 点 都 适用 . 当 沿 着 
一 条 闭合 回路 同步 钟 时 ,世界 时 间 之 差 ( 它 在 回 到 出 发 点 时 应 该 被 记录 下 来 ) 
等 于 沿 着 闭合 回路 所 取 的 积分 号 
0_ goadzZ2 
A $e . (88.5) 
让 我 们 来 考虑 一 条 光线 在 一 恒定 引力 场 内 的 传播 . 在 853 中 , 我们 已 经 知 
道 , 光 的 频率 是 程 函 线 的 时 间 导 数 (符号 相反 ). 因此 ,用 世界 时 间 zx?/e 表示 
@ 如 果 和 式 gaodz*/goo 是 空间 坐标 的 某 一 函数 的 全 微分 , 则 积分 (88.5) 恒 等 于 零 . 然而 


这 种 情形 只 意味 着 , 我 们 实际 上 处 理 的 是 静态 场 , 通过 形 如 zw? 一 x? + (za) 的 变换 总 是 可 以 使 
所 有 ga0D 变 为 零 . 
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的 频率 是 wo = -cow/p0z0. 既然 恒定 场 中 的 程 隔 方程 (87.9) 不 显 含 z0 , 那么 ， 
在 光线 传播 时 , 频率 wo 保持 不 变 . 用 固有 时 来 测量 的 频率 是 w = -6w/ar; 这 
个 频率 在 空间 的 不 同 点 是 不 同 的 . 








由 于 关系 式 
dh _ O90 _ ye 
Or O79 Or 0x /goo 
我 们 就 有 
“= (88.6) 
在 弱 引 力 场 中 , 由 此 可 近似 地 得 到 
让 过 三 (1 5) (88.7) 


我 们 看 出 , 光 的 频率 随 着 引力 场 的 势 的 绝对 值 的 增加 而 增 大 , 也 就 是 说 , 当 
光 射 向 产生 场 的 物体 时 , 频率 就 随 之 而 增加 ; 反之 ， 当 光 离 开 物 体 时 , 频率 
随 之 而 减 小 . 假如 一 条 光线 从 一 点 射出 ,而 这 一 点 的 引力 势 为 pl, 光线 (在 
这 一 点 ) 的 频率 为 w, 那么 , 当 到 达 引 力 势 为 pa 的 男 外 一 点 时 ,光线 的 频率 
(以 在 那 一 点 的 固有 时 来 测量 ) 就 等 于 


w PoN p1 一 pa 
i 
C 


例如 , 在 太阳 上 观察 到 的 由 太阳 上 的 原子 所 发 出 的 光谱 线 , 与 在 地 球 上 
观察 到 的 由 地 球 上 的 同样 原子 所 发 出 的 光谱 线 是 一 样 的 , 假如 我 们 在 地 球 上 
观察 太阳 上 的 原子 所 发 出 的 光谱 , 那么 , 根据 上 面 所 说 的 , 光谱 线 对 于 地 球 
上 的 同样 原子 所 发 射出 的 光谱 线 而 言 就 会 有 些 移动 .每 条 以 w 为 频率 的 光线 
将 移动 一 间隔 Aw, 而 Aw 由 公式 


J Tw (88.8) 
所 决定 , 其 中 的 ol 和 ws 分 别 是 光谱 发 射 点 和 观察 点 的 引力 场 的 势 . 假如 我 
们 在 地 球 上 观察 由 太阳 或 恒星 所 发 出 的 光谱 , 那么 ,|pi1| > |pz|, 从 (88.8) 可 
以 断定 Aw < 0, 就 是 说 , 移 向 频率 减 小 的 方向 . 上 述 的 现象 称 为 红 移 . 
根据 前 面 关 于 世界 时 间 的 讲述 , 可 以 直接 解释 发 生 这 个 现象 的 原因 . 因 
为 场 是 恒定 的 , 光波 从 空间 中 一 给 定点 传播 到 另 一 点 的 过 程 中 , 某 振 动 所 需 
的 世界 时 间 间 隔 与 时 间 x? 无 关 . 因此 很 明显 , 在 单位 世界 时 间 间 隔 内 所 发 生 
的 振动 数 在 光线 上 所 有 的 点 都 是 一 样 的 . 但 是 , 对 于 同一 个 世界 时 间 间 隔 , 我 
们 离开 产生 场 的 物体 愈 远 , 与 之 相对 应 的 固有 时 间隔 就 您 大 .所 以 , 当 光 从 这 
些 物质 离开 时 , 频率 将 要 降低 , 就 是 说 , 每 单位 固有 时 内 的 振动 数 将 要 减少 . 
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当 粒 子 在 恒定 场 中 运动 时 ， 它 的 能 量 是 守恒 的 , 这 个 能 量 是 用 作用 量 对 
于 世界 时 间 的 导数 (= ) 来 定义 的 ; 从 z? 并 不 明显 地 出 现在 哈密 顿 - 雅 
可 比方 程 中 这 一 事实 就 可 推出 该 结论 . 这 样 定义 的 能 量 是 协 变 四 维 动量 矢量 
Dr = MCUuEk 一 mcegkiu’ 的 时 间 分 量 . 在 静态 场 中 . ds? 一 goo (dx?)? => 因而 对 
于 能 量 (我 们 用 铝 表示 ), 我 们 有 


dz0 dz0 
人 pm ce2 — -一 2 tt 
0 二 MC B00 ds mc B00 Boot dn 


我 们 引入 用 固有 时 来 测量 的 , 亦 即 由 在 给 定点 的 观察 者 来 测量 的 粒子 速 


度 ， 
= 
dr VEoodz0 
则 我 们 得 到 能 量 
j= ee (88.9) 
VU 
we 
这 是 在 粒子 运动 时 守恒 的 量 . 


容易 证 明 , 能量 的 表达 式 (88.9) 在 恒定 场 中 也 成 立 , 只 要 速度 wv 以 固有 
时 测量 , 固有 时 由 沿 粒 子 轨 道 同 步 的 时 钟 确定 . 如 果 粒 子 在 世界 时 间 的 x? 时 
刻 从 4 点 出 发 , 并 且 在 x9 十 dx? 时 刻 到 达 无 限 接 近 的 B 点 , 那么 现在 为 了 
确定 速度 就 不 应 该 取 时 间 段 (z0 +dz90) 一 20 = dzx?, 而 应 该 取 za 二 dz0 和 时 刻 
z0 — dre 的 差 值 , 后 者 在 B 点 与 4 点 的 zo 时 刻 是 同时 的 : 


(z4 + dx°) 一 (za 一 Se qe ) = dz0 + Se dye. 


go00 &00 
给 上 式 乘 以 Vgoo/c, 我 们 得 到 相应 的 固有 时 间隔 , 则 速度 是 
本 cdzx” 
VU yp ey (88.10) 
其 中 我 们 引入 了 表示 符号 : 
i (88.11) 
800 


来 描述 三 维 矢 量 g (已 经 在 884 中 提 到 过 ) 和 三 维 标 量 goo. 速度 wv 的 协 变 分 
量 就 像 具 有 度 规 yap 的 空间 中 三 维 矢 量 的 协 变 分 量 , 而 这 个 矢量 的 平方 应 该 
相应 地 是 : 
We Ta6uUA， v2 = va?. (88.12) 
@ 接 下 来 我 们 将 不 止 一 次 地 在 讨论 中 与 四 维 矢量 和 四 维 张 量 一 起 引入 三 维 矢量 和 张 量 , 后 
者 定义 在 具有 度 规 yg 的 空间 中 ; 已 经 引入 的 矢量 g 和 w 就 是 这 种 类 型 的 特例 . 四 维 张 量 运 算 
(包括 指标 的 上 移 和 下 移 ) 利用 度 规 张 量 gix 进行 而 三 维 张 量 运算 则 利用 张 量 yop. 为 了 避免 
由 此 可 能 产生 的 误解 , 凡是 用 于 表示 三 维 量 的 符号 , 我 们 将 不 用 其 表示 四 维 量 . 
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我 们 指出 , 在 这 样 的 定义 下 , 间隔 ds 可 以 通过 速度 用 平常 的 形式 表示 出 来 : 
ds = goo(dz0) 十 2goudzodza + gaedzcxdzp = 


2 
=h(dz? — gadz°)? — dl? = h(dx° 一 gadzc)? (1 一 全 . (88.13) 


四 维 速度 的 分 量 w: = dx’/ds 等 于 


VC 


UU = 一 一 一 -一 一 
/ Vv2 v2 we 


& = me go = mcsh(u? — gau®) 


(88.14) 


而 能 量 


代 人 (88.14) 后 得 到 (88.9) 式 . 
在 弱 引 力 场 和 低速 运动 的 极限 条 件 下 , 将 goo = 1+2p/e? 代入 (88.9)， 
近似 得 到 


2 
m 
而 一 mmc + - + mwy,， (88.15) 


其 中 my 为 粒子 在 引力 场 中 的 势能 , 与 拉 格 朗 日 量 (87.10) 对 应 . 
习 刺 
1. 求 恒定 引力 场 中 作用 在 粒子 上 的 力 . 
解 ， 针对 我 们 需要 的 分 量 Ti 找到 下 列表 达 式 


1 
hio, 


1% 二 一 
00 9 


h ee 
To0g = 5 (8 es 28Bh™, (1) 


fo | 
I = +alse(er -gH)+ gy(8p ~ B18) + sg8o8rh'®. 


在 这 些 表达 式 中 所 有 的 张 量 运算 ( 协 变 微分 ,指标 的 上 移 和 下 移 ) 都 在 
带 有 度 规 yap 的 三 维 空间 里 针对 三 维和 撩 量 g? 和 三 维 标量 h(88.11) 进行 ; AS- 
是 三 维 克 里 斯 托 夫 符号 ,由 张 量 Yap 的 分 量 构 成 , 如同 gik 的 分 量 构成 Ti 那 
样 ; 在 计算 时 使 用 公式 (84.9) 一 (84.12) . 

将 (1) 代入 运动 方程 


du® c r，0\2 & ， 0 5 ca BT 
-a = Toolw ) 一 2708U uu’ — TByu u), 
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对 四 维 速 度 的 分 量 应 用 公式 (88.14), 经 过 简单 的 变换 得 到 


d yo Pia i 一 3 jue 要 AG vAv? 


9 
ds 02 v2 v2 v2 ( 
i= ws) ls) Sm 


作用 在 粒子 上 的 力 下 是 它 的 动量 pp 对 (校准 的 ) 固有 时 的 导数 ,可 利用 
三 维 协 变 微分 米 确 定 : 


本 v2D a v2 d move a A 
2 0 c2ds /2 PY 1 
“ee 1- 殷 


因此 从 (2) 我 们 得 到 (为 了 便利 将 指标 下 移 ) 


RR 


f= CO——— 
rs 


@ 在 三 维 曲线 坐标 中 单位 反对 称 张 量 如 下 定义 


| -grad In VR+ Vi~ x (rotg)}. (3) 


1 
Napy = VTeapy, n°BY 二 -~ ecpn 


VY 
其 中 ejzs = el23 = 1, 而 当 两 个 指标 互 换 位 置 时 会 改变 符号 (对比 (83.13) ,(83.14) ) . 与 此 相应 ， 
与 反对 称 张 量 cp, ed 一 aybs 对 偶 的 矢量 z= 一 a xb 有 具有 分 量 





1 1 
2 B = B 
了 VTenavcer = VYeagya sb, ce ~ 2 Yep。 = 5 Yaab”»y. 
反 过 来 
cag = Vieapgyc, cap = 一 -espnmc:. 


已 
特别 地 , rot a 在 这 个 意义 上 应 该 理解 为 和 张 量 ap;a - aaip = 5a& - 22s 对 偶 的 矢量 , 于 是 
它 的 逆 变 分 量 
(rot oa)™ 一 _1 opy (小 i Oap 


2v 了 Or Bzr7Y 
与 之 相关 我 们 还 应 提 到 , 矢量 的 三 维 散 度 
diva = ——- (V7a”) 


5 
(对 比 (86.9) ) . 
和 正 交 曲线 坐标 中 三 维 矢量 运算 经 常 使 用 的 公式 ( 例如, 见 本 教程 第 八 卷 附录 ) 进行 比较 时 ， 
为 了 避免 误解 我 们 指出 , 在 这 些 公式 中 矢量 的 分 量 指 的 是 VBiTAL(= WA4lh41), VE5242, VE55543 
各 量 . 
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我 们 指出 ,如果 物 体 静 止 , 那么 作用 在 它 上 面 的 力 ( (3) 式 中 的 第 一 项 ) 
具有 势 . 在 运动 速度 很 小 的 时 候 (3) 式 中 的 第 二 项 具有 类 似 于 科 里 奥 利 力 的 
形式 meVhv x (rotg), 后 者 产生 于 以 如 下 角速度 旋转 的 坐标 系 (没有 场 ) 中 : 


12 一 二 V Prot g. 


2. 导出 光线 在 恒定 引力 场 a 
解 : 费 蕊 原理 ( 见 853) 的 内 容 是 


0 / Kadz” = 0, 


其 中 的 积分 是 活 闭 光线 而 取 的 ,而 被 积 函 数 必 须 以 频率 wo (wo 活 光 线 是 常 
数 ) 和 坐标 的 微分 来 表示 . 注意 到 ko = -6VW/p6z4 = wo/c, 我 们 可 写 出 

二 = ko = goiki = gook0 + goak® = h(k° — gak®). 
将 此 式 代 入 kiki 二 gsrkik* = 二 0, 并 写成 


h(k? 一 gakc)2 一 Yaok°k? = 0, 


我 们 便 得 到 
0 al 
外 Wa 
又 根据 矢量 ko 应 当 与 和 失 量 dx? 同方 向 的 事实 ,我 们 便 求 得 
a_ wo dr” 
evh dl 


其 中 ,dl (84.6) 是 沿 着 光线 的 空间 距离 元 . 为 了 求 ko 的 表达 式 , 我 们 写 出 
ko = goik, = go ko + go kg 二 -ge”*— 元 ~y°Phkg, 


由 此 


Tap dxf 


最 后 ,有 乘 之 以 dza ， Po g 式 ,的 费 隐 失 ( 略 去 常数 因子 wo/c) : 


;/ (所 + gadzx” ) = 
在 静态 场 中 , 我们 简单 地 得 到 
dl 
6 
/ 亏 
请 注意 这 个 事实 ,在 引力 场 中 ， 光 线 并 非 沿 着 空间 最 短 的 线 传播 ,因为 活着 
空间 的 最 短 的 线 应 该 由 方程 5 / dl 一 0 确定 ， 
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889 旋转 


作为 稳 态 引力 场 的 一 个 特例 , 我 们 来 考虑 匀速 旋转 参考 系 . 
为 了 求 间 隔 ds , 我 们 来 做 一 个 从 静止 (惯性) 系 到 匀速 旋转 系 的 变换 .在 
静止 的 坐标 系 x',w',z',t (我 们 使 用 柱 坐 标 r', yp/,z') 中 , 间隔 有 如 下 形式 : 


ds2 = cdt? — dr? 一 r2do2 一 dz 和 (89.1) 


设 在 旋转 系 中 的 柱 坐 标 为 7,y,z. 假如 旋转 轴 与 z 轴 和 z’ 轴 重 合 , 那么 , 我 
们 有 7 =7,z 二 z,wp' = 二 yp 十 2t, 此 处 的 8 为 旋转 的 角速度 . 将 这 些 式 子 代入 
(89.1) , 我 们 得 到 所 求 的 在 旋转 参考 系 中 间隔 的 表达 式 : 


ds2 = (cz — 81272)dt2 ~ 20r2dpdt — dz? — r*dyp’ 一 dr (89.2) 


必须 注意 , 旋转 参考 系 仅 仅 可 以 应 用 到 距离 转动 中 心 [2 的 范围 之 内 . 事实 
上 ,从 (89.2) 可 以 看 到 , 当 r > c/f 时 , goo 变 为 负 值 , 而 这 是 不 允许 的 . 旋转 
系 对 于 大 的 距离 之 所 以 不 能 应 用 是 因为 在 大 的 距离 处 , 速度 将 大 于 光速 , 因 
此 , 这 样 的 参考 系 不 可 能 用 真实 的 物体 来 实现 . 

同 在 一 切 稳 定 场 中 一 样 , 在 旋转 物体 上 的 钟 不 可 能 在 所 有 点 上 都 被 单 值 
地 校准 . 当 沿 着 任何 封闭 曲线 进行 钟 的 校准 并 回 到 出 发 点 时 ， 我 们 得 到 一 个 
时 间 , 这 个 时 间 与 原来 的 时 间 的 差 值 是 ( 见 (88.5) ) 


1 Zoua 1 由 fr2dwp 
At = 一 -由 >edzc = = 
Cc 4 B00 C2 1 1227? 





假设 2r/c < 1( 即 旋转 速度 比 光 速 小 得 多 ), 则 差 值 是 


At = 5 rap = + 5, (89.3) 
其 中 , 5S 是 回路 包围 的 面 在 垂直 于 旋转 轴 的 一 个 平面 上 的 投影 面积 (符号 用 
十 或 一 , 依 我 们 顺 旋 转 方向 或 道 旋 转 方向 行走 而 定 ) . 

假定 有 一 条 光线 沿 着 某 一 条 闭合 回路 传播 . 让 我 们 来 计算 光线 从 出 发 到 
回 到 原点 所 经 过 的 时 间 t (准确 到 与 v/c 同 数量 级 的 项 ) . 假如 沿 着 这 一 条 闭 
合 曲线 时 间 是 校准 了 的 , 又 假设 在 每 一 点 上 我 们 都 用 固有 时 , 那么, 根据 害 
义 , 光 的 速度 将 永 等 于 c. 既然 固有 时 与 世界 时 间 之 差 与 w/c? 同 数量 级 , 那 
么 ,在 计算 所 要 求 的 时 间 间 隔 t 时 , 若 只 要 求 准 确 到 与 v/c 同 量 级 的 量 , 这 
个 差 就 可 以 略 去 不 计 了 . 因此 , 我 们 有 

L 2 


Pt 
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其 中 , 工 是 回路 的 长 度 , 与 此 相应 , 用 比值 L/t 来 测量 的 光速 等 于 


c+207 (89.4) 


这 个 公式 , 如 多 普 勒 效应 的 一 级 近似 公式 一 样 , 也 可 以 很 容易 地 用 纯 经 典 的 
方法 求 得 . 
习 十 


求 旋转 坐标 系统 中 的 空间 距离 元 . 

解 : 利用 (86.4) ,(86.7) 我 们 求 得 
2 2 

d2 = dr2 + ds + — 

1 








c2 
此 式 决定 旋转 参考 系 中 的 空间 几何 .我 们 注意 , 在 平面 z= 二 const 内 的 圆 (图 
心 在 转轴 上 ) 的 周 长 与 其 半径 7 之 比 等 于 
27 
f2272 
c2 
890 引力 场 存 在 时 的 电动 力学 方程 
狭义 相对 论 中 的 电磁 场 方程 很 容易 推广 , 使 其 在 一 个 任意 的 四 维 曲线 坐 
标 系 中 也 能 应 用 , 就 是 说 , 在 引力 场 存 在 时 , 也 能 应 用 . 
在 狭义 相对 论 中 ,电磁场 张 量 的 定义 是 : Fi = 全 - 5 显而易见， 
电磁 场 张 量 现在 必须 相应 地 定义 为 Fk = Aki 一 Ai.k. 但 是 由 于 (86.12)， 


34k O04: 
Fi = Apsi — Aisk = BE — Fk (90.1) 


> 27. 








因此 ,i 和 势 hk 的 关系 不 改变 . 由 于 这 个 原因 ,第 一 对 麦克 斯 韦 方 程 (26.5) 
也 不 改变 它们 的 形式 : 
各 1 名 + 委 - oa 
为 了 写 出 第 二 对 麦克 斯 韦 方 程 , 首先 我 们 必须 决定 在 曲线 坐标 中 的 四 维 
电流 矢量 . 这 可 以 用 完全 与 828 相同 的 办 法 完成 . 由 空间 坐标 元 dzl, dx?, dz3 
”“”@ 容易 发 现 , 这 个 方程 同时 还 可 以 写 为 形式 : 
Figit + Piisk + Frki;s = 0, 











由 此 它 的 协 变 性 是 显而易见 的 ， 
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构成 的 体积 元 为 VYdV , 其 中 7 是 空间 度 规 张 量 (84.7) 的 行列 式 , 而 dV = 
dzidz*dz? ( 见 883 最 后 一 个 脚注 ) . 通过 定义 de = py7dV 引入 电荷 密度 p， 
其 中 de 是 体积 元 YjydV 内 的 电荷 . 给 这 个 等 式 两 边 同 乘 以 dx: , 我 们 有 : 


dedz: = pdz'vVTdzidz2dz? = -8505 
(这 里 我 们 使 用 了 公式 -~g = ygoo (84.10) ) . 乘积 V 二 gd82 是 不 变 的 四 维 体 
积 元 , 因此 四 维 电流 矢量 等 于 
pe dx’ 
VBo0 dzZ0 
(其 中 , dz’/dz? 是 坐标 随 “ 时 间 ”z? 变化 的 速度 , 其 本 身 并 不 是 一 个 四 维 矢 
量 ! ) . 四 维 电 流 矢量 的 分 量 站 乘 以 Vgoo/c 是 电荷 的 空间 密度 . 
对 于 点 电荷 而 言 , 电荷 密度 p 表示 为 6 函数 的 和 , 类似 于 公式 (28.1). 然 
而 , 在 这 种 情况 下 , 应 该 修正 这 些 函 数 在 曲线 坐标 条 件 下 的 定义 .我 们 将 仍 按 
照 以 前 那样 把 6(7) 理解 为 乘积 6(z1)5(z?)5(z3)， 而 不 考虑 坐标 zlz2,z3 的 几 
何 意义 ; 那么 在 dV (而 不 是 V7dV) 上 的 积分 等 于 1: /sar 二 1. 按照 6 
函数 同样 的 定义 , 电 奏 密度 是 


太 二 2 -sr - 


"和 


| < 一 








(90.3) 


而 四 维 电 流 矢量 是 


eac a 
i 2 Sr - a) 6 (90.4) 


电荷 守恒 由 连续 性 方程 来 表达 ， 与 (29.4) 的 不 同 之 处 仅 在 于 将 通常 的 微分 替 
换 为 协 变 微分 : 
也 一 三 3 (VE) =0 (90.5) 
(使 用 了 公式 (86.9) ) . 
采用 类 似 的 方法 可 以 对 麦克 斯 韦 方程 组 (30.2) 的 第 二 对 进行 推广 ; 将 其 
i ee 
天“ 状 一 三 2 iA(V-BF™)= -Ty (90.6) 
(使 用 了 公式 (86.10) )， 
最 后 , 引力 场 和 电磁 场 中 的 带电 粒子 的 运动 方程 可 通过 将 (23.4) 中 的 四 
维 加 速度 du’/ds 蔡 换 为 Du'/ds 来 获得 : 


1 站 
je = mc (全 + East = Pik. (90.7) 
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习 题 
按照 如 下 定义 引入 三 维 矢量 万 ,DD 和 反对 称 三 维 张 量 Bag 和 Hap: 
Ea = Foa, Bag = Fop, 


(1) 
Da = —Vgoor™®, HP 一 VBEooF'™P. 


写 出 给 定 引 力 场 中 的 三 维 形式 的 麦克 斯 书 方程 组 (在 带 有 度 规 Yop 的 三 维 空 
间 中 ). 
解 : 上 面 引 入 的 各 量 是 不 独立 的 . 写 出 方程 式 


Foo 二 gogamPF™, Fe 人 gig ™ Pim, 


并 引入 三 维度 规 张 量 yap = 一 ga8 十 hgagp (gg 入 米 自 (88.11) ), 并 应 用 公 
式 (84.9) 和 (84.12) , 我 们 得 到 : 


~ Vvh ee Vh 
引入 和 失 量 妃 , 了 及 ,它们 分 别 与 张 量 Boag 和 Hag 对 偶 , 按照 定义 
1 | 


(对 比 888 习题 1 的 脚注 ); 引入 负 号 的 目的 是 为 了 使 得 徊 利 略 坐标 系 中 的 和 拓 
量 于 和 BB 等 局 于 通常 的 磁场 强度 ). 那么 (2) 式 可 以 写成 下 面 的 形式 











E H 
D=—+Hxg, B=——=+gxE. 4 
yr ne 9 
将 定义 (1) 引入 (90.2) 式 ,我们 得 到 方程 
OBag . 0Bya 下 OBpy _0 


Ox7 Ox? DZa 

9Bop ,9E。 OBg _ 

B70 Oz br 
或 者 ,过 渡 到 (3) 式 中 的 对 偶 量 

divB =0, rot 姻 = 一 5 万 责 (VB ) (5) 
(zx0 一 ct; 算 符 rot 和 div 的 定义 见 888 习题 1 的 脚注 ) . 类 似 地 ， 我 们 从 
(90.6) 中 得 到 方程 
dx° 


BiH so 5(VID®) = —4rp5 0) 
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或 者 用 三 维 的 矢量 表示 : 


divD = 4np, rotH = 况 (VID)+ 守 (6) 
其 中 s 是 分 量 为 sa = pdzx?/dt 的 矢量 . 
我 们 同样 将 连续 性 方程 (90.5) 写成 三 维 形式 


VD) + dys =0. (7) 


读者 应 注意 到 方程 (5),(6) 与 物质 介质 中 电磁 场 的 麦克 斯 书 方程 组 的 
相似 性 (当然 ， 纯粹 是 形式 上 的 ) . 特别 地 , 在 静态 引力 场 中 , 包含 对 时 间 的 
导数 的 各 项 中 的 VT 会 消失 ,而 关系 式 (4) 化 简 为 D = E/Vh,B = H/Vh. 
可 以 说 , 在 对 电磁 场 的 影响 这 一 方面 ,静态 引力 场 起 着 介 电 常数 和 磁 导 率 为 

二 二 1/Vh 的 介质 的 作用 . 
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让 我 们 再 来 讨论 和 失 量 的 平行 移动 的 概念 . 如 $85 所 述 , 在 四 维 弯曲 空间 
的 普遍 情形 下 , 一 个 矢量 的 无 限 小 平行 移动 被 定义 为 这 样 的 移动 , 在 这 个 移 
动 中 , 矢量 的 分 量 在 一 个 坐标 系 中 不 改变 , 这 个 坐标 系 在 指定 的 无 限 小 的 体 
积 元 内 是 伯 利 略 坐 标 系 . 

假如 zx* = z:(s) 是 某 一 曲线 的 参数 方程 (s 是 从 茶 一 点 起 量 得 的 弧 长 )， 
那么 , 矢量 w* = dx?/ds 就 是 与 该 曲线 相 切 的 单位 矢量 . 假如 我 们 所 考虑 的 曲 
线 是 测 地 线 , 那么 , 沿 着 测 地 线 Dui = 0. 这 就 是 说 , 假如 将 矢量 wi 从 测 地 线 
上 的 一 点 于 平行 移动 到 同一 曲线 上 的 另 一 点 于 十 dr ，, 那么, 这 个 矢量 将 与 
在 zi 十 dz 点 与 测 地 线 相 切 的 矢量 作 +duw 重合 . 因此 , 当 测 地 线 的 切线 沿 测 
地 线 本 喘 移 动 时 , 切线 将 自 平 行 地 移动 . 

另 一 方面 ,， 当 两 个 矢量 平行 移动 时 , 它们 之 间 的 “ 夹 ” 角 显然 保持 不 变 . 
因此 我 们 可 以 说 , 任意 的 矢量 沿 着 任何 一 条 测 地 线 平 行 移动 时 , 矢量 同 测 地 
线 的 切线 所 夹 之 角 保 持 不 变 . 换 句 话说, 当 一 个 矢量 平行 移动 时 , 它 沿 测 地 线 
方向 的 分 量 在 路 程 的 所 有 点 上 应 当 是 不 变 的 . 

在 弯曲 空间 中 ,有 一 个 非常 重要 的 情况 , 一 个 矢量 从 一 给 定点 到 另 一 给 
定点 的 平行 移动 , 假如 沿 着 不 同 的 路 径 进 行 , 会 得 到 不 同 的 结果 . 特别 地 , 由 
此 可 以 推断 , 假如 我 们 将 一 个 矢量 沿 着 某 一 条 闭合 回路 自 平 行 地 移动 , 那么 ， 
在 回 到 出 发 点 时 , 这 个 矢量 将 不 与 原来 的 矢量 重合 . 

为 了 了 解 这 一 点 , 让 我 们 考虑 一 个 二 维 弯曲 空间 , 即 任 意 的 弯曲 面 ,图 
19 表示 被 三 条 测 地 线 所 包围 的 这 样 的 曲面 的 一 部 分 . 我 们 来 将 矢量 1 党 着 这 
三 条 曲线 所 构成 的 回路 平行 移动 . 在 沿 着 曲线 4B 移动 时 , 矢量 1 与 曲线 所 
成 之 角 保 持 不 变 , 而 当 到 达 B 点 时 则 变 为 矢量 2. 与 此 相似 , 在 沿 着 BC 移 
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动 时 , 矢量 2 变 为 矢量 3. 最 后 , 当 矢 量 沿 曲 线 CA 从 C 点 移 到 4 点 时 , 它 
与 这 条 曲线 所 成 之 角 保 持 不 变 , 在 到 达 4 点 时 , 该 矢量 变 为 矢量 1', 而 矢量 
1’ 与 矢量 1 并 不 重合 . 





图 19 


现在 我 们 来 求 一 个 矢量 围绕 任何 无 限 小 的 闭合 回路 平行 移动 时 所 生变 化 
的 普遍 公式 . 这 个 变化 Ah 显然 可 以 写成 ¢ 8h; 的 形式 , 此 处 的 积分 是 沿 着 
一 给 定 回路 而 取 的 . 用 表达 式 (85.5) 代替 84 ,我们 就 有 


A4k = f Tagids’ (91.1) 


被 积 函 数 中 的 矢量 h; 在 沿 回路 移动 时 是 变化 的 . 

为 了 对 这 个 积分 作 进 一 步 的 变换 ,有 必要 指出 以 下 内 容 . 在 回路 内 的 各 
个 点 上 矢量 4; 的 值 并 不 是 唯一 的 , 它们 依赖 于 我 们 到 达 该 点 所 经 过 的 路 径 . 
但 是 根据 后 面 得 到 的 结果 , 我 们 将 看 到 这 个 非 唯一 性 与 二 阶 小 量 有 关 . 因此 
准确 到 该 变换 足够 的 一 阶 精度 ， 可 以 将 无 限 小 回路 内 的 点 上 的 矢量 4; 的 分 
量 看 做 是 由 回路 上 的 矢量 值 自身 所 唯一 决定 的 , 其 关系 式 是 84; = F?4。dz!， 
也 就 是 说 , 由 以 下 导数 关系 决定 : 

es _ rm4 (91.2) 

现在 对 积分 (91.1) 使 用 斯 托 克 斯 定理 (6.19) , 并 考虑 到 所 研究 的 回路 包 

围 的 表面 的 面积 是 无 限 小 量 Af'™, 我 们 得 到 








1TamA4) DA4)| om 

全- 和 所 -人 ef- 
ari 878 4; OAi] ，、， 
= Th 本 APT. 


将 从 (91.2) 式 求 出 的 导数 代入 上 式 , 最 终 求 得 : 
A4k = =F EA MAf (91.3) 
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式 中 , 尽 ' ktm 是 一 个 四 阶 张 量 : 


R’' kim = — 一 + Tre — Ti Th. (91.4) 
(91.3) 式 的 左边 的 A4x 是 在 同一 点 的 矢量 值 之 差 ， 是 一 个 矢量 ， 由 此 可 
见 ,R' km 是 一 个 张 量 . 张 量 Ri jm, 称 为 曲率 张 量 , 或 称 为 黎 曼 张 量 . 
逆 变 矢量 4* 的 类 似 公 式 是 容易 求 得 的 . 为 此 , 我 们 注意 到 ， 既 然 在 平 
行 移动 时 标量 不 改变 , 因此 A(4*B) = 0, 此 处 的 Bk 是 某 一 协 变 矢量 . 利用 
(91.3), 我 们 有 





1 
A{(AB:) = A*ABn + BiAA* = 3A" BiR kimAf'™ + BAAA* = 


= Bx (Au 十 > AR itm A a = 0, 
因为 矢量 Bi 是 任意 的 ,所 以 
AA* =— -aR wn A (91.5) 


假如 我 们 将 矢量 4 对 x* 和 7 进行 两 次 协 变 微分 , 那么 , 一 般 来 说 , 与 
普通 微分 的 情况 不 同 , 所 得 结果 会 与 微分 的 次 序 有 关 . 结果 证 明 , Aix;t Aix 
这 个 差 将 为 我 们 上 面 所 介绍 的 同一 张 量 所 决定 . 就 是 说 ,我们 有 公式 


Aipit — Aik = Am R™ sp, (91.6) 
在 局 域 测 地 坐标 系 里 直接 计算 就 可 以 验证 这 个 公式 . 同 理 , 对 于 逆 变 矢量 电 ， 
4 一 一 一 4 (91.7) 

最 后 , 也 很 容易 得 到 张 量 的 二 阶 导数 的 类 似 公 式 〈 最 简便 的 方法 是 考虑 ， 


比方 说 , 一 个 形 如 hiBi 张 量 的 特例 , 并 利用 公式 (91.6) 和 (91.7); 这 样 所 得 
到 的 公式 , 由 于 是 线性 的 , 所 以 对 于 任意 的 张 量 4ik 也 有 效 ). 因此 ， 


in 一 ml = Ain BR” kim 十 AR in. (91.8) 


显然 , 在 四 维 平 直 空间 中 , 曲率 张 量 为 零 . 事实 上 , 在 平 直 空 间 中 , 我 们 
可 以 通过 选择 坐标 系 , 使 得 在 整个 空间 中 都 有 i, = 0, 于 是 就 有 尽 km = 0. 
由 于 Rikwm 的 张 量 特性 , Rim 在 任何 其 他 坐标 系 中 也 等 于 零 . 这 与 下 述 事 
实 有 关 , 即 在 平 直 空 间 中 , 一 个 矢量 从 一 点 到 另 一 点 的 平行 移动 是 一 个 单 值 
的 运算 , 在 沿 着 一 条 闭合 回路 绕 行 时 ,该 矢量 不 改变 . 
， @ 公 式 (91.7) 可 以 从 (91.6) 通过 升 高 指标 i 和 使 用 张 量 Riktm 的 对 称 性 (892) 直接 得 到 . 
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闭 定 理 也 是 成 立 的 : 假如 Ripwm = 0, 那么 ,空间 就 是 平 直 的 . 事实 上 ， 
在 任何 空间 中 , 我 们 可 以 选择 一 个 坐标 系 , 这 个 坐标 系 在 一 个 指定 的 无 穷 小 
的 区 域内 是 伽利略 坐标 系 .假如 Ri km =0, 那么 ,平行 移动 就 是 一 个 单 值 的 
运算 . 因此, 借助 于 平行 移动 ,可 以 将 伽利略 坐标 系 从 这 个 已 知 的 无 限 小 区 域 
移 到 空间 的 所 有 其 余 的 区 域 , 这 样 就 对 于 整个 空间 建立 了 伽利略 坐标 系 , 也 
就 是 说 , 空间 是 欧 氏 的 . 

因此 , 曲率 张 量 为 零 与 否 是 判别 四 维 空间 是 平 直 还 是 弯曲 空间 的 准则 . 

我 们 指出 , 虽然 在 弯曲 空间 中 在 一 指定 点 也 能 选择 局 域 测 地 坐标 系 , 但 
同时 , 在 这 同一 点 上 的 曲率 张 量 并 未 化 为 零 (因为 TY 的 导数 并 不 随同 I 一 
齐 化 为 零 ) . 


习 题 


1. 求 党 着 两 条 无 限 人 靠近 的 测 地 世界 线 运 动 的 两 个 粒子 的 四 维 相 对 加 束 
度 . 

解 : 考察 一 徐 测 地 线 , 用 某 一 和 参数 区 分 它们 ; 换 句 话说 ,世界 点 的 坐 
标 表 示 为 函数 Zi = Zi(s,v) 的 形式 对 于 每 一 个 v= const , 该 函数 就 是 测 地 
方程 (其 中 s 是 沿 着 世界 线 测量 的 间隔 长 度 , 以 该 世界 线 与 一 个 给 定 超 曲 面 
的 交点 为 起 点 ). 引入 四 维 矢 量 
加 Or’ 

了 一 Ov 

该 矢量 在 与 参数 值 w 和 Vu 二 6 对 应 的 两 条 无 限 接近 的 测 地 线 上 连接 s 值 相同 
的 点 . 

从 协 变 导数 的 定义 和 等 式 Bui/Bv = Ovi/Bs (其 中 wi 二 9zi/68s) 可 以 得 





bu = v'6w, 


出 
六 .KU =v .UL (1) 
D2w’ 人 、 : 。 
ds2 三 (v ku) = (ww EU) 一 Ww :kU + :RU :2 


在 第 二 项 里 再 次 使 用 (1), 而 在 第 一 项 里 借助 于 (91.7) 改变 协 变 微分 的 次 序 ， 
就 得 到 
D2?vw’ 
ds2 
第 一 项 等 于 零 , 这 是 因为 沿 着 测 地 线 wi,iu! =0. 引入 恒定 的 乘 数 60， 最 终 得 
到 方程 


一 (wv 1 ) ,or 十 1 mklUU!. 


D2 mn 


a 二 R’ pimuUr um (2) 
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(此 方程 被 称 做 测 地 偏离 方程 ) . 
2. 写 出 不 存在 电荷 情形 下 四 维 势 的 硼 克 斯 书 方程 组 (使 用 洛 伦 兹 规范 ) . 
解 : 条 件 (46.9) 的 协 变 推 广 具 有 如 下 形式 : 


Ai.;=0. (1) 
使 用 公式 (91.7) ,麦克 斯 书 方程 组 可 以 写成 
Fi = Apst— Airp = Ar .it ATRim — Aik,™ = 0, 
其 中 和 包含 的 Rik 来 自 (92.6) . 于 是 按照 (1) 式 : 
Aikp™” — RigA* =0. (2) 
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曲率 张 量具 有 对 称 性 , 为 了 完全 揭示 这 个 性 质 需 要 从 混合 分 量 忆 km 变 
到 协 变 分 量 : 
Kikim = ginR” kilm. 
经 过 简单 变换 , 很 容易 得 到 Rikwm 的 表达 式 如 下 : 


1 / Ogi D? Og; Ogkm 
Rom = 3 ( Bim Ek! Bil Bk )+ 








DzkDzl OriOrx™ OrrtOr™ OviQrx! 
+gnp(TRTE, 一 了 (92.1) 
从 这 个 式 子 立刻 可 以 看 出 下 面 的 对 称 性 质 : 
Rigim = — Rkitm = — Rikm!l) (92.2) 


局 二 二 Pilks (92.3) 


也 就 是 说 , 就 指标 ik 和 im 中 的 每 一 对 而 言 , 张 量 都 是 反对 称 的 , 而 如 果 将 
指标 对 认 和 lm 相互 交换 位 置 , 则 张 量 是 对 称 的 . 特别 地 , Rikim 的 所 有 i= 
或 者 1! = m 的 分 量 都 为 零 . 

接 下 来 容易 验证 , 假如 我 们 轮换 Rikim 的 任意 三 个 指标 , 并 将 这 样 所 得 
到 三 个 分 量 相 加 , 那么 , 结果 将 为 零 . 


Rikim 二 Rimk!l 和 本 Feitmek 一 人 (92.4) 


(其 余 的 此 类 关系 式 可 以 按照 (92.2) 和 (92.3) 的 性 质 从 (92.4) 自动 获得 ). 
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最 后 ,我们 还 要 证 明 下 面 的 比 安 基 恒等式 : 
R” iki;m 十 六 imk;l +R" imik 一 0. (92.5) 


使 用 局 域 测 地 坐标 系 , 可 以 很 方便 地 检验 上 面 的 恒等式 . 由 于 它 的 张 量 
特性 , 关系 式 (92.5) 在 任何 坐标 系 中 都 是 有 效 的 . 将 (91.4) 式微 分 , 然后 将 
1 一 0 代 和 人 ,在 考虑 的 点 上 , 我 们 便 得 到 
OR jk 加 D2 了 人 0 0 

Orm BrmOzxk drmOr! 
利用 上 面 的 式 子 , 很 容易 证 明 (92.5) 的 确 是 成 立 的 . 

用 缩 并 的 方法 可 以 从 曲率 张 量 构造 出 一 个 二 阶 张 量 . 我 们 只 能 用 一 种 方 
式 进 行 这 种 缩 并 : 按照 指标 4 和 大 或 者 ! 和 和 mm 对 张 量 Rnim 进行 缩 并 ,由 于 
其 反对 称 性 , 给 出 的 结果 是 零 ,而 按照 其 他 任何 指标 对 进行 的 缩 并 会 得 到 相 
同 的 结果 ,只 是 符号 可 能 相反 . 我 们 按照 下 面 的 方式 定义 张 量 Rik ( 它 被 称 为 
里 奇 张 量 ) 岂 : 








及 ikl:m 一 





Rik = g "Riimg = Rl 让. (92.6) 
按照 (91.4) , 我 们 有 : 
or! or 
R= 5 s+ TT — TH Tm (92.7) 
这 个 张 量 显然 是 对 称 的 : 
ir = Hi (92.8) 
最 后 缩 并 Rix, 我们 将 得 到 不 变量 
R= eg*Rix = BELLg mn， (92.9) 
它 叫做 空间 的 曲率 标量 . 


张 量 Rix 的 分 量 满足 微分 恒等式 , 它 由 比 安 基 恒等式 (92.5) 按照 指标 对 
ik 和 in 进行 缩 并 而 得 到 : 
(92.10) 


因为 有 (92.2) 一 (92.4) 的 各 关系 存在 , 并 非 所 有 的 曲率 张 量 的 分 量 都 是 
独立 的 . 我 们 现在 就 来 确定 曲率 张 量 的 独立 分 量 的 数目 . 

由 上 面 写 出 的 公式 给 出 的 曲率 张 量 的 定义 对 任意 维度 空间 都 适用 . 首先 
我 们 考虑 一 个 二 维 空间 的 情形 , 亦 即 考虑 一 个 普通 曲面 ; 在 这 种 情况 下 (区 
别 于 四 维 数 值 ) 我 们 用 Pvca 表示 曲率 张 量 , 而 度 规 张 量 用 yo 表示 ,指标 


文献 中 也 使 用 其 他 的 方式 对 张 量 Rx 进行 定义 : 按照 第 一 个 和 最 后 一 个 指标 对 Rixiw, 进 
行 缩 并 . 这 样 的 定义 和 我 们 采用 的 定义 的 不 同 之 处 在 于 符号 . 
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a,b,… 可 以 取 1,2 两 个 值 . 由 于 ab 和 cd 当中 的 每 一 对 的 两 个 指标 都 应 该 有 
不 同 的 值 , 那么 显然 , 所 有 非 零 的 曲率 张 量 的 分 量 要 么 相同 , 要 么 仅 相 差 正 
负 号 . 这 样 一 来 , 在 这 种 情况 下 只 有 一 个 独立 的 分 量 , 例如 Pz12. 容易 发 现 ， 
在 这 种 情况 下 曲率 标量 等 于 





P 
P= 2 7 三 |7a8| = 141722 一 (712)2. (92.11) 
量 P/2 正 是 曲面 的 高 斯 曲率 kK. 
P 1 
T=K= (92.12) 


其 中 pi, pz 是 曲面 上 给 定点 的 主 曲 率 半 径 (注意 , pl 和 pz 认为 具有 相同 的 符 
号 ,如 果 它 们 对 应 的 曲率 中 心 位 于 曲面 的 同一 侧 . 如 果 它 们 的 曲率 中 心 位 于 
曲面 的 不 同 侧 , 那么 它们 具有 相反 的 符号 ; 第 一 种 情况 下 K > 0, 而 第 二 种 情 
况 K<0). 
现在 我 们 过 渡 到 三 维 空间 的 曲率 张 量 , 我 们 将 其 表示 为 已 os, 而 度 规 张 

量 用 yue 表示 , 其 中 指标 a,B,… 可 以 取 1,2,3. 指标 对 a6 和 76 总 共 可 以 取 
三 个 实质 上 不 同 的 数值 组 合 : 23,31,12 (一 对 指标 内 的 置换 仅 改变 张 量 分 量 的 
符号 ). 由 于 张 量 Papys 在 这 些 指 标 对 置换 时 是 对 称 的 , 所 以 总 共有 3.2/2 王 3 
个 带 有 不 同 的 指标 对 的 独立 的 分 量 , 同时 也 有 3 个 带 有 相同 指标 对 的 分 量 . 
恒等式 (92.4) 不 会 增加 新 的 限制 .因此 , 在 三 维 空 间 里 曲率 张 量 有 6 个 独立 
分 量 . 对 称 张 量 Fop 也 有 同样 多 的 分 量 . 因此 9 根据 线性 关系 Pus 一 EY Pyasps 
张 量 已 or5 的 所 有 分 量 可 以 用 Pye 和 度 规 张 量 yogp 来 表示 (参见 习题 1) . 假 
如 我 们 选择 一 个 坐标 系 , 它 在 给 定点 是 笛 卡 儿 坐 标 系 , 那么 对 其 进行 适当 旋 
转 就 能 够 将 张 量 Po 变 到 主轴 上 名. 因此 , 在 每 一 点 上 , 三 维 空间 的 曲率 由 
三 个 量 来 决定 @. 

Q@ 在 指定 点 (z = y = 0) 附近 以 下 列 形式 写 出 曲面 方程 z = z?/(2p1) +22/(2pz)， 可 以 容易 
得 出 公式 (92.12) . 那么 曲面 上 线 元 的 平方 是 

dl2 = (1+ 委 ) dz2 十 (+ 与 ) dy? + 2 dzdy. 


按照 公式 (92.1) (其 中 只 需要 带 有 Yap 的 二 阶 导 数 的 项 ) 在 点 z = 2 一 0 上 计算 Paiz 的 值 就 可 
以 得 到 (92.12) ， 

@ 实际 计算 张 量 Ps 的 主 值 的 时 候 没 有 必要 在 给 定 的 点 转换 到 笛 卡 包 坐 标 系 . 这 些 值 可 以 
确定 为 方程 |P.e 一 和 Ayas| =0 的 根 入 . 

图 关于 张 量 Pass 的 知识 使 得 我 们 能 够 确定 空间 里 任何 一 个 曲面 的 高 斯 曲率 K. 这 里 仅 指 
出 , 如果 z1,zx?,z3 是 正 交 的 坐标 系 , 那么 

P1212 
2 Y11722 — (7Y12)2 


就 是 垂直 于 z3 轴 的 “平面 ”的 高 斯 曲率 . 这 里 的 “平面 ”理解 为 由 测 地 线 构成 的 曲面 . 
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最 后 , 我 们 来 讨论 四 维 空间 , 指标 对 记 和 lm 在 这 种 情况 下 可 以 取 6 个 不 
同 的 数值 组 合 : 01,02,03,23, 31, 12. 因此 有 em 具有 6 个 带 有 相同 指标 对 的 分 
量 和 6.5/2= 15 个 带 有 不 同 指标 对 的 分 量 . 然而 , 后 者 的 所 有 的 分 量 并 不 都 
是 相互 独立 的 : 其 中 有 三 个 分 量 的 四 个 指标 都 不 相同 , 它们 可 以 按照 (92.4) 
用 一 个 恒等式 联系 起 来 : 


Ro123 十 Ro312 十 Ro231 = 0. (92.13) 


这 样 一 来 , 在 四 维 空间 里 曲率 张 量 一 共有 20 个 独立 的 分 量 . 

选择 一 个 坐标 系 , 它 在 给 定点 为 伽利略 坐标 系 , 考虑 这 个 坐标 系 的 旋转 
变换 (因而 gix 的 值 在 我 们 所 考虑 之 点 并 不 改变 ), 我 们 可 以 做 到 使 曲率 张 量 
的 6 个 分 量 为 零 (四 维 坐 标 系 有 6 种 独立 的 旋转 方式 ). 因此 , 四 维 空间 每 一 
点 的 曲率 将 由 14 个 量 所 决定 . 

如 果 Rip = 0 , 那么 在 任意 的 坐标 系 中 曲率 张 量 总 共有 10 个 独立 分 量 . 
适当 的 坐标 变换 可 以 将 张 量 Riwm，( 在 四 维 空间 的 给 定 的 点 上 ) 化 为 “正则 ” 
形式 , 此 时 它 的 分 量 通 常 可 用 4 个 独立 的 值 来 表示 ; 在 特殊 情况 下 这 个 数目 
还 可 以 更 小 . 

如 果 Rix 关 0, 那么 在 从 曲率 张 量 中 分 离 掉 用 分 量 Ri 表示 的 特定 部 分 
之 后 , 可 以 用 (和 x =0 时 ) 相同 的 方法 对 它 进行 分 类 . 就 是 说 , 构造 张 量 电 


1 1 
Cikim = Rikim 一 5 Rigkem 十 5 Fimgnl 十 


1 1 ] 
+5 Fnigim Ey 3 temEil 十 6 (guBem 一 SimE&kl)- (92.14) 


容易 看 出 , 这 个 张 量具 备 张 量 Ripim 的 所 有 对 称 性 , 但 是 按 指标 对 ( 刀 或 km) 
进行 缩 并 后 得 到 零 ， 

下 面 说 明 在 Ri =0 的 情况 下 如 何 对 曲率 张 量 的 正则 形式 的 可 能 种 类 进 
行 分 类 (4. 2. Petrov, 1950) . 

假设 四 维 空间 给 定点 上 的 度 规 已 化 为 伽利略 形式 . 我 们 把 张 量 已 km 的 
20 个 独立 分 量 的 集合 表示 为 以 下 面 的 方式 确定 的 3 个 三 维 张 量 的 总 和 : 

4a6p = Ronaoe， Cap = ean5epM RE Bag= Sears Ropys (92.15) 


@ 下 面 (895) 我 们 将 看 到 , 真空 中 引力 场 的 曲率 张 量 具备 这 些 性 质 . 
@ 这 个 复杂 的 表达 式 可 以 写成 更 加 紧凑 的 形式 ， 


Cikim = Rikim 一 Riligklm + Rmligkli 十 3 Rgiligijm, 
其 中 方 括号 的 涵义 是 沿 着 其 中 的 指标 进行 反对 称 运算 : 
4Uik] = 了 (Ai 一 Ai). 
张 基 (92.14) 称 做 外 尔 张 量 . 
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(eagy 是 单位 反对 称 张 量 ; 由 于 三 维度 规 是 笛 卡 儿 的 , 在 求 和 的 时 候 没 有 必 
要 对 上 下 指标 进行 区 分 ) . 张 量 4se 和 Cas 按照 定义 是 对 称 的 ; 张 量 Bogp 一 
般 来 讲 是 不 对 称 的 ， 而 按照 (92.13) 它 的 迹 为 零 . 按照 定义 (92.15) 我 们 有 ， 
例如 : 


Bi! = Ro123, B21 = Pol3l， B31 = Roii2, C11 = 屎 2323，… 


容易 看 出 ,条件 Rim = gdRikim 二 0 等 价 于 张 量 (92.15) 分 量 之 间 下 列 
的 关系 式 : 
Ava =0, Bog = Bea, Aa8 = 一 Cap. (92.16) 


接 下 来 引入 对 称 的 复 张 量 
L)aap = (Aop 二 + 2iBo8 一 Cap) = Aog + iBog. (92.17) 


这 样 将 两 个 实 三 维 张 量 4。pe 与 Bue 合并 为 一 个 复 张 量 正好 对 应 于 将 两 个 矢 
量 五 和 互 合 并 为 复 矢 量 互 ( 见 825), 而 结果 中 产生 的 Dwg 与 四 维 张 量 Rkim 
之 间 的 联系 对 应 于 玉 与 四 维 张 量 Kix 之 间 的 联系 . 由 此 可 得 , 张 量 已 som 的 
四 维 变换 等 价 于 对 张 量 Dap 进行 三 维 复 转 动 . 

关于 这 些 转 动 , 可 以 将 本 征 值 入 = 入 十 i 和 本 征 矢 量 na (一般 说 来 是 
复数 ) 定义 为 下 列 方程 组 的 解 


Daang = Mea. (92.18) 


入 的 值 是 曲率 张 量 的 不 变量 . 由 于 迹 De。 = 0, 方程 (92.18) 的 根 的 和 同样 为 
AN 十 和 十 AG) = 0. 
根据 独立 的 本 征 矢量 ma 的 数目 , 我 们 接 下 来 对 曲率 张 量 进行 分 类 ， 即 
将 它 归 为 彼得 罗 夫 正则 型 TI- 一 亚 几 种 可 能 的 情况 . 
1 型 . 具有 三 个 独立 的 本 征 矢量 . 在 这 种 情况 下 它们 的 平方 name 不 为 零 ， 
并 且 通 过 适当 的 转动 可 把 张 量 Das, 从 而 随 之 把 hap 和 Bogp 转化 为 对 角形 
式 : 


A 0 0 
Asg=| 0 A 0 
0 0 一 XG 一 入 (2) 
(92.19) 
AD” 0 0 
Bos=| 0 A 0 


0 0 =X A 
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在 这 种 情况 下 曲率 张 量 有 4 个 独立 不 变量 宇 . 
复数 不 变量 和 了 ?了 ?, A 可 以 用 复数 标量 以 代数 形式 表示 : 

1 中 
= BmR™ — iRikim R™™), 
| (92.20) 

12 = 6 (ikim R'm pe En 十 iRikim R'mP"™ Rpr 下 


其 中 字母 上 方 的 星 号 代表 对 偶 张 量 : 


本 


1 
Rikim = 3 ikpr RY im. 
背 助 于 (92.19) 计算 五 , 五, 我们 得 到 : 
nn = AD + MXM2)2 十 MXa)2)， = 工 MXDAC)(AGD) + X2))， (92.21) 
3 2 


这 些 公 式 使 我 们 能 够 在 任何 参考 系 中 由 Rixim 的 值 出 发 计算 AD ，X(2). 

I 型 具有 两 个 独立 的 本 征 矢 量 . 其 中 一 个 的 平方 等 于 零 ， 由 于 这 个 原 
因 它 不 能 够 当做 坐标 轴 的 方 回 .但 是 , 可 以 认为 它 位 于 平面 ziz2 之 内 ; 那么 
n2 三 in1,n3 一 0. 相应 的 方程 (92.18) 给 出 : 


Dii+iDi2=A, D2 — iD12=A, 
由 此 
Dll 三 入 一 ji D22 = A iy, D1i2=&. 
复数 值 入 = X+i 是 标量 并 且 不 能 改变 . 数值 p 经 由 适当 的 复 转 动 可 以 被 赋 


予 任意 (不 为 零 ) 的 数值 ; 因此 可 以 不 失 一 般 性 地 认为 它 是 实数 的 . 结果 我 们 
得 到 以 下 实 张 量 Aop, Bop 的 正则 型 : 


XX Tn 0 A”— 4 0 0 
4ope=|AX 0 |， Bap = 0 二 HA 0 . (92.22) 

0 0 一 2X 0 0 DX 
在 这 种 情况 下 总 共有 两 个 不 变量 入 和 A”. 并 且 按 照 (92.21) 了 用 = 和 ,了 = 入， 


于 是 二 1 
亚 型 . 只 有 一 个 本 征 矢量 , 且 其 平方 为 零 . 于 是 所 有 的 本 征 值 入 相同 , 并 
且 为 零 . 求解 方程 (92.18) 能 够 导出 Dil = D2z = Diz = 0, Dis = 4, D2zs = 这， 


0 0 0 0 0 
Aap=|100 0|, Busp=|0 0 pl|. (92.23) 
4 0 0 0 AAA 0 


Q@ 对 于 存在 简 并 的 情形 , 即 当 XY = X37, 和 ”= XW” 时, 称 做 D 型 
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在 这 种 情况 下 曲率 张 量 完全 没有 不 变量 , 我 们 遇 到 了 独特 的 情况 : 四 维 空间 
是 弯曲 的 , 但 不 存在 可 以 作为 它 的 曲率 度量 的 不 变量 包 , 
习 题 
1. 用 二 阶 张 量 Pag 表示 三 维 空间 的 曲率 张 量 已 si 
解 : 在 下 面 的 形式 中 求解 apv6 
A aBYy6 一 Amyy85 we AasY8y 十 Apgs yay ApyYas, 


该 形式 满足 对 称 性 条 件 ; 这 里 Aog 是 某 一 个 对 称 张 量 , 它 和 Pe 之 间 的 联系 
通过 对 上 式 沿 指标 a 和 ?进行 缩 并 来 确定 . 这 样 得 到 
1 
Pp = AYap 十 4a6， 4ap6 = Pop — a? Yap; 
最 终 ， 
Pp 
Perys 二 orT65 一 PasyBry a PeasyYary > PeyYasé 二 可 (Ya5761 > Yayy86). 
2. 在 张 量 gik 是 对 和 角 张 量 的 度 规 中 ,计算 张 量 Reikim 和 Rik 的 分 量 . 
解 : 将 度 规 张 量 的 非 零 分 量 表 示 为 下 列 形式 
Eii = ee F:, e0 =1, eo =—1. 
按照 公式 (92.1) 的 计算 会 导出 下 列 非 零 的 曲率 张 量 分 量 的 表达 式 : 
Riig = ele2 (PrFris + ForFa— Fuhg— Fir), i#zk@#, 
Ru = ee (FiiPi — Fe — Fii) t+ eie (FP — Fe — Pi) — 


-ee > eieme Pm)RmBm, i#! 
mi,! 
(不 对 重复 指标 求 和 1!) . 过 号 后 面 的 指标 表示 按 相 应 的 坐标 进行 普通 微分 . 
缩 并 曲率 张 量 的 两 个 指标 ,得 到 ; 


Rixk = >》 (FlipFris tt FixrFrs 一 天 一 下) 天 大 


1 大 
Rii = >》， [FiiFis — Fe; — Pii 
Li 
+ ei@re FBRP — Fa — Fn — Fr >》 Fn)] 


mz 
Q@ 同样 的 情况 也 出 现 于 存在 入 = 和 ' =0 简 并 的 11 型 中 ( 它 被 称 做 N 型 ). 


893 引力 场 的 作用 量 . 299 . 


893 引力 场 的 作用 量 


为 了 得 到 决定 引力 场 的 方程 ,必须 首先 决定 这 个 场 的 作用 量 5Sg. 对 场 的 
作用 量 与 粒子 的 作用 量 之 和 做 变 分 , 我 们 就 能 得 到 所 要 求 的 方程 . 


正如 电磁 场 的 作用 量 一 样 ,作用 量 $。 应 当 用 积分 f cv=aap 来 表示 ， 


积分 范围 这 及 全 部 空间 和 两 个 已 定 值 之 闻 的 时 间 坐 标 z0. 这 时 我 们 的 出 发 点 
将 是 ,引力 场 方程 应 当 包 含 “ 势 ”的 不 高 于 二 阶 的 导数 (正如 电磁 场 方 程 一 
样 ) . 既然 场 方程 是 通过 对 作用 量 做 变 分 而 得 , 那么 , 被 积分 式 G 就 应 当 包 
含 gig 的 不 高 于 一 阶 导 数 ; 因此 ,G 仅仅 包含 张 量 gi 和 Ii, 各 量 . 

然而 , 单 从 gix 和 IT% 各 量 不 可 能 构造 出 一 个 不 变量 . 这 一 点 可 以 直接 从 
如 下 事实 看 出 , 即 只 要 坐标 系 选择 适当 ,我们 总 能 使 所 有 的 i, 在 一 个 给 定 
点 为 零 . 然而 , 存在 有 标量 R (四 维 空 间 的 曲率 ), 尽管 它 除 了 包含 张 量 g;x 
及 其 一 阶 导 数 外 ,还 包含 gik 的 二 阶 导数 ,但 玉 是 gz 的 二 阶 导 数 的 线性 矣 


数 . 因为 这 个 线性 关系 , 不 变 积 分 式 / RV=gdn 可 以 利用 高 斯 定理 化 为 一 个 
不 包含 二 阶 导数 的 式 子 的 积分 . 就 是 说 ， / RV=gd9 可 以 写成 下 面 的 形式 : 


/ RV-gd0 = / GV-gdn + / A 


式 中 , G 仅仅 包含 张 量 gi 和 它 的 一 阶 导数 , 而 在 第 二 个 积分 内 的 被 积分 藻 
数 中 有 某 一 个 量 这 的 散 度 的 形式 (详细 计算 见 本 市 之 末 ). 按照 高 斯 定理 ， 
第 二 个 积分 可 以 变换 为 在 超 曲 面 上 的 积分 , 这 个 超 曲 面包 围 着 另外 两 个 积分 
在 其 上 进行 的 四 维 体积 . 当 我 们 变 分 作用 量 时 , 右边 第 二 项 的 变 分 等 于 零 , 因 
为 在 最 小 作用 量 原 理 中 ，, 场 在 积分 区 域 边界 上 的 变 分 等 于 零 . 因此 , 我 们 可 
以 与 出 

5 | va — 5 | GV=aan. 


左边 是 一 个 标量 ; 因此 右边 的 式 子 也 是 一 个 标量 (G 本 身 当 然 不 是 一 个 标量 ) . 
G 这 个 量 满 足 上 面 所 提出 的 条 件 ， 因为 它 只 包含 gi 和 它 的 一 阶 导数 . 
于 是 我 们 可 以 写 出 


el 1 
835。 -xs /cv=aap= - ras /Re Bd, (93.1) 


式 中 是 一 个 新 的 普 适 常数 . 与 在 827 中 对 于 电磁 场 的 作用 量 所 做 的 相似 ， 
我 们 能 够 看 出 , 常数 大 应 当 是 正 的 (参见 本 节 末 ) . 

这 个 常数 大 称 为 引力 常数 . 上 的 量 岗 可 以 从 (93.1) 式 直接 推出 . 作用 量 
的 量 纲 是 名 .cm .s-… 所 有 坐标 的 量 纲 是 cn, 而 gix 则 没有 量 岗 , 所 以 R 
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的 量 纲 为 cm. 结果 我 们 得 到 的 量 纲 为 ecm’ .g-!.s-2. 大 的 数值 是 
k=6.67x 10 3cm.g !.s 2. (93.2) 
应 当 指出 , 我 们 可 以 令 上 等 于 1( 或 任何 其 他 没有 量 纲 的 数 ). 然而 , 质 


量 的 单位 在 这 种 情况 下 也 就 确定 了 咏 . 
最 终 , 让 我 们 来 计算 (93.1) 式 中 的 G. 从 Rix 的 表达 式 (92.7), 我 们 得 到 


V-g8R= V-ge"Rik = 
BT er ee 
= VE 中 Ds ga 十 BE | rin | 
对 于 右边 的 前 两 项 , 我 们 有 


.Or! 0 
V-B8 sf = FV gg* TI) 一 Ti Fe 2 ge”), 


A or A 大 
gg FE = Dr 2 ge™ Ty) 一 3 本 ge™). 


略 去 全 导数 , 我 们 便 求 得 
V 一 SG = Tim Fk (VBe*)— I ik VE) - 
= T= TT)e Vg: 
利用 (86.5) 一 (86.8) 各 公式 , 我 们 求 得 右边 的 前 两 项 等 于 V=8g 乘 以 
2Th Tie™ — Th Tie — TTne™ = 
= hi eT? — TE Th — Ti TIE) = 
= 2g*(T Tkm — Th TY). 


最 后 , 得 到 
G = g*(T Tkm — TTI). (93.3) 

度 规 张 量 的 分 量 是 决定 引力 场 的 量 . 因此 , 在 对 于 引力 场 的 最 小 作用 量 
原理 中 ,gin 各 量 正 是 变 分 的 对 象 . 然而 , 在 此 必须 作 下 面 的 基本 保留 . 明言 
之 , 我 们 现在 不 能 确定 在 一 个 实际 上 可 能 实现 的 场 中 , 作用 量 积分 对 于 gix 


@ 如 果 设 上 = cz; 那么 , 质量 就 用 cm 来 度量 ,此 处 1cm = 1.35 x 1028g. 有 时 会 使 用 下 面 的 
量 取代 大 : 


Tk = 
MW 6 10™?’cm.g-, 
C 


它 被 称 为 爱 因 斯 坦 引 力 常数 . 
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的 所 有 可 能 的 变 分 有 极 小 值 (而 不 只 是 极 值 ) . 这 与 下 面 的 事实 有 关 ， 即 不 
是 gik 的 每 一 个 变化 都 联系 着 时 空 度 规 的 变化 , 即 引 力 场 的 实际 变化 . 在 同 
一 个 时 空中 仅仅 从 一 个 坐标 系 变换 到 另外 一 个 坐标 系 , 分 量 gi 也 要 改变 .一 
般 来 说 , 每 个 这 样 的 坐标 变换 是 四 个 〈 依 坐标 的 数目 ) 独立 变换 的 集合 . 为 了 
除去 gik 那些 不 与 度 规 变化 有 关联 的 变化 , 我 们 可 以 加 上 四 个 辅助 条 件 , 并 
且 要 求 在 变 分 时 必须 满足 这 些 条 件 . 因此 ， 当 最 小 作用 量 原 理应 用 到 引力 场 
时 , 我 们 只 能 断言 , 我 们 能 够 加 四 个 辅助 条 件 在 gi 上 , 当 这 些 条 件 被 满足 
时 , 作用 量 对 于 gix 的 变 分 有 极 小 值 号 . 

记 住 这 些 要 点 , 现在 我 们 来 证 明 引 力 常 数 应 当 是 正 的 . 作为 上 面 所 提 的 
四 个 辅助 条 件 , 我 们 令 三 个 分 量 goa 等 于 零 , 并 令 由 gas 的 分 量 所 构成 的 行 
列 式 [gap| 为 第 数 : 

goa =0, |gae| = const; 


由 于 最 后 一 个 条 件 , 我 们 有 


Dr 
“al 
在 作用 量 表达 式 的 被 积 图 数 中 , 我 们 有 兴趣 的 是 那些 包含 有 gik 对 于 x? 的 导 
数 的 项 (比较 893 第 3 段 ). 利用 (93.3) 的 简单 计算 表明 , 在 G 内 的 这 些 项 是 
_ 00 aB 5 OgaYy Og15 
48 8 Y Or Ox 
很 容易 看 出 , 这 个 量 在 本 质 上 是 负 的 . 事实 上 , 选择 一 个 空间 坐标 系 , 这 个 坐 
标 系 在 一 给 定时 刻 在 一 给 定点 是 笛 卡 儿 坐 标 系 (因此 gae = gc = -bap) ,我 


们 便 得 到 
_ 工 go (党 
4 Oro 


并 且 由 于 g”?= 1/goo > 0, 这 个 量 的 符号 是 显而易见 的 . 

因此 ,只 要 gop 随 着 时 间 x 的 变化 足够 快 〈 在 沿 dx? 的 积分 限 间 的 时 
间 间 隔 内 ), 我 们 可 以 使 G 有 任意 大 的 值 . 假如 是 负数 ,那么 ,作用 量 就 应 
该 无 限制 地 下 降 (其 值 为 负 而 其 绝对 值 则 可 任意 地 大 ), 即 不 可 能 有 极 小 值 . 
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在 $32 中 , 我们 已 经 求 出 一 个 普遍 法 则 来 计算 任何 物理 体系 的 能 量 动量 


张 量 , 这 个 物理 体系 的 作用 量 为 四 维 空间 内 的 积分 (32.1) 所 决定 . 在 曲线 坐 


Q@ 但 是 ,必须 着 重 指出 , 我 们 说 过 的 一 切 ， 并 不 影响 从 最 小 作用 量 原理 求 场 方 程 的 过 程 
(895) . 这 些 方程 可 以 从 下 面 的 要 求 来 得 到 ， 即 作用 量 必 须 是 一 个 极 值 (就 是 它 的 一 阶 变 分 为 
零 ) ,而 不 一 定 是 极 小 值 . 因此 , 在 求 场 方 程 时 , 我 们 能 够 使 gix 全 部 分 量 的 变 分 都 是 独立 的 . 
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标 中 , 这 个 积分 应 当 写 成 : 
S = ; | AvV=san (94.1) 


(在 伽利略 坐标 中 5 = 1, 则 5 回 到 > / havat) . 积分 应 该 在 整个 三 维 空 


间 和 在 两 个 给 定时 刻 内 进行 , 就 是 说 积分 应 该 在 两 个 超 曲 面 之 间 的 四 维 空间 
的 无 限 区 域内 进行 . 

如 在 $32 中 已 经 指出 的 , 从 公式 (32.5) 计算 出 来 的 能 量 动量 张 量 一 般 来 
说 不 是 对 称 的 ,而 它 应 该 是 对 称 的 . 为 了 使 之 对 称 化 ,必须 将 有 2 yin 形式 
的 适当 项 加 到 表达 式 (32.5) 上 , 并 且 Wik!l = —Wilk. 

现在 我 们 要 提出 另 一 个 计算 能 量 动量 张 量 的 方法 ,这 个 新 方法 有 个 优 
点 ,就 是 它 立 即 导出 对 称 的 表达 式 . 

在 (94.1) 中 ,我 们 进行 了 从 坐标 zi 到 坐标 z= zi 十 &i 的 变换 , 此 处 
是 一 些小 量 . 在 这 个 变换 下 , gk 是 按照 下 面 的 公式 变换 的 ; 


1 /大 7 k 
gs) = gm) Br Fer = 2" (G+ 站 人 





DZL Or™ Orz™ 
bt pL OE 
Bn ts pa 
张 量 g%5 在 这 里 是 x 的 函数 , 而 张 量 git* 则 是 原来 坐标 z! 的 函数 . 为 了 将 所 
有 的 项 化 为 同样 一 些 变量 的 函数 , 我们 将 gr(zl 上 + 后) 展开 为 &! 的 稼 级 数 , 此 
外 , 略 去 的 高 次 项 , 在 所 有 含 & 的 项 中 用 gt 代替 g 人 外. 于 是 , 我们 求 得 
1 名 O 只 OE® 
g(r) = gt (0) ET te +a a 

直接 演算 不 难 验 证 , 右边 的 后 三 项 可 以 写 为 & 的 道 变 导 数 之 和 Ei 十 ERii. 

因此 , 我 们 最 后 得 到 gx 的 变换 式 如 下 : 


心 (zr) + gi™ 


[i — gik 平 Sgik, Spg'k a Ek a Ee (94.2) 
对 于 协 变 分 量 我 们 有 : 
Bik = gik + Ogik, Hgik = —éik — Ek:i (94.3) 


(由 此 可 知 , 条 件 gg*! = 不 在 一 阶 小 量 的 精度 上 是 得 到 满足 的 ) 号， 


我 们 指出 ,方程 
Et 十 Ekit 0 
确定 了 那些 不 改变 度 规 的 无 穷 小 坐标 变换 . 在 文献 中 它们 经 常 被 称 做 基 灵 方程 . 
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既然 作用 量 3 是 一 个 标量 , 那么 , 在 坐标 变换 时 它 不 改变 . 男 一 方面 , 作 
用 量 在 坐标 变换 时 的 变化 55 可 以 写成 下 面 的 形式 . 和 在 832 中 一 样 , 设 dy 为 
决定 一 个 物理 体系 的 量 , 该 物理 体系 的 作用 量 为 S$. 在 坐标 变换 下 , 这 些 量 4 
改变 5g. 但 是 , 在 计算 5S 时 , 我 们 不 必 写 出 与 9 的 变化 有 关 的 项 . 根据 这 个 
物理 体系 的 “运动 方程 ”, 所 有 这 些 项 全 相等 并 互相 抵消 , 这 是 因为 运动 方程 
正 是 根据 $ 对 9 的 变 分 等 于 零 得 到 的 . 因此 , 只 须 写 出 与 gi 的 变化 相关 联 
的 项 就 足够 了 . 利用 高 斯 定理 , 并 且 在 积分 限 上 令 8g = 0, 我 们 便 求 得 下 面 
形式 的 65% : 








_1 /J)av-s4, i, OV-g4,0g* | 
05 = / Bgik og Bgik BA dyf2 = 
0 
Ox! 


_1/Jev=s4 8 ov-s4(, 
| Gg Bel Og™ 6 

















zl 
现在 , 我 们 引入 下 面 的 符号 : 
1 _ BV-84 9 0V-84. 
> V 二 BT Og'k Oz! Doe 3 (94.4) 





Or! 
这 时 , 85 将 取 如 下 的 形式 人 @: 


65 = 元 | Trg* v=san 二 -二 /TgwnV-sdn (94.5) 


(注意 gzk8egik 二 一 gxSg 人 *, 因此 Ti 让 5gix 二 一 TixSg 下 ). 将 5g* 的 表达 式 (94.2) 
代入 ,利用 张 量 人 kx 的 对 称 性 ， 则 我 们 有 


89 = 元/ Te + em) VBan = = | Tne v=gan 
再 将 此 式 作 如 下 变换 : 
1 天 wz 1 Kk At 
89=3 (terv -gan — | oTté' Vaan (94.6) 


@ 必须 着 重 指出 , 我 们 在 此 所 介绍 的 对 称 张 量 gi* 的 分 量 的 导数 的 表示 法 ,在 某 种 意义 上 有 
符号 的 特性 . 就 是 说 , 导数 8F/8g* (F 是 g'* 的 某 一 个 陋 数 ) 实质 上 只 有 在 dF = (8F/8g'*)dg'* 
式 中 才 有 意义 . 但 是 在 求 和 式 (8F/Bg'*)dg'* 中 ,微分 dg* 的 i 上 的 项 出 现 两 次 . 因此 ,对 于 
i 关上 的 任 一 确定 的 分 量 g*， 在 求 的 具体 表达 式 对 它 的 微分 时 ,所 得 到 的 量 应 该 两 倍 于 用 
69F/8g'™* 所 表示 的 量 . 当 我 们 遇 到 有 对 gi* 求 导 的 公式 , 且 指 标 i,k 有 一 定 的 值 时 , 必须 注意 到 
这 个 注释 . 

@ 要 注意 , 在 我 们 所 考虑 的 情形 中 , 十 个 量 5gin 并 不 是 独立 的 , 因为 它们 是 坐标 变换 的 结 
果 , 而 坐标 只 有 四 个 . 因此 从 8S = 0, 不 能 推断 Ti = 0! 
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利用 (86.9) , 第 一 个 积分 可 以 写成 
-VER6Ddy 
并 可 变换 为 在 一 个 超 曲面 上 的 积分 . 既然 在 积分 的 两 个 限 上 , &i 为 零 , 那么 ， 
这 个 积分 就 应 当 为 0. 因此 , 令 65 等于零, 我 们 就 有 
85 = -= / Tié’V -gdn = 0. 
根据 &i 的 任意 性 , 可 以 得 出 结论 : 
70 (94.7) 


将 此 式 与 在 伽 俐 略 坐 标 系 中 的 有 效 的 方程 (32.4) 67Tik/6xze = 0 相 比 较 , 我 们 
看 出 , 用 (94.4) 式 定义 的 张 量 Tix 应 当 与 能 量 动量 张 量 是 一 个 东西 一 一 至 少 
也 是 准确 到 一 个 常数 因子 . 不 难 验证 这 个 因子 等 于 1, 例如 , 按照 公式 (94.4) 
对 电磁 场 情形 

i km 


> 1 
中 ik EE - 
or fixF 一 6 ik PImg 8B 





区 
进行 计算 . 

因此 , 根据 (94.4) 式 , 将 函数 4 对 度 规 张 量 的 分 量 (和 它们 的 导数 ) 微 
分 , 我 们 就 能 够 计算 出 能 量 动量 张 量 . 这 时 , 获得 的 张 量 Ti 显然 是 对 称 的 . 
用 公式 (94.4) 计算 能 量 动量 张 量 , 不 仅 在 引力 场 存 在 时 是 便利 的 , 而 且 在 引 
力 场 不 存在 时 也 是 如 此 . 对 于 后 一 种 情形 ， 度 规 张 量 没 有 独立 的 意义 , 形式 
地 过 渡 到 曲线 坐标 是 作为 计算 Tix 的 一 个 中 间 步 又 来 进行 的 . 

电磁 场 的 能 量 动量 张 量 的 表达 式 (33.1) 在 曲线 坐标 中 应 当 写 成 下 面 的 
形式 : 


Th = 二 (Fun + FFim Pega ) / (94.8) 
对 于 宏观 物体 , 能 量 动 量 张 量 等 于 (对比 (35.2) ) : 
re (94.9) 
我 们 指出 , Too 这 个 量 永 为 正 Q : 
Tuo >0 (94.10) 


(混合 分 量 70 一 般 说 来 没有 确定 的 正 负 号 ) . 


@ 事实 上 , 我 们 有 Too = su3 + p(w2 一 goo)- 第 一 项 永 为 正 . 在 第 二 项 中 , 我 们 写 出 


goodz9 Enec 
uo = goou2 + goau® 0 


经 过 简单 变换 以 后 , 得 到 goop(di/ds)2 的 di 是 空间 距离 元 i. 6); 由 此 可 以 清楚 地 看 出 Too 的 
第 二 项 也 为 正 . 对 于 张 量 (94.8) 也 可 以 网 样 确认 . 
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习 题 
考察 将 二 阶 对 称 张 量化 为 正则 形式 的 可 能 的 种 类 . 
解 : 将 对 称 张 量 4i 化 到 主轴 上 意味 着 找到 那些 “本 征 矢量 "ma, 对 它们 
有 
Ain® 一 A 和 721 (1) 
对 应 的 主 值 (或 本 征 值 ) 入 为 下 面 四 次 方程 的 根 
14i — Mgig| = 0, (2) 
并 且 是 该 张 量 的 不 变量 . 数值 入 和 对 应 于 它们 的 本 征 矢 量 可 以 是 复 的 . ( 张 量 
4 让 本 身 的 分 量 自然 可 以 假定 是 实 的 .) 
由 方程 (1) 出 发 采用 通常 的 方法 可 以 容易 地 证 明 , 对 应 于 两 个 不 同 主 值 
和 A) 和 A(2) 的 两 个 矢量 nt 和 中 2 相互 正 交 : 
nVn(2)i 0. (3) 


特别 地 ,如 果 方 程 (2) 具有 复 共 罗 的 根 入 和 入 ,它们 对 应 于 复 共 罗 的 矢量 mi 
和 n*， 那么 必须 有 


nn = 0, (4) 
张 量 4i 通过 下 面 的 公式 由 自己 的 主 值 和 相应 的 本 征 夭 量 来 表示 . 
Wenk 
Air = 2 MT (5) 


(只 要 任何 一 个 ninl! 不 等 于 零 一 -参见 下 文 ). 

根据 方程 (2) 的 根 的 特征 , 能 够 出 现下 面 三 种 不 同 的 情况 . 

I. 入 全 部 的 四 个 主 值 都 是 实数 . 在 这 种 情况 下 舌 量 ni 同样 是 实 的 ,而 由 
于 它们 都 是 相互 正 交 的 ,那么 它们 之 中 的 三 个 应 该 具有 类 空 方向 , 而 剩余 的 
一 个 具有 类 时 方向 (它们 可 以 按照 条 件 mil = 一 1 和 nim 二 1 进行 归 一 化 ). 
活着 这 些 秋 量 选取 坐标 轴 的 方向 , 我 们 把 张 量 化 为 如 下 形式 


A 0 0 0 
0 -AV 0 0 

A | oo -x% 0 . 
0 0 0 一 入 (3) 


I. 方程 (2) 具有 两 个 实 根 (入 (2, 和 (3)) 和 两 个 复 共 罗 根 (和 ' 土 i 和 A"). 我 们 把 
对 应 于 最 后 两 个 根 的 复 共 斩 拓 量 miy riz# 写成 ai 土 bi 的 形式 ; 由 于 它们 仅 精 
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确 到 任意 的 复数 因子 , 那么 就 可 以 按照 条 件 ni 二 nin* 二 1 对 其 进行 归 一 
化 . 同样 考虑 到 〈4) , 我 们 求 得 针对 实 矢 量 ai, b; 的 条 件 : 


Qia’ + bib’ =0, aib: = 0, aiQ: — bib’ = 1, 


由 此 uiai 一 1/2, bibi = 一 1/2, 就 是 说 这 些 拓 量 的 其 中 之 一 具有 类 时 方向 ， 而 
另 一 个 具有 类 空 方向 局 . 洛 和 关 量 虹 ， 玉 ,nm0i ,73 选取 坐标 轴 ，, 我 们 将 张 量化 
为 (按照 (5) ) 如 下 形式 


pV Bp Wf 0 0 
MX -X 0 0 
roo -oa o | (7 


0 0 0 一 入 (3) 


焉 . 如 果 和 矢量 ni 的 其 中 之 一 的 平方 为 零 (nim! 一 0), 那么 这 个 入 量 不 能 
选 做 誉 标 轴 的 方向 . 然而 可 以 从 平面 z0za 中 选取 其 中 之 一 , 使 得 矢量 ni 平 
放 在 其 中 . 设 这 个 平面 为 zoczl, 那么 从 nmt 二 0 可 以 得 出 no 二 ni1, 并 且 从 方 
程 (1) 我 们 有 
4oo 十 4o = 二 和 入， Aio 十 A11 = 一 入 


由 此 
Aoo = 和 A+p, 4 = 一 入 十 由 ， Aol = 一/ 


其 中 有 并 非 不 变量 , 在 平面 zzl 中 旋转 时 会 发 生 改 变 ; 它 的 值 通过 适当 的 旋 


转 总 是 可 以 化 为 实数 . 按照 其 他 两 个 失 量 mmt3ii 选取 坐标 轴 z2, z3, 将 张 
量化 为 : 
入 十 皮 —k 0 0 
一 太一 入 十 0 0 
p 8 
0 0 -NM2) 0 (8) 
0 0 0 ”一 XG3) 


这 种 情形 相应 于 方程 (2) 的 两 个 根 (和 (0), (DD) 相等 . 

我 们 指出 , 对 于 低 于 光速 运动 的 物质 ,物理 的 能 量 动量 张 量 人 KK 只 有 第 
一 种 情况 能 够 成 立 ; 这 是 由 于 永远 应 该 存在 这 样 的 参考 系 , 在 其 中 物质 的 能 
流 , 即 分 量 To 等于零. 对 于 电磁 波 的 能 量 动量 张 量 , 则 带 有 入 = 和 (2) 二 和 (3) = 
0 (参考 833 的 脚注 ) 的 第 三 种 情况 成 立 ; 可 以 证 明 , 假如 不 是 这 样 ， 会 存在 
这 样 的 参考 系 ,， 其 中 能 流 会 超过 能 量 密度 与 光速 ce 的 乘积 . 

@ 由 于 矢量 中 仅 有 一 个 应 该 具有 类 时 方向 , 方程 (2) 不 能 具有 两 对 复 共 斩 根 . 
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现在 我 们 可 以 来 推导 引力 场 方程 ， 这 些 方 程 可 以 从 最 小 作用 量 原理 
5(Sm 十 Se) = 0 求 得 , 此 处 的 Ss 和 Sm 分 别 是 引力 场 的 作用 量 与 物质 的 作 
用 量 包 . 现在 我 们 来 对 引力 场 , 即 gik 诸 量 , 进行 变 分 . 

先 来 计算 变 分 556. 我 们 有 


6 / RV-gdn =5 / gg RigV—gd? = 
/ (RV -gdg™ + Rirg 8V-g + 8 V 一 SORik)d1. 
从 公式 (86.4) , 我 们 得 到 


1 , 
8v 一 5 = 一 给 5V 一 SSEik8g ， 


了， 
DE 
将 它 代 入 前 一 个 方程 , 我 们 求 得 
1 | 
5 / RV-gdn = / (Ra SewR ) gt V8dn + / gtRirV -Bd0. (95.1) 


为 了 计算 5Rix , 我 们 指出 , 虽然 Ti 并 不 构成 一 个 张 量 , 但 是 它们 的 变 
分 817% 却 构 成 一 个 张 量 , 这 是 因为 下 4kdz: 是 一 个 矢量 从 某 一 点 书 平 行 移 
动 到 一 个 与 之 相距 无 限 近 的 一 点 P' 的 变化 ( 见 (85.5) 式 ) . 因此 ,SFAAkdzt 
是 两 个 矢量 之 差 , 这 两 个 矢量 是 从 P 到 P' 的 两 次 平行 移动 的 结果 (一 次 平 
行 移动 有 不 变 的 ,, 另 一 次 有 变化 的 i, ) . 在 同一 点 的 两 个 矢量 之 差 是 一 
个 矢量 , 所 以 67%, 是 一 个 张 量 . 

我 们 应 用 局 域 测 地 坐标 系 . 这 时 , 在 给 定 的 点 , 所 有 的 Th = 0. 利用 Rip 
的 表达 式 (92.7) , 我 们 有 ( 记 着 , g* 的 一 阶 导 数 现在 为 零 ) 

gORir = g™* { Th 一 5 = gi 3 ll —g’ I Tk = = 21， 
式 中 
w = giS — groTk. 


既然 w! 是 一 个 矢量 , 我 们 可 以 把 所 得 的 关系 在 任意 坐标 系 中 写成 如 下 形式 


i 


@ 引力 场 的 变 分 原理 由 希 尔 伯 特 指 出 (D. Hilbert, 1915). 
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(用 wh 代替 Bw!/Bz!, 并 利用 (86.9) 式 ) . 因此 ,(95.1) 式 右边 的 第 二 个 积 
等 于 





= ! 
/ geRuaV-Edn = /< 3 d1， 


利用 高 斯 定理 , 可 以 变 为 w 在 包围 整个 四 维 体积 的 超 曲面 上 的 积分 . 既然 场 
的 变 分 在 积分 边界 上 为 零 , 那么 这 一 项 应 该 为 零 . 因此 , 变 分 85s 等 于 名 


B96 = —- / (mm - jx 有 Sg* VBdn. (95.2) 
我 们 指出 ,假如 从 场 的 作用 量 的 表达 式 
5= -二 x/ GV-gan 


出 发 , 那么 ,我们 就 会 得 到 





-i /| 90D 90D seran 








Br! Og'k 
9 Oz! 
将 此 式 与 (95.2) 比较 , 我 们 得 到 下 面 的 关系 式 : 
~ _1l, p-_! JeCv-B) _ 9 dGVv-e) 
Rik 3BikR = Vg Ogik Or! Ogik (95.3) 





Or! 
对 于 物质 的 作用 量 的 变 分 , 根据 (94.5) 式 立 即 可 以 写 出 


Om 一 Dr ev —gd 12, (95.4) 


式 中 ,Tp 是 物质 (包括 电磁 场 在 内 ) 的 能 量 动量 张 量 . 由 于 引力 常数 太 小 ， 
只 有 对 于 质量 足够 大 的 物体 , 引力 相互 作用 才 起 作用 . 因此 , 在 研究 引力 场 
时 , 我 们 通常 应 该 讨论 宏观 物体 . 与 此 相应 , 对 于 Tx, 我 们 通常 应 当 用 表达 
式 (94.9) . 
因此 , 从 最 小 作用 量 原理 85 + 85。 = 0, 我 们 求 得 : 


87k zk 
-x / (a ik 一 sgikR eT ) g VvV-—ed? =0, 


@ 在 此 , 我 们 指出 一 个 有 趣 的 情况 . 假如 我 们 将 ri, 作为 独立 变量 , gik 作为 常数 , 然后 用 
ri, 的 表达 式 (86.3) 来 计算 变 分 5 / RV-&an (用 (92.7) 式 的 Ris), 则 容易 验证 ,其 结果 恒 为 
零 . 反之 , 如 果 要 求 上 述 变 分 等 于 零 , 则 也 可 以 确定 Pi, 和 度 规 张 量 间 的 关系 . 
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由 于 6g™ 的 任意 性 , 从 此 得 到 : 


1 Sk 
Rik 一 58ikh = Lik, (95.5) 
或 者 , 写成 混合 分 量 的 形式 ， 
Re 一 788R 7 (95.6) 


这 就 是 所 求 的 引力 场 方程 一 -广义 相对 论 的 基本 方程 , 它们 被 称 做 爱 因 斯 
坦 方程 . 
将 (95.6) 对 于 指标 i 和 缩 并 , 我 们 求 得 


87k 
( 工 = 7). 因此 场 方 程 也 可 以 写成 
Sk 1 
Psk 一 -二 (mm 一 jsuxTj (95.8) 


爱 因 斯 坦 方程 是 非 线 性 方程 . 因此 , 对 于 引力 场 , 敬 加 原理 是 不 适用 的 ， 
这 个 原理 只 在 弱 场 近似 时 才 成 立 , 这 种 条 件 下 人 允许 对 爱 因 斯 坦 方 程 进行 线性 
化 (尤其 适用 于 经 典 的 牛顿 极限 下 的 引力 场 , 参见 899) . 

在 真空 中 ,Ti = 0, 引力 场 的 方程 化 为 方程 


Ri = 0. (95.9) 


我 们 提醒 , 这 绝 不 意味 着 , 在 真空 中 时 空 是 平 直 的 ; 要 为 平 直 的 , 就 必须 满 
足 更 为 严格 的 条 件 Rikim = 0. 

电磁 场 的 能 量 动 量 张 量 有 了 =0 的 特性 ( 见 (33.2) 式 ) . 从 (95.7) 可 
知 , 在 仅 有 电磁 场 出 现 而 没有 任何 质量 的 情形 下 , 时空 的 曲率 标量 为 零 . 

如 我 们 所 知道 的 , 能 量 动量 张 量 的 散 度 为 零 : 





Tix = 0. (95.10) 


因此 方程 (95.6) 的 左边 的 散 度 应 当 为 零 . 按照 恒等式 (92.13) 实际 上 正 是 如 
此 . 

因此 ,方程 (95.10) 实质 上 已 经 包含 在 场 方程 (95.6) 之 内 . 男 一 方面 , 方 
程 (95.10) 表示 能 量 守 恒定 律 和 动量 守恒 定律 , 还 包含 我 们 所 研究 的 能 量 动 
量 张 量 所 属 的 物理 体系 的 运动 方程 ( 即 物质 粒子 的 运动 方程 或 第 二 对 麦克 斯 
韦 方程 ). 


- 310 . 第 十 一 章 引力 场 方 程 


于 是 , 引力 场 方程 也 包含 产生 这 个 场 的 物质 本 身 的 方程 . 因此 产生 引力 
场 的 物质 的 分 布 和 运动 状态 是 绝对 不 能 随意 给 定 的 . 相反 , 它们 应 该 (通过 
求解 给 定 初始 条 件 的 场 方程 ) 与 自身 产生 的 场 同 时 确定 . 

我 们 注意 到 这 种 情况 和 电磁 场 情况 的 原则 性 区 别 . 电磁 场 的 方程 (麦克 
斯 韦 方程 ) 仅仅 包含 总 电荷 守恒 的 方程 (连续 性 方程 ) , 但 是 不 包含 建立 场 的 
电荷 的 运动 方程 . 因此 电荷 的 分 布 和 电荷 的 运动 可 以 任意 规定 , 只 假设 总 电 
荷 不 变 就 行 了 , 给 定 电荷 分 布 , 借助 于 麦克 斯 韦 方程 ,就 决定 了 电荷 所 产生 
的 场 . 

然而 必须 指出 , 在 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 的 情形 , 为 了 完全 决定 物质 的 分 
布 和 运动 , 还 必须 引入 物 态 方程 (当然 并 不 包 合 在 场 方程 中 ), 即 联系 物质 压 
强 与 密度 的 方程 , 该 方程 应 该 与 场 方 程 同 时 给 出 9. 

四 个 坐标 zx? 可 以 接受 任意 的 变换 , 用 这 些 变 换 , 我 们 可 以 给 张 量 gix 的 十 
个 分 量 中 任意 四 个 赋值 . 因此 gix 的 各 分 量 中 未 知 的 独立 因数 只 有 六 个 .此 外 ， 
在 物质 的 能 量 动量 张 量 中 出 现 的 四 维 速 度 必 的 分 量 , 彼此 之 闻 有 wivw: ==1 的 
关系 存在 , 因而 , 它们 之 中 只 有 三 个 是 独立 的 . 因此 , 我 们 相应 地 有 十 个 场 
方程 (95.5), 它们 确定 十 个 未 知 数 : 六 个 gixk 的 分 量 , 三 个 vw 的 分 量 和 物质 
密度 s/c2 (或 它 的 压强 p) . 真空 中 的 引力 场 一 共存 在 六 个 未 知 量 (gik 的 分 
量 ), 并 且 相 应 地 , 独立 场 方程 的 数量 也 会 减少 : 十 个 方程 Ri = 0 由 四 个 恒 
等 式 (92.10) 联系 起 来 . 我 们 指出 爱 因 斯 坦 方程 的 结构 的 几 个 特殊 性 . 他 们 是 
二 阶 偏 微分 方程 组 . 但 并 非 十 个 分 量 gx 对 时 间 的 二 阶 导数 全 部 都 包含 在 方 
程 中 . 实际 上 , 从 (92.1) 可 以 看 出 , 对 时 间 的 二 阶 导 数 只 包含 在 曲率 张 量 的 
分 量 Rooog 中 , 它们 表现 为 -gua/2 的 形式 ( 圆 点 表示 对 zx? 微分 ); 度 规 张 量 
的 分 量 go。 和 goo 的 二 阶 导 数 一 般 不 出 现 . 因此 可 以 明白 ,通过 对 曲率 张 量 
进行 缩 并 而 得 到 的 张 量 Rik， 以 及 方程 (95.5) 同样 只 包含 六 个 空间 分 量 gogp 
对 时 间 的 二 阶 导 数 . 

同样 容易 看 到 , 这 些 导 数 只 包含 在 8 方程 (95.6) 中 , 就 是 说 , 在 下 列 方 
程 中 


RA 754R ~ ts (95.11) 
方程 9 和 0，, 即 方程 
RY -2R- yg, Ro = 7 (95.12) 


@ 实际 上 物 态 方程 联系 着 不 是 两 个 ,而 是 三 个 热力 学 量 , 例如 物质 的 压强 . 密度 和 温度 . 但 
是 在 引力 理论 的 应 用 中 , 这 点 并 不 重要 , 因为 这 里 使 用 的 近似 的 物 态 方 程 事实 上 与 温度 无 关 ( 例 
如 ,针对 稀薄 物质 的 方程 p = 0, 针对 强烈 压缩 物质 的 极端 相对 论 方程 p = s/3 以 及 其 他 类 似 情 
形 ). 
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仅 包含 对 时 间 的 一 阶 导数 . 在 这 种 情况 下 经 检验 可 以 确认 , 通过 对 Rw 进 
行 缩 并 来 构造 量 RO 和 R9 - =R (有 _ Ra) 时 ，Rooos 形式 的 分 量 的 确 消 
挥 了 . 从 人 恒等式 (92.10) 可 以 更 容易 地 看 出 这 一 点 , 将 其 写成 如 下 形式 : 


1 i 
(a — SR) = 一 (® 一 了 6 R) (95.13) 

(i 二 0,1,2,3). 包含 在 这 个 等 式 右边 的 对 时 间 的 高 阶 导 数 是 二 阶 导 数 ( 正 是 
出 现在 量 Re, RR 里 的 ). 由 于 (95.13) 是 恒等式 , 那么 它 的 左边 应 该 相应 地 包 
含 不 高 于 二 阶 的 对 时 间 的 导数 . 但 对 时 间 的 一 阶 求 导 已 经 在 其 中 以 显 式 的 形 
式 出 现 ; 因此 表达 式 R? 一 ( 引 R)/2 本 身 能 够 包含 不 高 于 一 阶 的 对 时 间 的 导数 . 

不 仅 如 此 , 方程 (95.12) 的 左边 也 不 包含 一 阶 导数 go。 和 goo (而 仅 包含 
导数 gp) . 实际 上 , 在 所 有 的 [Tiki 里 , 只 有 Feoo 和 moo 包含 这 些 导数 ,而 
这 些 量 照样 也 只 包含 在 Romog 形式 的 曲率 张 量 的 分 量 里 面 , 这 些 分 量 , 正如 
我 们 知道 的 那样 , 在 对 方程 (95.12) 的 左边 进行 构造 的 时 候 被 消 掉 了 . 

如 果 有 兴趣 求解 给 定 初始 (按时 间 ) 条 件 下 的 爱 因 斯 坦 方程 , 那么 就 会 
出 现 这 样 一 个 问题 , 能 够 任意 给 定 多 少 个 量 的 初始 空间 分 布 . 

二 阶 方程 的 初始 条 件 应 该 包括 被 微分 量 本 身 , 以 及 它们 对 时 间 的 一 阶 导 
数 的 初始 分 布 . 但 是 由 于 在 当前 条 件 下 方程 只 包含 六 个 ga 的 二 阶 导数 , 因 
此 在 初始 条 件 里 不 能 任意 给 定 所 有 的 gi 和 gi. 于是, 可 以 给 出 (除了 物质 
的 速度 和 密度 外 ) 函数 gae 和 gae 的 初 值 , 在 这 之 后 从 4 个 方程 (95.12) 确 
定 goa 和 goo 允许 的 初 值 ; 在 方程 (95.11) 里 go 和 goo 的 初 值 仍然 是 任意 的 . 

在 以 这 种 方式 给 定 的 初始 条 件 中 包含 一 些 困 数 , 其 任意 性 只 和 四 维 坐标 
系 选 取 的 任意 性 有 关 . 然而 只 有 那些 不 能 通过 任何 的 参考 系 选取 而 减少 其 数 
量 的 “物理 上 不 同 ” 的 任意 函数 才 具 有 现实 的 物理 涵义 . 从 物理 上 的 理解 容 
易 看 到 , 这 个 数目 等 于 8: 初始 条 件 应 该 给 出 物质 密度 及 其 速度 的 三 个 分 量 
的 分 布 ,以 及 表征 (不 存在 物质 情形 下 ) 自由 引力 场 的 四 个 量 (参见 后 面 的 
§107) ; 对 于 真空 中 的 自由 引力 场 , 初始 条 件 只 应 给 出 最 后 四 个 量 . 


习 是 
写 出 恒定 引力 场 的 方程 , 将 对 空间 坐标 的 全 部 微分 运算 表示 为 在 带 有 度 

规 yap (84.7) 的 空间 中 求 协 变 导 数 的 形式 . 
解 : 引入 表达 式 goo 二 hh,goa = 一 hga (88.11) 和 三 维 违 度 yca (88.10) . 下 


文中 涉及 三 维和 失 量 ga, v* 和 三 维 标 量 hh 指标 的 升 高 和 降低 以 及 协 变 微分 的 
全 部 运算 都 在 带 有 度 规 Ya8 的 三 维 空间 里 进行 . 
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要 寻找 的 方程 相对 于 下 面 的 变换 应 该 保持 不 变 : 
TT, 20 一 20 十 zc)， (1) 


该 变换 不 会 改变 场 的 稳 态 性 质 . 但 在 这 种 转换 之 下 ,容易 示 明 (参见 888 第 一 
个 脚注 ) ,ga 一 ga 一 80f/0x?, 而 标量 hh 和 张 量 yap = 一 gag 十 Pgaug6 不 变 . 因 
此 可 以 明白, 要 于 找 的 通过 Yapg,hh 和 ga 表达 的 方程 仅 能 够 以 导数 组 合 的 形 
式 包含 gw, 这 些 导 数组 成 三 维 反 对 称 的 张 量 : 


al 一 党 Bad — ~ A) 2 
fop = Bp;a 一 ga 一 Fa 一 有 (2) 


该 张 量 相 对 于 上 面 指 出 的 变换 是 不 变 的 . 考虑 到 这 种 状况 ， 可 以 显著 简化 计 
算 , 只 要 (在 计算 出 全 部 出 现 于 Rik 里 的 导数 之 后 ) 令 go =0 和 gop 十 gp;a = 


0%. 
克 里 斯 托 夫 符号 是 : 
0 1 
1oo = 58 ho, 
0 1 "CY 
lo0= 3h : 
1 h 
0 二 ”一 一 用 . — eo». 
Too = pF ha 十 758 fap+ ? 
h 1 
Tb = sfe" — 588h’®, 
1l /Oga , Ogp8 1 
, ee 一 全 全 SR Er = 2 了 和 是 
‘op = -3 (2 3h (ENB + Bphio) + gr Nap + 


[4 (X h (x (了 
Tg» = 入 5- 一 pA +gyfp")+... 


这 里 省 略 掉 的 项 (用 省 略 号 代替 ) 是 矢量 go 的 分 量 的 二 次 形式 ; 在 Rk (92.7) 

中 进行 微分 后 我 们 令 ga = 二 0, 此 时 这 些 项 分 明 会 消失 . 在 计算 中 使 用 了 公式 

(84.9) , (84.12) , (84.13) ; 和 8, 是 按照 度 规 Yap 构建 的 三 维 克 里 斯 托 夫 符号 . 张 

量 Ti 按照 公式 (94.9) 计算 ,其 中 ww 来 自 (88.14) (此 处 我 们 同样 令 go = 0). 
从 (95.8) 的 计算 结果 得 到 下 列 方程 : 








1 1 . h 8TK | e+p E 一 力 

一 二 ;Oo 一 apb = 一 

= Roo FV + 41opf = i (3) 
人 


@ 为 避免 误解 我 们 强调 , 这 种 给 出 了 正确 场 方程 的 简化 计算 方法 , 会 不 适用 于 计算 Rik 自 
己 的 任何 分 量 , 因为 它们 相对 于 变换 (1) 不 是 不 变 的 . 方程 (3) 一 (5) 左边 指出 了 里 奇 张 量 的 那 
些 分 量 , 它们 实际 上 等 于 写 出 的 表达 式 . 这 些 分 量 相 对 于 变换 (1) 是 不 变 的 . 
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1 ja Vh,ag 3 ,ag 8TK pi+e wv 
eo 
Rae = Pop + 2forf6 — (VE)e 
2 Vh 
oanB _ 5 
8xk | (p+ e)vw 本 To (5) 


A 
这 里 Po6 是 由 Yap 构建 的 三 维 张 量 , 正如 由 gik 构建 RK 一样 @ 
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在 没有 引力 场 存 在 时 , 物质 (连同 电磁 场 ) 的 能 量 守 恒定 律 和 动量 守恒 
定律 是 以 方程 
OT'ik 


Or 


来 表示 的 , 这 个 方程 推广 到 有 引力 场 的 情形 是 方程 (94.7): 


Tk 一 1 O(TFV-e) _ 10gki mn 
ik Vg Ork 2 Ori 


然而 在 这 种 形式 中 ,这 个 方程 一 般 说 来 并 不 表示 任何 守恒 定律 多 . 这 种 
情况 与 下 述 事实 有 关 ， 即 在 引力 场 中 , 应 该 守恒 的 不 是 单独 物质 的 四 维 动量 
而 是 物质 和 引力 场 的 四 维 总 动量 ; 后 者 并 未 包含 在 T* 的 式 子 之 内 . 

为 了 决定 守恒 的 引力 场 和 其 中 物质 的 四 维 总 动量 , 我 们 以 如 下 方式 进行 
(L. D. Landau , E. M. Lifshitz, 1947) 外. 我 们 这 样 来 选择 坐标 系 , 使 在 时 空 的 
某 一 给 定点 上 , 所 有 8gik 的 一 阶 导 数 都 为 零 (这 时 ，gik 自身 不 一 乍 具 有 伽 利 
略 值 ) . 那么 , 这样, 在 该 点 , 方程 (96.1) 中 的 第 二 项 消失 , 而 在 第 一 项 中 ， 


@ 在 度 规 依赖 于 时 间 的 一 般 情况 下 , 爱 因 斯 坦 方 程 也 可 以 用 类 似 的 方式 写 出 . 方程 中 除 空 
间 导 数 外 也 会 包含 量 yag,ga,h 的 时 间 导 数 . 参见 A. 1. 3enbmanos//HAH CCCP. 1956. T. 107. 
C. 815. (A. L. Ze manov, Doklady Acad, Sci., U.S,S.R. 107, 815(1956)). 

A 大 加 S OV-—gT* 

@ 事实 上 , 积分 fz V8d5S 要 守 便 ,就 必须 满足 条 件 一 = 0, 而 不 是 满足 (96.1) ， 
在 曲线 坐标 中 进行 829 里 在 介 利 略 坐 标 中 所 作 的 一 切 计 算 就 很 容易 证 明 这 一 点 . 除 此 以 外 ,只 须 
注意 下 面 的 事实 就 够 了 , 这 些 运算 是 纯 形 式 的 , 与 相应 的 量 的 张 量 特性 无 关 , 这 像 高 斯 定理 的 
证 明 一 样 , 后 者 在 曲线 坐标 中 的 形式 (83.17) 和 在 箔 卡 儿 坐标 的 形式 是 一 样 的 . 

四 ye ns 即将 公式 (94.4) 应 用 到 引力 场 ,将 A= 一 VE 代 人 和 人. 但 是 ， 
必须 着 重 指出 , 这 个 公式 只 能 应 用 到 以 不 同 于 gix 的 量 g 来 描写 的 物理 体系 ; 因此 , 这 个 公式 不 
能 应 用 到 为 gix 0 注意 , 在 (94.4) 式 中 以 G 代替 4 时 ,我 们 得 到 的 不 过 是 
零 而 已 , 这 一 点 从 关系 式 (95.3) 和 真空 中 的 场 方程 可 以 直接 看 出 ， 





=0. (96.1) 
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可 以 将 Vg 从 微分 符号 内 提出 , 因而 留 下 的 是 


或 者 , 以 逆 变 分 量 表示 ， 

Tik 

Bre = 0. 
恒 满 足 这 个 方程 的 量 Tw 可 以 写成 下 面 的 形式 : 
0 i 
Bt" kl 


式 中 , ie 是 对 于 指标 上 ,! 为 反对 称 的 量 : 


Tik 2 


对 于 Re , 按照 (92.1), 我们 有 


kp 1,; Og Og Og Og 
ik yim ykp yin Pp mn nm mp 
a 0 8 (天 要 “zz BrmOr Dor } 


(值得 提醒 一 下 , 在 我 们 所 考虑 之 点 ,所 有 Th 二 0) . 经 过 简单 的 变换 , 张 量 
T 可 以 化 为 下 面 的 形式 : 


0 c4 a 
三 er gig"). 


花 括 台 内 的 式 子 对 于 友和 ! 是 反对 称 的 ,这 就 是 我 们 在 上 面 用 wy* 来 代表 
的 量 . 既然 gix 的 一 阶 导数 在 所 考虑 之 点 为 零 , 因子 1/(-g) 可 以 从 微分 符号 
9/9z! 下 提出 . 我 们 引入 符号 





0 


Oe A (96.2) 
Am = Ef g)(e"g™— gg™); (96.3) 

jie 的 各 量 对 于 有 和 1 是 反对 称 的 : 
pikl Pak (96.4) 


这 时 , 我 们 可 以 写 出 
Ophikt! i 
Br 一 (一 5)T”. 
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这 个 关系 是 在 Dgik/azr: = 0 的 假设 下 导出 的 , 在 过 渡 到 任意 的 坐标 系 时 
不 再 有 效 . 在 一 般 情形 下 , 差 6hit!/B8x! - (-g)Ti* 不 等 于 零 ; 我 们 用 (一 g) 古 
来 代表 这 个 差 . 于 是 , 根据 定义 , 我 们 有 
Ohik! 


ik iky oR 
(TE +E) = Br. 


(96.5) 
t* 对 于 i 和 上 是 对 称 的 : 
Pt. (96.6) 


这 可 以 直接 从 它们 的 定义 看 出 , 因为 像 张 量 T* 一 样 , 导数 6hit!/Bz! 也 是 对 
称 的 量 . 用 R* 表示 7 , 按照 爱 因 斯 坦 方程 , 可 得 关系 式 : 





4 和 2kl 
(—g) {总 (本 一 sR) + 地 | = (96.7) 
经 过 相当 元 长 的 运算 , 从 上 式 中 可 以 得 到 下 面 的 针对 志 的 表达 式 : 


人 {ri re, — Tolh, — Thlhp)(e 8 ™ — grg™)+ 
tg e™"(IhTRa +t Tal = TET, — TE TR,)+ i 
te tig™ (TIP +t TinlE — Ti,Th, — Ti TR,)+ 
tg "g(t — Ti ls,)), 
或 者 , 直接 用 度 规 张 量 的 分 量 的 导数 表示 : 


c4 二 上 .2 
(~—g)t™* = i | a 58 Blmg gpm 一 


—(g'gmng”” ,pg TL 十 pb ,pg 7 ) 十 gimg"?g" nd ,p 十 (96.9) 
1 , 
二 (28 5 gg "™)(2gnpgar ey gpgEnr)g”” 1979 mn ) 


其 中 g = V-gg*, 而 指标 “,i” 表 示 对 zi 的 普通 微分 . 

ti 有 一 个 本 质 上 的 特性 ， 就 是 它们 不 构成 一 个 张 量 ; 如 果 注 意 到 在 
Dj /9r: 内 出 现 的 是 普通 导数 而 不 是 协 变 导数 , 就 已 经 可 以 看 到 这 一 点 . 然 
而 既是 用 量 及 ,表示 的 ,而 后 者 在 坐标 的 线性 变换 下 与 张 量 的 表现 一 样 ( 见 
$85) , 所 以 , 同样 的 情况 对 于 t* 也 能 应 用 . 

从 定义 (96.5) 可 知 ,7T 尖 十 如 恒 满 足 方程 


8 
人 十 好) = 0. (96.10) 
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这 表明 , 对 下 面 的 量 , 守恒 定律 是 成 立 的 . 
Pi= - / (~g)(Ti + tk)dS,. (96.11) 


在 没有 引力 场 时 ， 在 伽利略 坐标 中 ， 姓 =0， 而 上 面 的 积分 化 为 
= | Tras 即 化 为 物质 的 四 维 动量 . 因此 , 量 (96.11) 应 当 是 物质 和 引 


力 场 的 四 维 总 动量 . t* 诸 量 的 集合 称 为 引力 场 的 能 动 懂 张 量 . 
(96.11) 中 的 积分 可 以 在 包括 整个 三 维 空间 的 任何 无 穷 大 的 超 曲 面 上 进 
行 . 假如 我 们 选择 超 曲 面 z0 = const 作为 这 个 面 , 那么 , 产 可 以 写 为 三 维 空 
间 积 分 的 形式 : 
P' = / (—g)(T™ +t")dV. (96.12) 


物质 和 场 的 四 维 总 动量 表示 为 (-g)(T 尖 十 艳 ) 的 积分 形式 , (一 g)(T 太 十 夫 ) 
对 于 指标 i, & 是 对 称 的 , 这 个 事实 非常 重要 . 它 表明 由 下 式 定义 的 四 维 角 动 
量 ( 见 832) 满足 守恒 律 电 : 


M™ = / (zdP ~ z*dP') = 


= [iT 十 说 ) — zt(TH + #1)](-g)ds. (96.13) 


这 样 一 来 , 在 广义 相对 论 中 , 引力 物体 组 成 的 封闭 系统 中 总 角 动 量 也 是 守恒 
的 , 并 且 除 此 之 外 , 像 原 先 一 样 可 以 给 出 作 勺 速 运动 的 惯性 中 心 的 定义 .能 
够 作 这 样 的 定义 和 分 量 M?° 的 守恒 有 关 (对 比 814), 该 守恒 用 下 面 的 方程 表 
达 : 

7 J +t°%)(—~g)dV 一 J +1°)(-g)dV = const, 


所 以 惯性 中 心 的 坐标 由 下 式 给 出 : 
je+t)Caay 
/ (To +to0)(-sJdy 


选择 这 样 的 一 个 坐标 系 , 使 其 在 指定 的 体积 元 内 为 惯性 系 , 这 时 我 们 就 
能 够 使 所 有 的 大 在 时 空 的 任意 一 点 为 零 (因为 这 时 所 有 的 [hi 为 零 ) . 男 一 


@ 必须 指出 , 我 们 所 求 得 的 物质 和 场 的 四 维 动量 的 表达 式 绝 不 是 唯一 可 能 的 . 恰 丛 相反 ， 
我 们 有 无 穷 多 的 方法 (可 以 参看 , 例如 , 本 节 的 习题 ) 来 构造 出 这 些 表达 式 , 这 些 表达 式 在 没有 
场 存在 时 化 为 Te# , 而 当 沿 着 dS 积分 时 则 得 到 一 些 守 便 量 . 然而 , 我 们 所 做 的 选择 是 唯一 能 同 
时 满足 以 下 两 个 条 件 的 选择 : 它 让 场 的 能 动 履 张 量 仅 包 含 对 gix 的 一 阶 (没有 更 高 阶 的 ) 导数 
(从 物理 学 的 观点 来 看 , 这 条 件 是 完全 自然 的 ), 且 又 保证 能 动 寿 张 量 的 对 称 性 (因而 可 以 得 出 
角 动 量 守恒 定律 ) . 


xX° (96.14) 
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方面 , 在 平 直 空 间 中 , 即 在 没有 引力 场 时 , 只 要 我 们 用 曲线 坐标 代替 笛 卡 儿 
坐标 , 我 们 就 能 得 到 不 等 于 零 的 妞 . 因此 , 在 任何 情形 下 , 谈论 引力 场 能 量 
在 空间 的 定 域 化 是 没有 意义 的 . 假如 张 量 Tii 在 某 一 世界 点 为 零 , 那么 , 在任 
何其 他 参考 系 中 也 是 这 样 ,因而 我 们 可 以 说 在 这 一 点 没有 物质 或 电磁 场 . 相 
有 反 地 ,从 一 个 寿 张 量 在 一 个 参考 系 的 某 一 点 为 零 的 事实 , 根本 就 不 能 断定 ， 
在 另外 一 个 参考 系 中 也 是 如 此 , 因此 , 谈 在 某 个 地 方 到 底 有 没有 引力 能 是 无 
意义 的 . 它 完 全 与 下 面 的 事实 相应 ， 即 只 要 坐标 选择 得 适当 , 我 们 能 够 “ 消 
除 ” 在 一 给 定 体积 元 内 的 引力 场 , 同时 , 根据 我 们 在 上 面 所 说 的 , 寿 张 量 t** 
在 这 个 体积 元 内 也 将 消失 . 

但 是 量 Pi (物质 和 场 的 四 维 动量 ) 却 有 完全 确定 的 意义 , 刚好 在 基于 物 
理 考虑 所 需要 的 程度 上 与 参考 系 的 选择 无 关 . 

让 我 们 划分 出 一 个 包含 着 所 研究 全 部 质量 的 一 个 空间 区 域 . 随 着 时 间 的 
流逝 ,这 个 区 域 在 四 维 时 空 内 市 出 一 条 “通道 ”. 在 这 个 “通道 ”以 外 , 场 是 
减 小 的 , 因而 四 维 空间 逐渐 趋 回 平 直 . 由 于 这 个 原因 , 在 计算 场 的 能 量 与 动量 
时 , 显然 我 们 必须 选择 这 样 的 四 维 参考 系 , 使 得 离 “通道 "足够 远 处 , 坐标 系 
转变 为 伽利略 系 , 而 所 有 的 t* 都 为 零 . 

根据 这 个 要 求 , 参考 系 当 然 绝 不 是 唯一 确定 的 , 它 在 “通道 ”以 内 还 可 
以 任意 地 选择 . 然而 , 就 量 P' 的 物理 意义 而 言 , 它们 与 “通道 ”内 坐标 系 的 
选择 完全 无 关 . 实际 上 , 我 们 来 考察 两 个 坐标 系 , 在 “通道 ”内 是 不 同 的 , 但 
在 远离 “通道 ”的 地 方 , 这 两 个 坐标 系 转 变 为 同一 个 伽利略 坐标 系 ,我 们 来 
比较 在 这 两 个 参考 系 内 的 四 维 动量 Pi 和 Pi 在 确定 的 “时 刻 ”zx9 和 zx? 的 值 . 
我 们 引入 第 三 个 坐标 系 , 这 个 坐标 系 在 时 刻 zx? 在 “通道 ”内 与 第 一 个 参考 系 
统 重合 , 在 时 刻 xz” 与 第 二 个 参考 系 重合 , 而 在 “通道 ”以 外 , 则 是 伽利略 坐 
标 系 . 根据 能 量 守 恒 和 动量 守恒 定律 , 量 Pi 是 不 变 的 (dPi/dzx? = 0). 这 对 于 
第 三 个 坐标 系 是 如 此 ,对 于 前 两 个 也 是 如 此 ,从 此 可 以 断定 P' = P*, 这 即 
是 要 证 明 的 . 

前 面 已 经 提 过 , 量 起 在 坐标 的 线性 变换 下 与 张 量 的 表现 一 样 . 因此 ，P 
对 于 这 样 的 变换 构成 一 个 四 维 矢 量 , 就 特例 言 之 , 它 对 于 在 无 穷 远 处 将 一 个 
伽利略 参考 系 转换 成 男 一 个 伽利略 参考 系 的 洛 伦 兹 变换 也 是 这 样品 . 

四 维 动量 Pr 同时 可 以 表示 为 沿 着 远 处 的 三 维 曲面 的 积分 形式 , 该 曲面 
囊括 “整个 空间 ”. 将 (96.5) 代入 (96.11) , 我 们 得 到 

1 DPap; 
Ye Br ~*: 
@ 严格 地 说 , 在 定义 式 (96.11) 中 ，, P: 仅 对 于 行列 式 等 于 1 的 线性 变换 是 四 维 矢量 ; 而 这 


里 有 关 的 是 那些 具有 物理 意义 的 洛 伦 兹 变换 . 如 果 人 允许 带 行列 式 不 等 于 1 的 变换 , 那么 在 定义 
Pi 时 应 该 引入 无 穷 远 处 的 数值 g, 即 在 (96.11) 的 左边 用 VgwP' 取代 Pi. 


PP’ 
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利用 (6.17) 式 , 这 个 积分 可 以 化 为 在 普通 曲面 上 的 积分 : 
1 。 
Pe 几 phiridfe. (96.15) 


假如 我 们 选择 超 曲 面 z0 = const 作为 (96.11) 中 的 积分 面 , 那么 , (96.15) 中 
的 积分 面 就 变 为 纯粹 的 空间 曲面 号 : 


1 | 
P’:= 2 ¢ hodfo. (96.16) 


我 们 发 现 , 如 同 在 8105 里 将 要 指出 的 那样 , 在 定 态 情况 下 数值 hioe 在 
离 物 体 较 远 距离 处 按照 1/r2 的 规律 减 小 , 因此 积分 (96.16) 在 积分 曲面 处 于 
无 穷 远 处 是 有 限 的 . 

为 了 推导 角 动 量 的 类 似 公式 , 将 (96.5) 代入 (96.13), 并 且 将 hit 表示 
为 《96.2) 的 形式 . 然后 进行 “分 部 ”积分 , 求 得 : 


1 .O02 Arlmn DB2 Mmn 
Dh ? _~k 2 一 
C / (2 BzmBz ~ BoB ) a 


.DMKkimn Ummn | kimmn imn 
1 (22 _ OX am- 人 Be” _ Gh OX )as- 

















”2c Br" Or" m Orn Ox 
_1 iy klm _ kyilm 5- /| 专 klin _ ilkn 
-过 yc prim ~ ohhim)dfin — = 人 Fs Oe -Aien)d5t 
从 数值 和 im 的 定义 容易 看 到 
An a AKlin = Milnk 
所 以 剩 下 的 沿 dS 的 积分 等 于 


下 0 1 1 


c OZm 
最 后 , 再 次 选择 纯粹 的 空间 得 面 做 积分 , 最 终 得 到 : 


Mik ee rthioo 二 i Ce (96.17) 


@ djx* 这 个 量 是 “垂直 ”于 面 元 的 , 它 与 切面 "元 dfik 的 关系 是 (6.11) :df = Seikimdf™. 
在 垂直 于 z? 轴 的 超 曲面 的 边界 面 上 , 对 于 df*™, 只 有 4,m = 1,2,3 的 那些 分 量 不 为 零 , 因此 对 
于 df% ,只 有 当 i 和 之 中 有 一 个 为 零 时 ,df*% 相应 的 分 量 才 不 为 零 . 分 量 df*, 不 是 别 的 , 就 是 
普通 曲面 的 三 维 元 的 分 量 , 我 们 简 以 df 表 之 . 
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习 古 
利用 公式 (32.5) ,， 求 物质 和 引力 场 的 四 维 总 动量 的 表达 式 . 
解 : 在 曲线 坐标 中 , 代替 (32.1) ,我 们 有 
9 一 / AV-gdV dt, 


因此 ,为 了 得 到 一 个 守恒 的 量 , 我 们 必须 在 (32.5) 中 以 AV=& 代替 4, 因此 ， 
四 维 动量 有 下 面 的 形式 : 


qt Oa(V-8A) 
m=/ [i+ DH os) 0 


在 将 这 个 公式 应 用 于 物质 时 ,对 于 该 物质 ,gq 中 与 gi 不同, 我 们 可 以 将 VE 

从 微分 符号 下 提出 ,被 积 涵 数 就 可 以 化 为 VETK, 此 处 的 Tk 是 物质 的 能 量 
如 

动量 张 量 . 当 我 们 将 同一 公式 应 用 于 引力 场 时 ， 必 须 使 4= 一 KG， 而 qt 

是 度 规 张 量 gik 的 分 量 . 场 和 物质 的 四 维 总 动量 因此 等 于 





利用 G 的 表达 式 (93.3) ， 可 以 将 上 式 变 为 


ni 人 ev 


和 - 未 |cv=5 + Tk 人 TE Ye) _ Vas. 


在 花 括 号 内 的 第 二 项 是 在 没有 物质 时 引力 场 的 四 维 动量 , 被 积 函 数 对 于 指标 
1 天 是 不 对 称 的 ,因此 我 们 不 能 得 到 角 动 量 守恒 定律 . 
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就 像 我 们 从 884 节 所 知 的 那样 , 能 够 在 空间 的 不 同 点 同步 时 钟 的 条 件 可 
归结 为 度 规 张 量 的 分 量 gou 等 于 零 . 除 此 之 外 , 如 果 goo = 1, 那么 时 间 坐 标 
zo = 上 表示 空间 内 每 点 处 的 固有 时 @ . 我 们 把 满足 条 件 


g00==1, goa=0 (97.1) 
的 参考 系 称 做 同步 参考 系 . 在 这 样 的 参考 系 内 间隔 元 由 下 式 给 出 : 


ds2 = dt? — yapdzr° dz?, (97.2) 
@ 在 本 节 中 我 们 令 c=1. 
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并 且 空 间 度 规 张 量 的 分 量 与 gap 的 分 量 相 等 (不计 正 负 号 ): 
YaB 三 一 8Bap. (97.3) 


在 同步 参考 系 中 时 间 线 就 是 四 维 空 间 里 的 测 地 线 . 实际 上 ， 与 世界 线 
zl,zZ2,23 二 const 相 切 的 四 维 矢 量 wi = dx’/ds 具有 分 量 we = 0,u? = 1, 并 且 
目 动 满足 测 地 方程 : i 

oe + Thuru! = Tio = 0, 
因为 由 条 件 (97.1) , 克 里 斯 托 夫 符号 T%, IT% 恒 等 于 零 . 

同样 容易 看 到 , 这 些 线 垂直 于 超 曲面 t=const. 实际 上 , 垂直 于 这 样 的 超 
曲面 的 四 维 矢 量 n; = 89t/6z: 具有 协 变 分 量 na = 0,no = 1. 由 条 件 (97.1) , 相 
应 的 逆 变 分 量 也 是 ne = 0,m? = 1, 就 是 说 , 等 同 于 时 间 线 的 切线 的 四 维 矢 量 
wv’ 的 分 量 . 

反 过 来 , 这 些 性 质 可 用 于 任意 时 空 内 同步 参考 系 的 几何 构建 . 为 此 我 们 
选择 某 一 类 空间 超 曲 面 作 为 起 点 ,就 是 说 , 在 该 超 曲面 每 一 点 上 的 法 线 具 有 
类 时 方向 (位 于 以 该 点 为 顶点 的 光 锥 内 部 ); 在 这 样 的 超 曲面 上 的 所 有 间隔 
元 都 是 类 空 的 . 然后 建立 垂直 于 这 个 超 曲面 的 一 簇 测 地 线 . 如果 现在 选择 这 些 
测 地 线 作为 时 间 坐 标 线 , 并 且 把 时 间 坐 标 上 二 定义 为 从 起 始 超 曲面 算 起 的 测 地 
线 的 长 度 s, 我 们 就 得 到 同步 参考 系 . 

显然 , 这 样 的 构建 , 以 及 同步 参考 系 的 选择 原则 上 总 是 可 能 的 . 此 外 , 这 
个 选择 还 不 是 唯一 的 . 形 如 (97.2) 的 度 规 允许 进行 不 影 喝 时 间 的 任何 空间 坐 
标 变 换 , 除 此 之 外 , 还 允许 在 几何 构建 时 , 有 一 个 和 选择 起 始 超 曲 面 的 任意 
性 相对 应 的 变换 

解析 地 变换 到 同步 参考 系 原 则 上 可 以 借助 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 进行 . 这 
个 方法 的 原理 在 于 引力 场 中 粒子 的 轨迹 恰好 是 测 地 线 . 

在 引力 场 中 粒子 (其 质量 定 为 1) 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 为 

jk dT dT 
8 dzidzk 
(这 里 我 们 将 作用 量 表示 为 +) . 它 的 全 积分 具有 如 下 形式 : 





= 1 (97.4) 


T= f(€°,2') + A(E®), (97.5) 


其 中 了 是 四 个 坐标 xz* 和 三 个 参数 £2 的 函数 ; 第 四 个 常数 4 看 做 三 个 &° 的 
任意 函数 . 根据 7 的 这 种 表示 , 令 导 数 87/9é? 等 于 零 , 就 可 以 获得 粒子 的 轨 


迹 方 程 ， 即 af 04 


Re (97.6) 
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对 于 参数 £° 的 每 组 给 定 值 , 方程 (97.6) 的 右边 具有 确定 的 固定 值 , 并 且 由 
这 些 方程 确定 的 世界 线 是 粒子 可 能 的 轨迹 之 一 . 选择 沿 着 轨迹 具有 恒定 值 的 
量 to 作为 新 的 空间 坐标 ,而 7 的 值 作 为 新 的 时 间 坐 标 , 我 们 就 得 到 同步 参 
考 系 ,， 并 且 所 求 的 从 旧 坐 标 到 新 坐标 的 变换 由 方程 (97.5) 、(97.6) 确定 . 实 
际 上 , 在 这 种 变换 中 时 间 线 的 测 地 性 自动 得 到 保证 , 并 且 这 些 线 将 垂直 于 超 
曲面 7=const. 最 后 一 点 显然 来 自 于 力学 类 比 : 垂直 于 超 曲 面 -Or/6x- 的 四 
维 矢 量 等 同 于 力学 中 粒子 的 四 维 动量 , 因此 其 方向 与 四 维 速度 必 重合 , 也 
就 是 说 与 轨迹 切线 的 四 维 矢量 重 合 . 最 后 , 方程 goo = 1 显然 得 到 满足 , 这 是 
由 于 作用 量 沿 轨迹 的 导数 -dr/ds 就 是 粒子 的 质量 , 我 们 将 其 取 做 1; 因此 
ldar/ds| = 1. 

我 们 在 同步 参考 系 中 写 出 爱 因 斯 坦 方 程 , 在 其 中 分 离 空间 和 时 间 的 微分 
运算 . 

引入 符号 


Oyap 
这 (97.7) 


以 表示 三 维度 规 张 量 的 时 间 导 数 . 这 些 值 自己 构成 三 维 张 量 . 对 三 维 张 量 xxap 
移动 指标 和 进行 协 变 微分 的 所 有 运算 都 将 在 带 有 度 规 ywg 的 三 维 空间 里 进 
行 @@. 我 们 指出 , 总 和 xe 是 行列 式 YY = |yap| = 一 g 的 对 数 的 导数 : 





Xa8 二 


一 -一 一 一 ln7. (97.8) 
针对 克 里 斯 托 夫 符号 求 得 表达 式 : 
OQ 1 人 1 
m= 0 0 op 5x6, Ta = 5 Th = XB (97.9) 


其 中 X93, 是 由 张 量 Yap 构成 的 三 维 克 里 斯 托 夫 符 号 . 按照 公式 (92.7) 的 计算 
导出 下 列 张 量 Rw 的 分 量 表达 式 


4 
1 
Foa = 3 (2 8 — 10) (97.10) 
ye a Pe i HY — 2 m8) 
aB 一 人 ap 7 Bt 4 aB/ry a“BYyY) 


这 里 Pag 是 由 ?yae 构造 的 三 维 里 奇 张 量 , 如 同 由 gix 构造 Rik; 下 文中 升 高 指 
标 和 协 变 微分 也 是 用 三 维度 规 yagp 进行 . 
@ 但 是 这 当然 不 适用 于 在 四 维 张 量 Ris ,Tit (参见 (88.12) 前 的 脚注 ) 的 空间 分 量 上 移动 指 


标的 运算 . 就 是 说 ,Te 应 该 像 过 去 那样 理解 为 gevTu+gpo7bu ,在 当前 情况 下 可 简化 为 g87YTy。， 
与 TevTva 差 个 正 负 号 ，. 
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我 们 把 爱 因 斯 坦 方程 用 混合 分 量 写 出 
Ro = -3 zx 次 = = 8nk (2 一 37 ) 8 (97.11) 
Re := (xi 一 lr = 8xkT), (97.12) 
RA 一 一 PhA 一 7 站 (VI) = 一 Sr (到 一 5) (97.13) 


同步 参考 系 的 特征 是 它们 的 非 稳 态 性 : 在 这 样 的 参考 系 中 引力 场 不 可 能 
是 恒定 的 . 实际 上 , 在 恒定 引力 场 中 应 该 有 xae = 0. 然而 在 存在 物质 的 条 件 
下 , 全 部 xxa6 变 为 零 在 任何 情况 下 都 会 与 方程 (97.11) 相 予 盾 ( (97.11) 右边 
不 为 零 ) . 我 们 可 以 从 (97.13) 得 出 , 在 真空 中 全 部 Po , 进而 三 维 曲率 张 量 
Po>5 的 全 部 分 量变 为 零 , 也 就 是 说 , 完全 不 存在 场 (在 有 欧 几 里 得 空间 度 规 
的 同步 参考 系 里 , 时 空 是 平 直 的 ) . 

同时 , 填 满 空间 的 物质 一 般 说 来 相对 于 同步 参考 系 不 能 静止 . 从 下 面 的 
原因 来 看 这 是 显而易见 的 , 即 内 部 有 压强 作用 的 物质 的 粒子 一 般 说 来 不 沿 着 
测 地 世界 线 运 动 ; 静止 粒子 的 世界 线 是 时 间 线 , 因而 是 同步 参考 系 中 的 测 地 
线 .“ 人 尘埃 状 ” 物质 (p = 0) 是 个 例外 情况 . 它 的 粒子 在 无 相互 作用 的 情况 下 
沿 测 地 世界 线 运 动 ; 在 这 种 情况 下 , 相应 地 , 参考 系 同步 性 的 条 件 与 它 同 物 
ee 对 于 其 他 的 物 态 方程 ,类似 的 情形 只 有 在 个 别 条 
件 下 才 成 立 , 即 在 任何 方向 或 某 些 方向 上 不 存在 压强 梯度 的 时 候 . 

方程 (97.11) 可 以 表明 , 在 同步 参考 系 中 度 规 张 量 的 行列 式 ~-g = ?7 必定 
得 在 有 限 的 时 间 内 变 为 零 . 

为 此 我 们 指出 ,这 个 方程 右边 的 表达 式 对 于 任意 的 物质 分 布 都 为 正 值 . 
实际 上 , 在 同步 参考 系 中 对 于 能 量 动 量 张 量 (94.9), 我 们 有 : 

了 -57= +(e 十 3p) 十 + 
(四 维 速度 的 分 量 由 (88.14) 给 出 ); 这 个 值 显 然 是 正 的 . 对 于 电磁 场 的 能 
动量 张 量 同 样 也 成 立 (人 = 0,7T3 是 场 的 正 能 量 密度 ) . 这 样 ,， 从 〈97.11) 我 们 
有 : 
一 Fo = 7 十 7 地 和 0 (97.14) 

”“” @ 但 是 在 这 种 情况 下 , 选择 “同步 共 动 ” 参考 系 的 可 能 性 还 必须 满足 一 个 条 件 ， 就 是 物质 


的 运动 “不 带 有 旋转 ”. 在 共 动 参考 系 中 四 维 速度 的 逆 变 分 量 妇 = lu = 0. 如 果 参 考 系 还 是 同 
步 的 , 那么 协 变 分 量 wo = 1,wa = 0, 因此 人 \ 须 为 零 : 


Uk 
Wisk 一 us 


但 是 这 个 张 量 等 式 应 该 在 任何 其 他 参考 系 中 都 虑 立 . 子 是 ， 在 同步 的 , 但 不 共 动 的 参考 系 中 我 们 
从 中 得 到 三 维 速 度 wv 的 条 件 roto = 0. 
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(等 号 在 真空 中 成 立 ) . 
按照 代数 不 等 式 史 , 
+ 2 
“Bh > 3 (8) 
可 以 将 (97.14) 写成 
Ce 1 2 
Re 0 1 1 
Fr 之 6- (97.15) 


假设 , 例如 某 个 时 刻 x2 > 0, 那么 当 t 减 小 时 1/x2 的 值 也 减 小 , 并 且 它 的 导 
数 总 是 有 限 的 (不 为 零 ), 因此 1/xa 必定 在 有 限 的 时 间 内 (从 正 值 ) 变 为 零 . 
换 句 话说 , x2 变 为 +co, 而 由 于 x2 = 9lin7y/6, 那么 这 意味 着 行列 式 7 变 为 
零 (并 且 按 照 不 等 式 (97.15) , 不 快 于 古 ) . 如 果 在 初始 时 刻 x2 < 0, 对 于 增 
长 的 时 间 将 得 到 同样 的 结果 . 


是 时 空 本 身 的 特性 , 与 所 选择 参考 系 的 特点 无 关 (这 样 的 奇 点 应 该 以 物质 密 
度 , 或 曲率 张 量 的 不 变量 等 标量 趋 于 无 穷 大 为 特征 ) . 同步 参考 系 中 的 奇 点 
(已 经 证 明了 其 不 可 避免 性 ), 在 一 般 情 况 下 实际 上 是 虚构 的 , 在 转换 到 另 一 
个 参考 系 ( 非 同步 的 ) 时 会 消失 . 从 简单 的 几何 论证 就 可 以 理解 它 的 来 源 . 

从 上 文中 我 们 看 到 , 构造 同步 参考 系 可 以 归结 为 构造 一 簇 正 交 于 某 个 类 
空 超 曲面 的 测 地 线 . 但 是 任意 一 簇 测 地 线 一 般 说 来 会 在 某 些 包 络 超 曲 面 上 相 
交 , 这 些 超 曲面 是 几何 光学 中 焦 散 面 的 四 维 类 比 . 我 们 知道 , 在 给 定 的 坐标 
系 中 ,坐标 线 的 交叉 自然 地 产生 了 上 度 规 的 奇 点 . 所 以 ,与 同步 参考 系 的 特殊 性 
质 有 关 的 奇 点 的 出 现 有 几何 上 的 原因 ,因而 不 具有 物理 的 特征 . 一 般 说 来 ， 
维 空间 的 任意 度 规 也 允许 存在 不 相交 的 类 时 测 地 线 簇 . 同步 参考 系 中 行列 式 
7 为 零 的 必然 性 意味 着 , 场 方 程 允许 的 现实 ( 非 平 直 ) 时 空 (以 不 等 式 而 这 0 
表达 ) 的 弯曲 特点 排除 了 存在 这 样 的 艇 的 可 能 性 , 所 以 在 所 有 的 同步 参考 系 
中 时 间 线 必定 彼此 相交 ®@. 
”“”@ 将 张 量 x8 (在 任何 一 个 给 定 的 时 刻 ) 转化 为 对 角形 式 , 就 可 以 容易 地 确认 其 正确 性 . 

@ 在 同步 参考 系 中 , 伪 奇 点 附近 度 规 的 解析 构建 可 以 参考 文献 E. M. Jinqmun, B. B. Cy- 
arkoB, MH. M. XanaranroB//IKIOT®. 1961. T. 40. CC. 1847 (E. M. Lifshitz, V. V. Sudakov, I. M. 
Khalatnikov, JETP 40, 1847, 1961) . 从 几何 的 理解 可 以 明白 这 个 度 规 的 一 般 特征 . 由 于 焦 散 超 遇 
面 在 任何 情况 下 都 包括 了 类 时 的 间隔 (类 时 测 地 线 在 与 焦 散 面 切 点 处 的 线 元 ), 它 不 是 类 空 的 . 
再 者 , 在 焦 散 面 上 度 规 张 量 yep 的 主 值 之 一 变 为 零 对 应 的 情况 是 : 两 个 相 邻 的 测 地 线 在 它们 与 
焦 散 面 的 切 点 上 相交 , 并 且 这 两 个 测 地 线 之 间 的 距离 (5) 变 为 零 . 在 到 达 交 点 前 5 按照 与 距离 


(1) 的 一 次 方 成 正比 的 关系 变 为 零 . 因此 度 规 张 量 的 主 值 以 及 行列 式 7 按照 正比 于 8 的 关系 变 
为 零 . 
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在 上 文中 我 们 提 到 , 对 于 尘埃 状 物 质 , 同步 参考 系 同 时 可 以 是 共 动 的 . 在 
这 种 情况 下 物质 密度 在 焦 散 面 上 变 为 无 穷 大 ,一 一 这 正 是 粒子 的 世界 线 (与 
时 间 线 重合 ) 相交 的 结果 . 但 是 显然 这 个 密度 的 奇 点 可 以 通过 引入 任意 小 但 
不 为 零 的 物质 压强 来 消除 , 因此 在 这 个 意义 上 它 也 是 非 物理 的 . 

习 是 

1. 求 真空 中 引力 场 方程 在 非 奇 异 的 正则 时 间 点 附近 的 解 的 展开 式 . 

解 : 按 约 定 选 择 被 考察 的 时 间 点 作为 时 间 原 点 ,我们 将 以 下 面 的 形式 来 
解 yap 

Tag = Qap + tbag + t?cag + ...， (1) 
其 中 Qaag,baB,ca8 是 空间 坐标 的 函数 . 在 同样 的 近似 中 ,着 张 量 为 : 
yap = acp — tbo°P 十 达 (bo7b 一 ccp)， 


其 中 aa6 是 aap 的 北 张 量 ,， 而 其 余 张 量 的 指标 的 上 移 借 助 于 ap 进行. 我 们 
还 有 : 
Hap = bag +2tcag, be 二 上 十 2c8 — bayb!"). 


爱 因 斯 坦 方 程 (97.11) 一 (97.13) 导出 下 列 关 系 式 : 


1 
R= -c+ 7babs =0, (2) 
1 
Ra 5 (bog — ba)+ 
3 1 1 
Ht -aa + BM)a + cg + oaba -59)o =0, 加 


Re 一 _P6_ 2 + 50 =0 (4) 


心 三 ba,c= 三 ca). 这 里 协 变 微分 运算 在 带 有 度 规 aap 的 三 维 空间 里 进行 ; 张 量 
Pag 也 按照 这 个 度 规 来 定义 . 
从 (4) 式 可 知 ， 系 数 ca6 完全 按照 系数 aag 和 bap 来 确定 . 于 是 (2) 式 
可 给 出 下 列 关系 式 
Paro = 7 0 (5) 


从 (3) 式 中 的 零 阶 项 可 得 : 

be (6) 
在 这 个 方程 中 心 t 的 项 在 使 用 (2),(4) 一 (6) (和 恒等式 Prxia = Pa/2; 对 比 
(92.10) ) 时 恒 为 零 . 
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因此 ,aae, bas 的 12 个 值 相 互 之 间 由 一 个 关系 式 (5) 和 3 个 关系 式 (6) 
联系 起 来 ， 于 是 剩 下 3 个 空间 坐标 的 8 个 任意 的 函数 . 其 中 的 3 个 函数 与 3 
个 空间 坐标 的 任意 转换 的 可 能 性 相 联 系 , 其 中 一 个 函数 与 在 构造 同步 参考 系 
时 初始 超 曲 面 的 选择 的 随意 性 相 联系 . 相应 地 (参考 895 的 末尾 ), 还 剩 下 4 
个 “物理 上 不 同 ” 的 任意 函数 . 

2. 计算 同步 参考 系 中 的 曲率 张 量 Rikim 的 分 量 . 

解 : 利用 克 里 斯 托 夫 符号 (97.9), 我 们 按照 公式 (92.1) 可 以 得 到 


1 
Raprys = 一 Fapry5 十 了 (za57ztpr 一 Hay HB6), 


1 
Roagy = 3 (ar; YapB;y), 
1 0 二 
3B "00 一 402 
其 中 Pagys 是 与 三 维 空间 度 规 Yap 相对 应 的 三 维 曲 率 张 量 . 
3. 求 不 破坏 参考 系 同步 性 的 无 穷 小 变换 的 一 般 形式 . 
解 : 变换 具有 如 下 形式 


iioao06 一 


t 一 上 十 PP(D ,2,07), zr 2° + (FT , 2, 2°,t), 


其 中 Pp,E° 是 小 量 . p 不 依赖 于 上 保证 了 条 件 go0 一 1 的 成 立 ， 而 条 件 BO0a 0 
的 成 立 则 需要 满足 方程 


OF _ Ow 
op 8 一 Bra， 
由 此 本 
a Pp CD ar 1 2 3 


其 中 fo 也 是 小 量 ( 构 成 三 维 矢量 让 ) . 在 这 种 条 件 下 空间 度 规 张 量 只 可 按 
照 下 式 替 换 
YaB 一 YaB 一 ka;6 二 oa 一 Map (2) 
(在 公式 (94.3) 的 帮助 下 可 以 容易 地 证 实 ) . 
可 见 , 该 变换 包含 空间 坐标 p, f° 的 四 个 任意 (小 量 的 ) 函数 . 
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对 某 些 特殊 形式 的 度 规 而 言 , 确定 里 奇 张 量 的 分 量 (并 进而 写 出 爱 因 斯 
坦 方程 ), 一 般 说 来 需要 相当 繁杂 的 计算 . 因此 考虑 使 用 各 种 公式 , 使 得 在 某 
些 情况 下 可 以 简化 这 些 计 算 , 并 且 以 更 加 直观 的 形式 把 结果 表达 出 来 , 是 十 
分 重要 的 . 以 标 架 形式 来 表达 曲率 张 量 就 属于 这 些 公式 之 列 . 
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引入 四 个 线性 独立 的 四 维基 准 失 量 ef。 (用 指标 编号 ) 的 集合 * ,只 需 
满足 下 列 要 求 
eta)E(b)i = Mab, (98.1) 
其 中 us 是 给 定 的 带 有 号 差 + - - -的 恒定 对 称 和 矩阵 ; mas 的 闭 抢 阵 用 yep 表 
示 (memeb = 0 好) 出 . 和 矢量 et。 的 标 架 同时 引信 与 之 互 逆 的 矢量 el0)i 的 标 架 
(用 上 方 标 架 指标 编号 ), 按照 下 面 的 条 件 确定 


eV ety = 08, (98.2) 
即 , ej?” 中 的 每 一 个 矢量 正 交 于 三 个 矢量 ei,, 其 中 5b 取 a. 等 式 (98.2) 乘 以 
ek ,得 到 (eke )eis) = eh), 由 此 可 见 , 和 (98.2) 同时 自动 地 成 立 等 式 
eic ek = 6t. (98.3) 
等 式 etaje(aji 一 Nac 两 边 同 乘 以 ne 5 得 到 * 
eta) Wei) = 60; 
与 (98.2) 相 比 较 , 我 们 求 得 
el = necyi, ev)i = nbcel®). (98.4) 


这 样 一 来 , 标 架 指标 的 上 移 和 下 移 可 以 利用 答 阵 pc 和 wpe 来 实现 . 

用 这 种 方式 引 人 的 标 架 矢量 的 意义 在 于 ， 度 规 张 量 可 以 经 过 它们 来 表 
达 . 实际 上 , 按照 四 维 矢 量 的 协 变 分 量 和 逆 变 分 量 之 间 的 联系 的 定义 ,我们 有 
el") = gile(o9); 这 个 等 式 乘 以 e(oy 并 且 使 用 (98.3) 和 (98.4) , 我 们 求 得 : 


Bik 一 eayiel® — Na vel el oy (98.5) 
带 有 度 规 张 量 (98.5) 的 线 元 的 平方 具有 形式 
ds? = novel dzi)(el) dz*). (98.6) 


至 于 任意 给 出 的 矩阵 me, 最 自然 的 选择 就 是 “伽利略 ”形式 〈( 即 带 有 元 
素 为 1, -1, -1, -1 的 对 角 和 矩阵 ) ; ee (98.1) 是 相互 
* 称 为 标 架 ， 故 基准 矢量 亦 称 标 架 矢量 -- 一 中 译 
@ 在 本 节 中 头 几 个 拉丁 字母 ab ec， 1 (以 下 称 标 架 指 
标 ); 四 维 张 量 的 指标 还 按照 以 前 那样 用 字母 i,k,4... 表示 . 在 文献 中 标 架 指标 习惯 上 用 括号 
中 的 字母 (或 数字 ) 表示 . 为 了 避免 公式 的 书写 过 于 烦琐 ， 我 们 将 仅 在 标 架 指标 和 四 维 张 量 指 标 
一 起 出 现 (或 相 齐 ) 时 才 使 用 括号 , 而 在 表示 自 定 义 的 仅 具 有 标 架 指标 ( 例如, mew。 和 接 下 来 的 
Yabe， 和 abc ) 的 量 时 我 们 将 省 略 括号 . 两 次 重复 的 标 架 指标 (如 同 张 量 指标 一 样 ) 在 任何 地 方 都 表 
示 求 和 |. 
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正 交 的 , 并 且 其 中 之 一 是 类 时 的 , 而 其 他 三 个 是 类 空 的 Cb. 然而 这 里 强调 一 
下 , 这 样 的 选择 绝 不 是 必须 的 ,可 能 存在 这 样 的 情形 , 由 于 这 样 或 那样 的 原 
因 (例如 , 按照 度 规 的 对 称 性 质 ) 适合 选择 非 正 交 的 标 架 多 . 

四 维 矢量 hi 的 标 架 分 量 (对 于 任意 阶 的 四 维 张 量 也 类 似 ) 定义 为 它 在 
四 维 标 架 天 量 上 的 “投影 ”: 


Ala) 一 eta) Ai, Atoa) 一 eV 4 一 912" As,. (98.7) 
反 过 来 : 
Ai=el A), Ai= ei Al®. (98.8) 
我 们 以 这 种 方式 来 定义 “ 沿 着 a 方向 ”的 微分 运算 : 
i Op 
P(a) = Ca) Dri 
引入 接 下 来 需要 的 量 @ : 
Tabc = elajiketb)eC) (98.9) 
以 及 它们 的 线性 组 合 


入 bie Yabc 一 ‘Yacb = (98 10) 


= (e(aji;k = el(a)k;i)ets) eC) 一 (eCa)ik = ela)ksi)etp) ets): 
(98.10) 中 的 最 后 一 个 等 式 由 (86.12) 导出 ; 我 们 指出 ，Aase 的 值 可 以 通过 对 
标 架 矢量 进行 普通 的 微分 来 计算 . 
反 过 来 用 入 apc 来 表达 Yabc : 


1 
Yabc 一 DF (Nabe 十 Apea 一 和 cab (98.11) 
这 些 量 具有 对 称 性 质 : 
ee (98.12) 
Mabc 二 一 和 acb. 


Q@ 选择 线性 形式 dz(a) = ete)dxi 作为 给 定 的 四 维 空间 单元 ( 反 “ 伽 利 略 ”" res ) 里 的 坐标 轴 
的 线段 , 我 们 因此 在 这 个 单元 里 将 度 规 转化 为 伽利略 形式 ,再 次 强调 一 下 , dzte) 的 形式 一 般 说 
来 不 是 坐标 的 某 个 函数 的 全 微分 . 

@ 标 架 的 合适 的 选择 可 以 遵循 以 前 将 ds? 化 为 形式 (98.6) 的 办 法 . 因此 , 形 如 (88.13) 的 
ds? 表达 式 相 应 于 标 架 矢 量 


et0) = (Vbh, —Vhe), el®) 一 (0.eto) )， 


这 里 e'%) 的 选择 依赖 于 空间 形式 d2?. 
也 Yabc 称 做 里 育 旋 度 系 数 
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我 们 的 目标 在 于 确定 曲率 张 量 的 标 架 分 量 . 应 该 从 定义 (91.6) 出 发 ， 
定义 曾 用 于 标 架 天 量 的 协 变 导 数 : 


C(ajikl ™ €(a)iilk 一 e(a) Rmik! 


或 者 
Rojo = (Ee(ayisk;! — E(a)istsk)e(o) es) Ela): 
这 个 式 子 可 以 容易 地 用 量 和 yowc 来 表示 . 我 们 写 出 


C(ajiik = Yabces” Jelo), 
而 在 下 一 个 协 变 微分 之 后 , 标 架 矢量 的 导数 再 次 以 同样 的 方式 表达 ; 在 这 种 
条 件 下 标量 yosc 的 协 变 导数 与 它 的 普通 导数 相同 吕 . 结果 得 到 : 


Ra (od) = Yabe,d — Yabd,c + Yabf (yf 一 7 ae) + Ya feyf bd — Ya jaY’ bc, (98.13) 


其 中 按照 一 般 规则 ,xy? bc = n?4Yyave， 等 等 . 
按照 一 对 指标 a, c 对 这 个 张 量 进行 缩 并 可 以 给 出 要 求解 的 里 奇 张 量 的 
标 架 分 量 ; 我 们 利用 Xese 的 值 来 把 它们 表示 出 来 : 


1 
ea)(b) 一 一 7(Aab 十 Aba cc 十 入 ca,b 十 入 cb,a 十 
(98.14) 
和 cd 入 Acd 入 _1、 cd\ 和 Ac 入 d A A a 
十 A” bpAcda + 和 bMdca 一 了 Ab acd 十 Ac cd 和 XAap “十 Ac cdApa °). 


最 后 , 我 们 提请 大 家 注意 ,上面 讲述 的 这 些 理论 计算 实质 上 和 度 规 的 四 
维特 性 没有 任何 联系 . 因此 得 到 的 结果 也 可 以 应 用 于 三 维度 规 上 的 三 维 黎 曼 
张 量 和 里 奇 张 量 的 计算 . 在 这 种 情况 下 , 自然 而 然 , 代替 四 维 矢 量 的 标 架 ,我 
们 将 应 对 三 维 矢量 的 标 架 , 而 矩阵 mas 应 具有 号 差 + 二 十 (我 们 将 在 8116 遇 
到 这 种 应 用 ) . 


@ 为 便于 参考 , 我 们 列 出 采用 类 似 方法 变换 过 的 任意 四 维 矢 其 和 四 维 张 量 的 协 变 导 数 的 表 
达 式 


(Ga) 


Aireta) es) = 4(a),(b) 一 Ydab, 


A(d) 


Aik:tetaye 人 Go) ele) = 4ka),(bj,(e) 一 (baaec 十 Alo) ® )7abc， 


等 等 . 


第 十 二 草 
引力 物体 的 场 


899 ”牛顿 定律 


现在 , 我 们 将 爱 因 斯 坦 场 方程 过 渡 到 非 相 对 论 力学 极限 . 正如 在 887 所 
指出 的 , 关于 所 有 粒子 速度 很 小 的 假设 也 要 求 引力 场 很 弱 . 
在 887 中 ,我们 求 得 在 所 考虑 的 极限 情形 下 , 度 规 张 量 的 分 量 goo (我 们 
所 需要 的 唯一 分 量 ) 是 
2 
Eo0 一 ee 


其 次 , 对 于 能 量 动量 张 量 的 分 量 ,我 们 可 以 用 表达 式 (35.4) TY = NMc2uiu  ， 
其 中 y 是 物体 的 密度 (单位 体积 内 粒子 静止 质量 之 和 ; 我 们 省 略 了 的 下 标 
0) . 因为 宏观 运动 也 认为 是 缓慢 的 , 那么, 对 于 四 维 速度 wi, 我 们 应 当 略 去 它 
的 所 有 的 空间 分 量 ,而 仅仅 保留 时 间 分 量 ,就 是 说 ,应 当 令 如 =0,w =wuo=1. 
因此 , 在 7T* 的 所 有 分 量 之 中 只 留 有 


T9 = pc”. (99.1) 


标量 T= 将 等 于 同一 值 pe?. 
我 们 将 爱 因 斯 坦 方 程 (95.8) 写成 : 


当 i = 二 k= 二 0 时 ， 


不 难 验 证 , 在 我 们 所 考虑 的 近似 情形 中 , 所 有 其 余 的 方程 都 恒 等 于 零 . 
在 从 普遍 公式 (92.7) 计算 局 时 , 我 们 要 注意 , 所 有 含 [i 诸 量 的 乘积 
的 项 , 在 任何 情形 下 , 都 是 二 阶 小 量 . 含有 对 于 = ct 的 导数 的 项 是 很 小 的 
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( 同 那 些 含有 对 于 坐标 z? 的 导数 的 项 比较 ), 因为 它们 含有 额外 的 1/c 的 寡 . 
结果 , 剩 下 R60 = Roo = 7%/9x?. 将 


00 ~ 28 B78 ™ Oro 


代入 ,我 们 求 得 





因此 , 爱 因 斯 坦 方程 化 为 
Ap = 4nkp. (99.2) 
这 就 是 非 相 对 论 力学 中 的 引力 场 方程 . 我 们 要 注意 这 个 方程 完全 类 似 于 
电势 的 泊 松 方程 (36.4) , 只 是 在 此 处 以 质量 密度 乘 -天 来 代替 了 电荷 密度 . 因 
此 , 与 (36.8) 相 类 似 , 我 们 可 以 立即 写 出 方程 (99.2) 的 通 解 如 下 : 


p=—k / SdV. (99.3) 


这 个 公式 决定 了 非 相对 论 近 似 下 任意 质量 分 布 的 引力 场 的 势 
就 特例 言 之 , 质量 为 m 的 单个 粒子 的 场 的 势 是 
sh (99.4) 
因此 , 作用 在 该 场 内 另外 一 个 粒子 (质量 为 m') 上 的 力 下 = me 等 于 


f 
di (99.5) 


这 就 是 众所周知 的 牛顿 引力 定律 . 
粒子 在 引力 场 内 的 势能 等 于 粒子 的 质量 乘 以 场 的 势 , 这 与 电场 内 的 势能 
等 于 电荷 乘 以 场 的 势 相似 , 因此 , 与 (37.1) 相似 , 我 们 可 以 写 出 任意 质量 分 
布 的 势能 如 下 : 
U = 3 | moav. (99.6) 
对 于 离 产生 场 的 质量 很 远 的 恒定 引力 场 的 牛顿 势 , 我 们 可 以 写 出 一 个 类 
似 于 在 840 和 841 中 对 静电 场 得 到 的 展开 式 . 选择 质量 的 惯性 中 心 为 坐标 原 
点 . 这 时 ,积分 /uray 将 恒 等 于 零 , 这 个 积分 与 电荷 体系 的 偶 极 矩 类 似 . 因 
此 , 与 静电 场 的 情形 不 同 , 在 引力 场 情形 中 ,我们 总 能 够 消除 “ 偶 极 项 ”. 因 
此 , 势 yp 的 展开 式 有 下 面 的 形式 : 


M 1 D? 1 
p= —k ( 藻 +3DwBR5 雇 +) (99.7) 
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“ 331， 
式 中 M= fuav 是 体系 的 总 质量 ,而 


Na / Ht3zaze — r26a8)dV (99.8) 
可 以 称 为 质量 的 四 极 矩 张 量 马 . 


它 与 通常 的 转动 惯量 张 量 
Jap 一 ein Zaz6)jdY 
有 下 面 的 关系 式 : 


Daap = Jyyb0p8 — 3Jap. (99.9) 

由 给 定 质 量 分 布 求 牛顿 势 是 数学 物理 中 一 个 分 支 的 主题 ; 阐述 有 关 的 各 

种 方法 并 不 是 本 书 的 任务 . 这 里 我 们 只 给 出 一 个 均匀 椭 球 体 产 生 的 引力 场 势 
的 公式 作为 参考 . 





设 椭 球 表面 由 如 下 方程 给 出 : 
xz? wy 22 
ee a>b>c (99.10) 
则 场 在 物体 外 任 一 点 的 势 由 如 下 公式 给 定 : 
本 并 2 z2 \ ds 
0= mobek | ee ra wm 
Rs = Vv (a + s)(b + s)(c? + s), 
式 中 是 方程 
2 y? 2 
DE We 
的 正 根 . 椭 球 内 部 场 的 势 由 如 下 公式 给 出 
四 更 2? z2 \ ds 
吧 一 -npabek | @ 一 RS = 到 二 5 二 二 5) 部 R. ; (99.13) 
已 同 (99.11) 的 区 别 在 于 积分 下 限 换 成 了 0; 我 们 注意 到 
z,y,Z 的 二 次 图 数 . 


这 个 表达 式 是 坐标 
按照 (99.6), 物体 的 引力 能 可 通过 将 表达 式 (99.13) 对 椭 球 体积 进行 积 
分 求 得 . i 完成 包 , 结果 是 : 
- am 











b2 c2 .村 ds 
Tt 


b+s c+s R, 
La 2 ds 
oR 
@ 在 此 ， a a i 没有 区 分 协 变 和 逆 变 分 量 , 内 为 所 有 的 运算 都 
是 在 普通 的 牛顿 空间 ( 欧 几 里 得 空间 ) 中 进行 的 . 
@ 对 平方 z2,y,z2 积分 最 简单 的 做 法 是 , 通过 代 换 z = azr'y = by',z = ez' 把 对 椭 球 体积 
的 积分 化 为 对 单位 球体 积 的 积分 
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(CE Tabcp 是 物体 的 总 质量 ); 对 第 一 项 作 分 部 积分 , 最 后 得 到 


_ 3km? ”ds 

10 Jo R, 

出 现在 (99.11) 一 (99.14) 式 中 的 所 有 积分 , 都 可 以 用 第 一 类 和 第 二 类 椭 

圆 积 分 来 表示 . 对 于 旋转 椭 球 体 , 这 些 积分 可 以 用 初等 函数 来 表示 . 就 特例 言 
之 , 旋转 扁 椭 球 (a =b>c) 的 引力 能 是 


Ce 





(99.14) 


Te arccos 一， (99.15) 
而 对 于 旋转 长 椭 球 (a >5=c) 有 : 
U = -一 arch 和 (99.16) 
对 于 球 (a = ce) , 两 个 公式 都 给 出 值 UV = 一 3km?/5a, 这 个 结果 当然 也 可 由 初 
等 方法 得 到 . 
习 题 


求 作 整体 旋转 、 且 引力 质量 分 布 均匀 的 流体 的 平衡 形状 . 
解 : 平衡 条 件 是 ,物体 表面 上 引力 势 与 离心 力 势 之 和 为 常量 : 


2 
0 一 号 人 + yy) = const 
(人 是 角 加 度 ; 旋转 轴 是 z 轴 ). 满足 要 求 的 形状 是 旋转 局 椭 球 . 为 求 得 它 的 
参数 ,将 (99.13) 代入 平衡 条 件 , 并 用 方程 (99.10) 消去 z2; 这 就 给 出 : 
PNY NE. RR 
(Sy o (a2+s)2Vci+s 2nxpkalc oa2 /0 (ao2+s)(c2 十 5)3/2] 
一 COnst ， 


由 此 得 出 , 方 括号 内 的 表达 式 必须 为 零 . 进行 积分 , 结果 得 到 方程 





(a? + 2c2) ec 3c _ 92 25 /4r\ M2p!/3 国 ” 

(ei me axky 6 \3 mi03k \a 

(M = sma?0 是 物体 绕 z 轴 的 角 动 量 ) , 该 方程 对 于 给 定 的 M 或 人 2 决定 了 
DO 半径 为 a 的 均匀 球 内 部 场 的 势 为 


2 
% 一 一 2TKH (= 一 守 ) ; 
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两 半 轴 之 比 c/a. 比值 c/a 对 M 的 依赖 关系 是 单 值 的 ;c/a 随 着 1M 的 增加 而 
单调 增加 . 

不 过 ,我 们 得 到 的 对 称 形状 仅 对 不 太 大 的 M 值 (对 于 小 扰动 ) 是 稳定 
的 . 对 于 M = 0.24k1/2m5/3j.-1/6 (c/a ==0.58) 将 失去 稳定 性 . 随 着 M 的 进 一 
步 增加 ,平衡 形状 变 为 b/a 和 c/a 值 (分 别 从 1 和 0.58) 逐渐 减 小 的 一 般 椭 
球 . 这 种 形状 对 于 M = 0.31k1/2m5/3py-1/6 (a:b:c 二 1:0.43:0.34) 再 次 变 得 
不 稳定 外. 
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我 们 来 研究 一 个 具有 中 心 对 称 的 引力 场 . 任何 中 心 对 称 分 布 的 物质 都 可 
以 产生 这 样 的 场 ; 这 时 ,当然 不 仅 分 布 必须 是 中 心 对 称 的 , 而 且 物 质 的 运动 
也 必须 是 中 心 对 称 的 , 就 是 说 , 每 一 点 的 速度 必须 是 沿 着 径 向 的 . 

场 的 中 心 对 称 性 就 等 于 说 ,时 空 的 度 规 , 即 间隔 ds 的 表达 式 , 在 所 有 
与 中 心 等 距离 之 点 必须 一 样 . 在 欧 氏 空间 中 , 这 个 距离 等 于 径 和 天 ; 在 非 欧 氏 
空间 中 , 例如 在 引力 场 存在 的 情形 下 , 没有 一 个 量具 有 欧 氏 径 矢 的 一 切 特性 
(例如 , 既 等 于 到 中 心 的 距离 , 又 等 于 圆周 之 长 除 以 2x) . 因此 ,“ 径 和 ”的 选 
择 现 在 是 任意 的 . 

假如 我 们 用 空间 “ 球 ” 坐标 "6,p，, 那么 , ds? 的 最 广义 的 中 心 对 称 式 是 


ds2 = h(r,t)dr? + k(r,t)(sin? 0.dp? 十 dg2) 十 
+l(r,t)dt? 十 a(r t)drdt, (100.1) 


式 中 , a,h,k,! 是 “ 径 和 撩 ”r 和 和“ 时间”t 的 某 种 函数 . 但 是 , 因为 在 广义 相对 论 
中 , 参考 系 是 可 以 任意 选择 的 , 所 以 我 们 还 可 以 对 坐标 进行 不 破坏 ds? 的 中 
心 对 称 性 的 任何 变换 ; 这 就 是 说 , 我 们 可 以 按照 公式 


r= fi(r,t), t= fo(r',t), 


变换 坐标 7 和 t, 此 处 的 及 , fz 是 新 坐标 r,t 的 任意 函数 . 

利用 这 种 可 能 性 , 我 们 这 样 来 选择 坐标 + 和 时 间 t, 首先 , 使 ds? 的 表 
达 式 中 的 drdt 的 系数 a(7,t) 为 零 ， 其 次 , 使 ds? 的 表达 式 中 的 第 二 项 的 系 
数 k(7,t) 简化 为 -72.8 后 一 要 求 意味 着 , 径 和 撩 7 是 这 样 定义 的 : 使 一 个 以 
坐标 原点 为 圆心 的 圆周 之 长 等 于 2rr (在 6 = x/2 的 平面 内 的 圆 的 弧 元 等 于 
””@ 有 关 这 个 问题 的 参考 文献 可 在 H. Lamb 的 著作 Hydrodynamics, XI, 1947 中 找到 


@ 必须 指出 这 个 条 件 并 未 唯一 决定 时 间 坐 标的 选择 . 就 是 说 , 它 还 可 以 进行 一 个 不 包含 
的 形 如 上 = f(t') 的 任意 变换 . 
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di = rdp) .将 hh 和 4 分 别 写 成 形 如 一 es 和 c2ez 的 指数 式 是 便利 的 , 此 处 的 入 
和 vw 是 7 和 上 的 某 种 函数 . 因此 , 我们 得 到 下 面 的 ds? 表达 式 : 


de = e’c2dt* —r*(d0? 二 sin20.dp2) 一 edr2. (100.2) 


用 zzlz2,z3 分 别 代 表 坐 标 ct,r,0,2, 对 于 度 规 张 量 的 非 零 的 分 量 , 我 
们 有 以 下 表达 式 


av ea 入 a 2 二 2 _，。 2 
go0 一 e ， gll 一 一 6 ， £22 =—7T’, £33 三 一 "Sin 0， 
g00 me gll = -e-》， 8g22 - -r-2， 8g33 = -~r-2sin-20. 


用 这 些 值 , 不 难 从 公式 (86.3) 算出 i. 计算 的 结果 如 下 (一 撤 表 示 对 于 
7 微分 , 在 符号 上 的 一 点 表示 对 于 ct 微分 ): 


rv/ 


Te py To 3 I$% = — sin0 cosb, 
和 2 加 Z ,, 
nse ， Ti = 一 re 一 ， Too 一 可 
(100.3) 
vy 
Di2 = Tis = =, Ts = cot 0， 700 一 了， 
1 入 1 ;02 ga— 和 
Tio = 一 ， Tass = 一 ”Sin pe 


2 


ri 的 所 有 其 余 的 分 量 (除了 那些 只 需 交 换 指 标 k 和 i 就 能 从 所 写 出 的 分 量 
得 到 者 外 ) 都 为 零 . 

为 了 得 到 引力 的 方程 , 我们 应 当 按 照 公式 (92.7) 计算 张 量 Ri 的 分 量 . 
简单 的 计算 导出 下 面 的 方程 : 








87k 1 _Aa/v 1 1 
8nk, 2 8xk, ,a 1 _A Vv 一 入 VN 
人 
1 、 A WV 
ev A 100. 
+3e 区 2) (100.5) 
87k 0 AT 入 1 
-io 一 一 扎 (六 = =) 十 i (100.6) 
大 
EL A (100.7) 
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( (95.6) 的 其 余 分 量 恒 等 于 零 ) . 利用 (94.9) , 能 量 动量 张 量 可 以 由 物质 的 能 
量 密度 s, 它 的 压强 p, 和 径 向 速度 v 来 表示 . 

在 真空 中 , 即 在 产生 场 的 质量 以 外 , 方程 (100.4) 一 (100.7) 对 于 中 心 对 
称 场 这 一 非常 重要 的 情形 是 严格 可 积 的 . 令 能 量 动量 张 量 等 于 零 , 我 们 得 到 


下 面 的 方程 : a 
二 vy 
e € 十 五 ) 0 (100.8) 
| 1 
e 一 ^ ( 一 五 ) + 三 = (100.9) 
A=0 (100.10) 


(我 们 没有 写 第 四 个 方程 ， 即 方程 (100.5) ， 因 为 它 可 以 从 其 余 三 个 方程 推 
出 》， 
从 (100.10) 式 直 接 看 出 , 入 与 时 间 无 关 , 此 处 , 将 (100.8) 和 (100.9) 相 
加 , 可 得 入 十 vw = 二 0, 即 
A+v = f(t), (100.11) 


式 中 , f(t) 仅仅 是 时 间 的 函数 . 但 是 当 我 们 选择 间隔 ds? 为 (100.2) 的 形式 后 ， 
仍旧 可 以 作 一 个 形 如 t= jl) 的 任意 的 时 间 变 换 . 这 样 的 变换 就 等 效 于 将 一 
个 任意 的 时 间 顷 数 加 到 > 上 , 并且 借 它 的 帮助 , 我 们 总 可 能 使 (100.11) 式 中 
的 f(t) 为 零 . 因此 , 不 失 任何 普遍 性 , 我 们 可 以 认为 入 + = 0. 由 此 我 们 注意 
到 , 真空 中 的 中 心 对 称 引力 场 自 然而 然 是 静态 的 ， 

方程 (100.9) 是 容易 积分 的 , 其 结果 是 


const 
e^ 二 er 二 1 十 ， 





(100.12) 


因此 ， 在 无 限 远 处 (r 一 oo) ，e- 和 = er = 1， 这 就 是 说 ， 在 与 引力 物体 
相距 很 远 之 处 ,上 度 规 就 自然 而 然 地 变 成 了 伽利略 度 规 ， 上 式 中 的 常数 容易 
用 物体 的 质量 来 表示 ， 只 要 要 求 在 远 距 离 处 , 场 是 弱 的 ,牛顿 定律 应 当成 
立 .QQ 换言之 , 我 们 应 当 有 goo = 1+2p/cz, 此 处 的 势 p 具有 牛顿 力学 中 的 值 
(99.4) : p= 一 km/r (mm 是 产生 场 的 物体 的 总 质量 ). 从 此 显然 可 见 , (100.12) 
式 中 的 const = 一 (2km/e?). 这 个 量具 有 长 度 的 量 纲 , 称 为 物体 的 引力 半径 
Tg: 


re 一 一 (100.13) 


@ 对 于 中 心 对 称 分 布 的 球形 空 腔 内 部 的 场 , 必 有 const = 0, 因为 者 不 如 此 , 度 规 在 r=0 
处 会 有 奇异 性 . 因此 , 这 样 的 空 腔 内 部 的 度 规 自然 是 仰 利 略 度 规 , 即 空 腔 内 部 没有 引力 场 (正如 
在 牛顿 理论 中 一 样 ) . 
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因此 , 我 们 最 后 得 到 如 下 形式 的 时 空 度 规 ， 
d7 
ds2 = (1 &] C2dt? — r2(sin2 Gdy? + dg2) 一 i 
爱 因 斯 坦 方程 的 这 个 解 是 史 瓦 西 得 到 的 (K. Schwarzschild, 1916) . 它 完全 决 
定 了 任何 中 心 对 称 分 布 的 物质 在 真空 中 产生 的 引力 场 . 我 们 着 重 指出 , 这 个 
解 不 仅 对 于 静止 的 物质 有 效 , 而 且 对 于 运动 的 物质 也 有 效 , 只 要 求 这 个 运动 
也 有 中 心 对 称 性 〈 例 如, 中 心 对 称 的 脉动 ) . 我 们 注意 到 , 度 规 (100.14) 只 依 
赖 于 引力 物体 的 总 质量 , 恰 如 牛 顿 理论 中 类 似 的 问题 . 
空间 度 规 由 空间 距离 元 的 表达 式 
2 dr 
He 1—re/r 


(100.14) 





+r’(sin? dy? + db2) (100.15) 


所 决定 , 坐标 > 的 几何 意义 决定 于 如 下 事实 , 即 在 度 规 (100.15) 中 , 其 中 心 
在 场 中 心 的 圆 的 周 长 是 2rr. 但 同一 半径 上 ri 和 ra 两 点 之 间 的 距离 由 以 下 积 
分 给 出 

(100.16) 


“2 dr 
人 本 > 7a 一 信 . 
此 外 ,我们 看 到 ,goo < 1. 结合 定义 固有 时 的 公式 (84.1) dr = VEoodt/c， 
可 以 推断 
dT < dt. (100.17) 


只 有 在 无 穷 远 处 , 等 号 方 能 成 立 , 在 那里 ,上 与 固有 时 重合 . 因此 , 在 与 物质 
相距 有 限 距离 处 的 时 间 比 在 无 穷 远 处 的 时 间 “ 走 得 慢 些 ”. 
最 后 我 们 再 介绍 ds? 在 距离 坐标 原点 很 远 处 的 一 个 近似 式 : 


2 
ds” = ds0 一 ar’ 十 cdt). (100.18) 


第 二 项 是 对 伽利略 度 规 dsi 的 一 个 小 的 修正 . 在 与 产生 场 的 物质 相距 其 远 处 ， 
每 个 场 都 是 中 心 对 称 的 . 因此 , (100.18) 式 决定 与 任何 物体 体系 相距 甚 远 之 处 
的 度 规 . 

在 讨论 引力 物质 内 部 的 中 心 对 称 引 力 场 时 , 也 可 以 作 某 些 一 般 的 考虑 . 
从 方程 (100.6) , 我 们 看 出 , 当 7 一 0 时 ,入 至 少 要 像 7? 一 样 快 地 趋 近 于 零 ; 
假如 不 是 如 此 , 那么 方程 右边 当 一 0 时 就 应 该 变 为 无 穷 大 了 ，, 就 是 说 , T9 
在 r= 二 0 处 应 该 有 一 个 奇 点 , 然而 这 在 物理 上 是 荒 雇 的 . 将 (100.6) 作 形 式 积 
分 , 其 边界 条 件 是 小 .=o = 0, 我 们 得 到 


7 
入 一 一 jn @ 一 | Ter?ar ) . (100.19) 
0 
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因 从 (94.10), 有 20 = e Tbo 之 0, 由 此 可 见 入 之 0,， 即 
e* 之 1. (100.20) 
从 (100.4) 中 逐 项 减 去 方程 (100.6), 我 们 得 到 : 
UY 
_ 入 Sr e+ 有 (1+ 瑟 ) 
-一 人 +N)= -TD)=——— >0, 
~ 
即 v + 入 之 0. 但 对 于 7 一 co (远离 物质 ),， 度 规 变 为 伽利略 度 规 ， 即 v 一 
0, 入 一 0. 因此 ,从 vw 十 入 宕 0 可 以 断定 , 在 整个 空间 中 都 有 


v+ 和 <0. (100.21) 
因为 入 之 0, 从 而 得 到 wv < 0, 即 
er <1. (100.22) 


这 些 不 等 式 表明 ， 前 面 所 讲 的 真空 中 中 心 对 称 场 的 空间 度 规 的 性 质 
(100.16) 和 (100.17) 以 及 钟 的 快慢 同样 可 以 应 用 于 引力 物质 内 部 的 场 . 

如 果 引 力 场 是 由 一 个 “半径 ”为 a 的 球体 所 产生 , 那么 , 当 r>>a 时 ,我 
们 就 有 T9 =0. 对 于 7 >a 的 点 , 公式 (100.19) 给 出 


8mk f° 
CPU 站 T0 2 l 
入 jn ( A [ or ar 


另 一 方面 , 在 这 里 我 们 可 以 用 适 于 真空 的 表达 式 (100.14) , 按照 此 式 ， 





使 以 上 两 式 相等 ,我 们 得 到 公式 


el Tor?dr, (100.23) 
C2 0 0 


这 个 公式 是 用 物体 的 能 量 动量 张 量 来 表示 物体 的 总 质量 . 
就 特例 而 言 , 对 于 物体 内 物质 的 静态 分 布 , 我 们 有 7T9 =e, 因此 有 


= 】 er2dr. (100.24) 
0 
请 注意 , 积分 是 对 4rr?dr 进行 的 , 而 度 规 (100.2) 的 空间 体积 元 是 
dV = 4nxr?e*/2dr, 


这 里 ,按照 (100.20) , e*/? > 1. 这 个 差 表 示 了 物体 的 引力 质量 亏损 . 
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1. 求 史 瓦 西 度 规 (100.14) 的 曲率 张 量 的 不 变量 . 
解 : 用 (92.1) 式 和 来 自 (100.3) 的 形 (或 用 892 习题 2 获得 的 公式 ) 进 
行 计 算 , 得 到 曲率 张 量 非 零 分 量 的 下 列 值 : 


Ros03 7g(r 一 7g) 
Ea 


fioio1 = - Ro202 = 一 -7 py 
人 Sin” 0 27 


R1313 Tg 
sin20 2(7—rg) 





:~ 2 
R1212 一 R2323 一 一 了 g SIN 0. 


对 于 (92.20) 的 不 变量 万 和 了, 我 们 得 到 : 
rr, \2 Tr, \3 
=-( 荡 ) ，B=-( 欧 ) 

(包含 对 偶 张 量 有 kim 的 乘积 恒 等 于 零 ) . 该 曲率 张 量 属于 彼得 罗 夫 分 类 的 
DD 型 (有 实 不 变量 AL) = 和 2) 二 一 rpg/273) . 我 们 注意 到 ,该 曲率 不 变量 仅 在 
7 二 0, 而 不 是 在 7 = 二 rg 有 奇 央 性 . 

2. 求 这 个 度 规 的 空间 曲率 , 

解 : 空间 曲率 张 量 Pgpys 的 分 量 可 用 张 量 Pus (和 张 量 Yap) 的 分 量 来 
表示 . 因此 ,只 须 计算 Pvp 就 够 了 (参见 892 习题 1) . 利用 7a8 来 表示 张 量 
Paga, 正如 用 gin 来 表示 Riz 一 样 . 用 从 (100.15) 得 到 的 yap 值 , 经 过 计算 后 ， 
我 们 得 到 : 


rT 


7 7 
Po pr _%. saab 
0 ~ 97r3， 入 73， 


当 w 尖 8 时 ,PE =0. 我 们 注意 到 Py,P?>0,Pr<0, 而 P=P?=0. 
从 892 习题 1 给 出 的 公式 , 我们 得 到 : 


Prorg = (Pr 十 PY )7rrT68 = —P® TrrTeg， 


Frorw = 一 PYTrrToe， Fopow 一 —FY00 Vpy-: 
于 是 推 得 (参见 8 92 第 四 个 脚注 ), 对 垂直 于 半径 的 “平面 ", 高 斯 曲率 是 


i MS 
Yo Yopp 
(这 意味 着 ， 在 该 “平面 ”上 与 重 直 于 它 的 半径 的 交点 的 领域 内 画 一 个 小 三 
角形 ,该 三 角形 的 三 个 角 之 和 大 于 A) . 至 于 通过 中 心 的 “平面 ", 它们 的 高 
斯 曲率 KK < 0, 这 意味 着 ,这样 一 个 “平面 ”内 的 小 三 角形 的 三 个 角 之 和 小 于 
XX( 然 而 ,这 并 不 是 指 围绕 中 心 的 三 角形 ,这样 的 三 角形 三 个 角 之 和 大 于 TI) . 
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3. 决定 旋转 曲面 的 形式 ,我 们 要 求 在 这 个 旋转 曲面 上 的 几何 同 在 真空 中 
的 中 心 对 称 引 力 场 内 经 过 原点 的 “平面 ”上 的 几何 一 样 . 
解 : 在 旋转 曲面 z= 二 z(7r) 上 的 几何 为 (用 柱 体 坐标 ) 线 元 


di 一 d 六 十 dz 二 rdo2 =dr2(1+z2) 十 r2do? 
所 决定 . 将 此 式 与 所 考虑 的 场 内 的 “平面 "0 =T/2 内 的 线 元 (100.15 ) 


2 
di2 =r2dg? + 


Fe 
相 比 较 ,我 们 得 到 
/2 _ Tgy 
+ 
由 此 可 得 


Nr 


对 于 7 一 re, 这 个 函数 有 一 个 奇异 性 一 一 分 支点 . 其 解释 是 ,空间 度 规 
(100.15) 与 时 空 度 规 (100.14) 不 同 , 在 r= 二 rs 确实 有 一 个 奇异 性 . 


上 题 提 到 的 经 过 中 心 的 “平面 ”上 的 一 般 几 何 性 质 , 也 可 以 通过 考虑 这 
里 给 出 的 直观 模型 中 的 曲率 得 到 . 


4. 将 间隔 (100.14) 变换 到 这 样 的 坐标 中 , 在 其 中 的 空间 距离 元 具有 共 
形 欧 几 里 得 形式 ( 即 di2 和 它 的 欧 氏 表达 式 成 比例 ) . 
解 : 令 


人 
从 (100.14), 我们 得 到 
_rE\” 
ds? > 2 
1 十 十 





4 
c2dt2 一 (4 十 二) (dp? + p2db2 + p? sin2 gdop2). 
4p 


坐标 0,0,o 称 为 各 向 同性 球 坐 标 . 我 们 也 可 以 引入 各 向 同性 笛 卡 儿 誉 标 Z,2y;z 
来 代替 它们 . 特别 是 ,在 大 距离 处 (p 污 Tg), 我 们 近似 地 有 


ds? = (4 一 和 cdt? 一 @ 十 :) (dz? + dy 十 dz 
5. 求 在 共 动 参考 系 中 物质 内 部 的 中 心 对 称 引 力 场 方程 . 


解 : 我 们 利用 间隔 元 (100.1) 内 的 坐标 7,t 的 两 个 可 能 的 变换 ,使 得 : 第 
一 ,使 drdt 的 系数 a(7,t) 为 零 ; 第 二 ,使 物体 的 径 向 速度 在 所 有 的 点 为 零 ( 根 
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据 中 心 对 称 性 ,速度 的 其 余 分 量 一 般 都 为 零 ). 在 此 以 后 , 坐标 r 和 tt 仍然 可 
能 经 受 一 个 形 如 7 二 7(7'),t = 二 t+(t) 的 任意 变换 . 

将 这 样 选择 的 径 向 学 标 和 时 间 记 为 玉 和 7T, 分别 用 一 e^, 一 er,e*( 和 ,Lv 是 
尽 和 7 的 函数 ) 来 表示 hh,k,l, 我 们 得 到 线 元 的 表达 式 如 下 : 


ds = c2e’d7? — e*dR? ~ er(d0? + sin? Gdp?). (1) 
在 共 动 参考 系 中 物质 的 能 量 动量 张 量 的 分 量 是 : 


TD=ée, T=T2=T3= 一 7， 


计算 给 出 下 面 的 场 方程 @ : 
一 人 一 一 se (与 + J ) -er (2 一 十 32) = 
-一 2 = Tp = er-A(2z ti +2 tH HN-VN tH )+ 
tie 了 (好 十 如 一 关 一 中 一 姑 — 2 — A), (3) 
Td =0= se *(2p 二 PN — MN — vp) (5) 


( 式 中 所 号 表示 对 民 微 分 ,点 表示 对 cr 微分 ) . 

从 和 包含 在 引力 场 方程 之 内 的 方程 Th = 0 出 发 ,不 难得 到 和 ,Lv 各 量 间 
的 一 些 普遍 关系 . 用 公式 (86.11), 我 们 得 到 下 面 两 个 方程 : 
2é 和 2p (6) 


p+e D+e 





和 十 2 二 一 


如 果 p 是 能 量 e 的 已 知 函 数 , 那么 ,方程 (6) 可 以 直接 积分 如 : 


A+ 2 = -2 /二 + 有 (有 »— -2 { -E+ flr) (7) 


鉴于 上 面 所 说 的 可 以 作 形 如 民 R= RR(R'),T = 7T(7T') 的 任意 变换 ， 上 式 中 的 函数 
有 1(R) 和 fo(T) 可 以 任意 选择 . 

6. 求 决定 静止 轴 对 称 物 体 周围 真空 中 的 静态 引力 场 的 方程 (H. Weyl， 
1917). 

@ 分 量 Rk 可 以 按 正文 中 做 过 的 那样 直接 计算 , 或 者 用 892 习题 2 得 到 的 公式 计算 . 
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解 : 假设 空间 柱 坐 标 Zi = yp,7T? = p,7T3 = 二 z 中 的 静态 线 元 具有 形式 
ds = ec2dt? ~ er dp? — e+(dp? + dz’), 
式 中 局 oo 有 是 pP 和 2z 的 函数 ; 这样 的 表示 把 坐标 的 选择 确定 到 形 如 p= 
Pp(p',z'),Z 二 Zz(p!,Z') 的 变换 之 内 ， 它 仅 给 二 次 型 do + dz2 腾 上 一 个 共同 的 
因子 . 
从 方程 
Ro = je [ov 十 Zip(Zp 十 wp) 十 20zz 十 zz 十 wz 中 = 0, 


1 
Ri= ITe “|2wpp 十 wptp 十 wp 十 2wzz 十 wz(wz 十 wz 三 0 


( 式 中 下 标 ,p 和 ,z 表示 对 p 和 zz 微分 ), 取 其 和 ,我 们 得 到 : 


pn t pes = 0 
式 中 


p'(p,z) = et). 

因此 p/(p,z) 是 变量 PD 和 2 的 调和 函数 , 按照 这 种 函数 的 熟知 性 质 , 这 意味 
着 存在 一 个 共 轧 调和 函数 z'(p,z), 使 得 1 +iz = jpo+iz),， 式 中 是 复 变 量 
p 十 i 认 的 解析 函数 . 如 果 我 们 现在 选择 p',z' 为 新 坐标 ,由 于 变换 p,z 一 p',z 
的 共 形 性 , 我们 将 有 


er(dp? 十 dz2) = er (dp'2 十 dz'2)， 


式 中 jw(p',z') 是 某 个 新 函数 . 同时 e = pe ii 记 ww 十 xy 一 7， 去掉 撤 号 ， 我 们 
将 ds? 写 为 如 下 形式 : 


ds? 一 erc2dt2 — pre “dp* — er *(dp’ + dz°). (1) 


对 这 个 度 规 构建 方程 BB 二 0, 户 一 有 =0, 甩 =0, 我 们 得 到 : 


10/ Ov Ov 

;+0 隐 
OY _ oor oO 01(2 a Ov 。 (3) 
Oz Pap 0z’ Op 2|\6p Oz 


我 们 注意 到 ,(2) 具有 柱 坐 标 中 拉 普 拉 斯 方程 的 形式 (对 于 不 依赖 于 p 的 函 
数 ). 如 果 解 出 这 个 方程 ,那么 函数 T(p,z) 就 完全 由 方程 (2) ,(3) 决定 了 .在 
离 产 生 场 的 物体 很 远 处 ,函数 了 和 ?应当 趋 于 零 . 


. 342 . 第 十 二 章 引力 物体 的 场 


8101 中心 对 称 引 力 场 中 的 运动 


我 们 现在 来 研究 粒子 在 中 心 对 称 引 力 场 中 的 运动 . 正如 在 每 一 个 中 心 对 
称 场 内 一 样 , 运动 发 生 在 经 过 原点 的 一 个 “平面 ”上 ; 我 们 选择 这 个 平面 为 





平面 0 = /2. 
为 了 决定 粒子 的 轨道 , 我 们 用 哈密 顿 雅 可 比方 程 : 
5S OS 
Bzk | mc 一 0 


式 中 m 为 粒子 的 质量 (中 心 物体 的 质量 记 为 mv). 利用 表达 式 (100.14) 给 出 
的 g*, 我 们 求 出 下 面 的 方程 : 


re\-1 /OSN? re\ /8S\” 1 7195 人 % 
-和 (过) -和 -和 (区 ) - 襄 ( 缉 ) -=0 QoLD 
其 中 ,re = 2m'k/e? 是 中 心 物 体 的 引力 半径 . 
用 解 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 一 般 法 则 , 我 们 来 寻求 下 面 形式 的 3: 


S=—6é0t+i+ My+ Sr(7) (101.2) 


式 中 ,名 是 常 能 量 ，M 是 角 动 量 . 将 (101.2) 代入 (101.1) , 我 们 便 求 得 导数 
d59r-/dr ,因此 : 


5. = / 所 (1 到 而 _ (we + ) (1 ) | 下 dr (101.3) 


”依赖 关系 7 = r(t) 由 方程 98/6 砚 = const 给 出 (参见 本 教程 第 一 卷 847) , 由 


此 得 到 
& dr 
ct = 一 一 (101.4) 
r me? m2c272 7 


轨道 为 方程 9S/8M = const 所 决定 , 由 此 可 得 


一 1/2 
p= / 2 局 一 (we 所) (1 一 器] dr. (101.5) 
这 个 积分 可 以 化 为 椭圆 积分 . 


对 于 行星 在 太阳 引力 场 内 的 运动 , 因为 行星 的 速度 比 光 速 小 很 多 , 所 以 
引力 的 相对 论 理论 同 牛 顿 理论 相 比 ,只 能 导出 一 个 并 不 显著 的 修正 . 在 轨道 
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方程 (101.5) 内 的 被 积 式 中 , 这 相应 于 比值 rg/r 很 小 , 这 里 rg 是 太阳 的 引力 
半径 马 . 

为 了 计算 轨道 的 相对 论 修正 , 比较 便利 的 是 从 作用 量 径 向 部 分 的 表达 式 
(101.3) 出 发 , 然后 再 对 MM 微分 . 变换 积分 变量 , 记 


rr 六 一 re) 一 7” 即 ”一 兰 ”， 


其 结果 是 平方 根 号 内 带 M? 的 项 取 M2?/r? 的 形式 . 在 其 他 的 项 中 按 rg/r 的 
医 级 数 展开 , 在 要 求 的 精度 内 得 到 : 


72 
Sr =- / (2em+ 生 有 十 
CC 


1 2 1 / 1 2 3m ce 
+=(2m mk+i+468 mre)— AMf ”一 5 dr, (101.6) 





这 里 为 简便 起 见 , 我 们 略 去 了 r ”上 的 撤 号 , 并 引入 了 非 相 对 论 能 量 8 ( 没 
有 静 能 ). 

根 号 下 前 两 项 的 系数 的 修正 项 只 有 不 是 特别 有 趣 的 效应 , 即 改变 粒子 能 
量 和 动量 之 间 的 关系 及 改变 其 牛顿 轨道 (椭圆 ) 的 参数 . 但 1/r” 项 的 系数 中 
的 改变 却 导 致 更 根本 的 效应 ， 即 轨道 近日 点 的 系统 (长期) 移动. 





因为 轨道 是 由 方程 op 十 or 二 const 决定 的 , 行星 在 其 轨道 上 转 一 图 后 
角 wo 的 改变 是 
Ap 一 一 DT 人 or， 


式 中 AS, 是 5; 的 相应 改变 . 将 5S; 展开 为 1/r2 的 系数 的 微小 修正 的 罕 级 数 ， 
我 们 得 到 : 
3m2c2r2 DAS40) 

4M OM 
式 中 ASto) 相应 于 在 不 移动 的 封闭 椭圆 中 的 运动 . 将 这 个 关系 对 M 进行 微 
分 , 并 考虑 到 








AS = AS() — 


0 





_- 人 9(0) 一 Al0) 一 9 
BN 他 
我 们 得 到 : 2 2 2 
37Tm’ cr 6nxkm”m 
ca gE _ ets 


第 二 项 是 要 求 的 转 一 圈 后 牛顿 椭圆 的 角 位 移 6p, 即 轨道 近日 点 的 移动 . 借助 
式 


> 


2 


人 


人 对 于 太阳 ,rs = 3 km; 对 于 地 球 , rs = 0.9 ecm. 
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可 以 将 该 移动 用 轨道 半 长 轴 的 长 度 a 和 偏心 率 e 来 表示 . 我 们 得 到 @ : 
fw = 6xkny 
7 czall— e2) 


下 面 我 们 来 考虑 光线 在 中 心 对 称 引力 场 内 的 路 径 . 这 个 路 径 为 程 函 方程 
(87.9) 


(101.7) 


OW OV 

DZz Ork 

所 决定 ,这 个 方程 就 是 m= 0 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 . 因此 可 以 通过 在 (101.5) 

中 令 m= 0 立即 求 得 光线 的 胃 道 ; 同时 ,必须 用 光 的 频率 wo = -8w/68t 来 代 

蔡 粒 子 的 能 量 名 = ~8S/6t. 再 引入 由 p = cM/wo 定义 的 常量 p 来 代替 M， 
我 们 得 到 : 

(101.8) 


如 果 忽 略 相 对 论 修正 (rs 一 0), 这 个 方程 给 出 >= p/cosyp, 即 离 原 点 距 
离 为 p 的 直线 . 为 了 人 研究 相对 论 修正 , 我 们 以 前 例 同样 的 方式 进行 . 
对 于 程 函 的 径 向 部 分 , 我 们 有 (参见 (101.3) ) : 


0 ER 
lr c / (Fr — rp) yp 
和 先前 从 (101.3) 到 (101.6) 所 用 的 变换 相同 ， 此 处 作 同 样 的 变换 ， 我 们 


得 到 : 
Pp 2 
br = 2 {Yit Efar. 
将 被 积 函 数 按 re/r 的 寡 展 开 , 我 们 有 : 





办 = 0) 十 -一 = pt0) 十 -Em Ee arch 


ke, 
式 中 从 ?相应 于 经 典 直线 . 

从 某 个 非常 大 的 距离 R 到 最 接近 中 心 的 点 + = p 再 回 到 距离 R, 光线 伟 
播 过 程 中 如 的 总 改变 等 于 


Am = Awto) 十 2 arch 


通过 对 M = pwo/c 微分 得 到 极 角 vp 沿 光 线 相 应 
OAV BAW 2rsR 


dM 一 OM ”京王 


@ 从 (101.7) 式 求 得 的 近日 点 移动 数值 ,对 于 水 星 和 地 球 分 别 等 于 每 世纪 43.0” 和 3.8”, 


Awp= 王 一 
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最 后 , 过 小 到 极限 RR 一 00, 并 注意 到 直线 对 应 于 Ap = Xz, 我 们 得 到 : 
A 


这 意味 着 光线 在 引力 场 的 影响 下 变 曲 了 : 它 的 轨道 是 一 条 四 加 中 心 的 曲 
线 (光线 被 “ 吸 ” 向 中 心 ), 其 两 条 渐进 线 之 间 的 夹 角 与 x 相差 


27 和 2 
Sw = 一 8 一 : 101.9 
A a ( ) 


换言之 , 在 离 场 中 心 距离 p 处 经 过 的 光线 偏 折 了 一 个 角度 8p 9. 
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在 史 瓦 西 度 规 (101.4) 中 , 在 = 处 ( 史 瓦 西 球 上) goo 变 为 0, gi1 变 
为 无 穷 大 . 据 此 似 可 得 出 结论 , 那里 必定 是 时 空 度 规 的 奇 点 , 因而 (对 给 定 的 
质量 而 言 ) 不 可 能 存在 “半径 ”小 于 引力 半径 的 物体 . 然而 , 这 一 结论 实际 上 
可 能 是 不 对 的 . 从 如 下 事实 就 能 看 出 这 点 : 行列 式 g = 一 r4sin?*9 在 7 =?7s 没 
有 任何 奇异 性 , 因而 条 件 g < 0 (82.3) 并 未 受到 破坏 . 下面 将 看 到 , 我 们 正在 
讨论 的 实际 上 只 是 对 于 7 < reg 建立 刚性 参考 系 的 不 可 能 性 . 

为 了 搞 清 时 空 度 规 在 这 个 区 域 的 特性 , 我 们 作 如 下 形式 的 坐标 变换 包 : 











cr 二 土 ct 十 0 R= 4+ /一 过 一 一 (102.1) 
‘Tr 0 
于 是 
二 
ds? = 1a(c (edr? ~ fdR?) 一 一 (qd + sin? 0dyp’). 


我 们 通过 选择 fr) 使 f(re) = 1 来 消去 7 = rg 处 的 奇 点 . 如 果 令 flr) = Vrg/r， 
则 新 坐标 系 也 是 同步 的 (grr = 1). 首先 选择 (102.1) 中 的 正 号 , 我 们 有 : 


_ 了 2 3/2 
A (ar f = | /Ed = 5 
Tg 


2/3 
全 5 一 oj ri/3 (102.2) 


@ 一 条 掠 过 太阳 边缘 的 光线 的 偏 折 为 sp = 1.757/. 
@ 史 瓦 西 奇 点 的 物理 意义 是 由 D. Finkelstein (1958) 用 不 同 的 变换 首先 解释 的 . 度 规 (102.3) 
由 O.Lemaitre (1938) 首先 得 到 . 
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(积分 常数 依赖 于 时 间 原 点 , 我 们 令 它 等 于 零 ) . 间隔 元 是 : 


4/3 
ds’ = c*d7? — (RC— ") gl (do +sin? Gdp?). (102.3) 


ed re 


在 这 些 坐 标 中 , 史 瓦 西 球 ( 相 应 于 等 式 5(R— cer) 一 7) 土 的 奇异 性 束 不 
存在 了 . 坐标 RR 处 处 类 空 , 而 7 处 处 类 时 . 度 规 (102.3) 是 非 静 态 的 . 像 在 每 
个 同步 参考 系 中 一 样 , 时 间 线 是 测 地 线 . 换言之 , 相对 于 该 参考 系 静 止 的 “ 检 
验 ” 粒 子 是 在 给 定 场 中 自由 运动 的 粒子 , 

对 于 给 定 的 7 值 ， 相 应 的 世界 线 是 RR 一 cr = const (图 20 中 的 倾斜 直 
线 ) . 相对 于 参考 系 静 止 的 粒子 的 世界 线 在 图 上 显示 为 垂直 线 ; 粒子 沿 着 这 
些 线 运动 ,在 有 限 的 固有 时 间隔 后 “ 落 入 ” 场 中 心 (>=0) , 这 就 是 度 规 奇 点 的 
位 置 . 





图 20 


我 们 来 考虑 径 回 光 信 号 的 传播 . 方程 ds? = 0 (对 于 0,p = const ) 沿 光线 
给 出 导数 dT7/dR: 


dT 3 < /= 
ae » = 2.4 
cn 士 医 (BR oj 主 > (102.4) 


正 负 号 相应 于 其 顶点 在 给 定 世 界 点 的 光 “ 锥 ”的 两 个 边界 . 当 r > re 时 (图 
20 中 的 点 a) 这 些 边界 的 斜率 满足 |cd7/dR| < 1, 所 以 直线 > = const ( 沿 着 
它 cd7/dR = 1) 落 人 锥 内 . 但 在 r < rg 的 区 域 (点 a') 我 们 有 lcd7/dR| > 1， 
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所 以 线 7 = const ， 即 相对 于 场 中 心静 止 粒 子 的 世界 线 ,处 于 锥 外 . 锥 的 两 个 
边界 与 线 >= 0 相交 于 有 限 距 离 处 , 沿 着 垂直 线 趋 近 于 它 . 因为 因果 联系 的 事 
件 不 能 够 处 于 光 锥 以 外 的 世界 线 上 , 所 以 在 r < re 的 区 域 , 没有 粒子 可 以 处 
于 静止 . 这 里 所 有 相互 作用 和 信号 都 朝 着 指向 中 心 的 方向 传播 , 在 有 限 的 固 
有 了 时 间隔 了 后 到 达 那 里 . 

类 似 地 , 在 (102.1) 中 选择 负 号 , 我 们 会 得 到 一 个 “膨胀 ”的 参考 系 , 其 
中 度 规 与 (102.3) 的 差别 在 于 7 变 号 . 它 所 相应 的 时 空 , 在 其 中 (r < re 的 区 
域内 ) 静止 也 是 不 可 能 的 , 但 所 有 的 信号 从 中 心 向 外 传播 . 

这 里 描述 的 结果 可 以 应 用 于 广义 相对 论 中 大 质量 物体 的 行为 问题 ， 

相对 论 性 球体 平衡 条 件 的 研究 显示 , 对 于 一 个 质量 足够 大 的 物体 ,不 能 
存在 静 平 衡 态 (参见 本 教程 第 五 卷 8109) . 显然 , 这 样 的 物体 必定 会 无 限 收 缩 
( 称 为 引力 圾 缩 ® ). 

在 与 物体 没有 联系 、 无 穷 远 处 为 伽利略 的 参考 系 中 ( 度 规 (100.14) ), 中 
心 物体 的 半径 不 能 小 于 rg. 这 意味 着 按照 遥远 观察 者 的 钟 , 收缩 物体 的 半径 
只 是 在 1 一 00 时 渐 近 地 趋 于 引力 半径 . 容易 找到 这 种 依赖 关系 的 极限 形式 . 

收缩 物体 表面 上 的 粒子 在 所 有 时 间 内 都 处 于 恒定 质量 m (物体 的 总 质 
量 ) 的 引力 场 中 . 当 7 一 reg 时 引力 变 得 非常 大 ;但 物体 的 密度 ( 随 之 压强 ) 仍 
然 是 有 限 的 , 因此 我 们 可 以 忽略 压力 , 而 把 确定 物体 半径 同时 间 的 依赖 关系 
7 一 7 加， 化 为 考虑 质量 m 的 场 中 检验 粒子 的 自由 下 沙 . 

对 于 史 瓦 西 场 中 的 下 落 而 言 ,函数 r(t) 由 积分 (101.4) 给 出 , 由 于 运动 
是 纯 径 向 的 , 那里 的 角 动 量 M =0. 因此 , 硅 下 落 在 某 个 时 刻 to 以 零 速度 在 
离 中 心 的 “距离 ”ro 处 开始 , 粒子 的 能 量 是 铅 = me? V1 一 rg/ro, 而 在 时 刻 t 
达到 “上 距离 ">, 我 们 有 : 


TO 
c(t — t0) = 1- 至 上 2 (102.5) 
“0 Jr (1 一 笃 ) I's _'g 
7 r ro 


这 个 积分 在 7 一 rg 时 像 一 rg ln(r 一 re) 一样 发 散 . 因此 我 们 得 到 7 趋 于 eg 的 
渐进 公式 : 

六 一 Yg 一 CoOnst ， St/ (102.6) 

因此 , 物体 在 趋向 引力 半径 的 最 后 阶段 按照 指数 律 南 缩 ,其 特征 时 间 非 常 小 
(~rg/c) ， 

尽管 从 外 面 观 察 收 缩 速率 渐进 地 趋向 于 零 , 但 粒子 以 其 固有 时 测量 的 下 


Q@ 这 一 现象 的 基本 性 质 是 由 JR.Oppenheimer 和 H. Snyder 首先 阐明 的 (1939). 
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落 速 度 wv 会 增加 并 趋 于 光速 . 实际 上 , 按照 定义 (88.10): 
Sp (Se) 
VSgoodt 
从 (100.14) 取 来 gl1 和 goo， 从 (102.5) 取 来 dr/dt, 我 们 得 到 : 


3 


1 一 五 = 一 元. (102.7) 








按照 外 面 观察 者 的 钟 , 趋向 引力 半径 要 花 无 限 长 的 时 间 , 但 它 却 只 占用 有 限 
的 固有 了 时 ( 即 随 物体 一 起 运动 的 参考 系 中 的 时 间 ) 间隔 .这 一 点 从 上 面 所 作 的 
一 般 分 析 中 已 经 很 清楚 了 ，, 但 我 们 也 可 以 通过 计算 作为 不 变 积分 


dt2 1/2 
crT= /ds= C g00 3 十 gl11 dr 


的 固有 时 7 来 直接 予以 验证 . 从 (102.5) 取 下 落 粒 子 的 dr/dt, 我 们 得 到 从 ro 
下 落 到 7 的 固有 时 : 


| pro -172 
1 (2 se ) i (102.8) 


Cc Tr TO 


这 个 积分 在 7 一 re 时 收敛 . 

( 按 固有 时 测量 ) 达到 引力 半径 后 ,物体 将 继续 收缩 ， 带 着 它 所 有 的 
粒子 在 有 限时 间 内 抵达 中 心 ; 每 部 分 物质 场 缩 进 中 心 的 时 刻 是 时 空 度 规 的 
真正 奇 点 ， 不 过 ,我 们 根本 观察 不 到 史 瓦 西 球 内 部 物体 志 缩 的 这 一 过 程 . 
物体 穿越 该 球 表面 的 时 间 相 应 于 +t = co; 我 们 可 以 说 ， 对 于 遥远 的 观察 
者 ,十 缩 进 史 瓦 西 球 的 整个 过 程 发 生 在 “无 限 长 的 时 间 以 后 ”一 一 这 是 时 
间 相 对 性 的 一 个 极端 例子 . 这 幅 图 像 中 当然 没有 任何 逻辑 矛盾 .与 此 完全 
相应 的 是 上 面 关 于 收缩 坐标 系 性 质 的 论断 : 在 该 系 中 没有 信号 从 史 瓦 西 球 
内 出 来 . 粒子 或 光线 只 能 沿 着 一 个 方向 一 一 向 内 同 这 个 球 相 交 (在 共 
动 参考 系 中 ), 一 旦 穿 过 那里 ,就 不 能 再 出 来 了 .这 个 “ 单 向 阀 ” 称 为 事件 
视界 . 

对 于 外 面 的 观察 者 来 说 , 收缩 到 引力 半径 是 通过 物体 的 “ 自 关 闭 ” 实 现 
的 . 从 物体 送出 信和 号 的 传播 时 间 趋 于 无 穷 大 : 对 于 光 信 号 cdt = dr/(1 一 rg/7)， 
从 了 传 到 某 个 ro >r 的 时 间 由 如 下 积分 给 出 : 








”0 dr yo0 一 个 
At 一 一 一 一 70 一 1 5 102. 
c 人 1 ro RN (102.9) 
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它 像 积 分 (102.5) 一 样 当 7 一 rs 时 发 散 . 同 无 限 远 观察 者 的 时 间 t 的 间隔 相 
比 , 物体 表面 固有 时 的 间隔 按 如 下 比例 缩短 了 : 


Vg8o00 = > 


因而 当 7 一 re 时, 物体 上 所 有 的 过 程 对 于 外 面 的 观察 者 显得 被 “冻结 ”. 由 
物体 发 出 而 被 各 远 观察 者 收 到 的 谱 线 的 频率 减 小 , 但 这 不 仅 是 引力 红 移 的 效 
应 ,而且 也 是 由 于 源 运动 的 多 普 勒 频 移 效 应 , 这 个 源 正 同 球面 一 起 落 向 中 心 . 
当 球 的 半径 已 接近 re。 (因此 下 落 速度 已 接近 光速 ) 时 , 这 个 效应 将 频率 减 小 


如 下 因子 
V1 Vl-v/0 、 SN Gs 
1+v/ce 5 
在 这 两 个 效应 的 影响 下 , 观测 频率 随 7 一 rg 按 如 下 规律 趋 于 零 : 
w = const (1 一 至 ) (102.10) 


因此 ， a 引力 雪 缩 导致 “被 冻结 ”物体 的 外 貌 , 它 不 
向 周围 空间 发 出 任何 信号, 而 只 通过 其 静态 引力 场 同 外 部 世界 作用 , 这 样 的 
结构 称 为 六 油 或 翅 缩 星 . 

最 后 我 们 再 作 一 个 方法 论 性 质 的 评论 . 我 们 已 经 看 到 , 对 于 真空 中 的 中 
心 场 ,“ 外 部 观察 者 的 参考 系 ”( 它 在 无 穷 远 处 是 惯性 系 ) 并 不 完备 : 其 中 没 
有 在 史 瓦 西 球 内 运动 粒子 的 世界 线 的 容 映 之 处 . 度 规 (102.3) 在 史 瓦 西 球 内 
仍然 适用 , 但 这 个 参考 系 在 某 种 意义 上 也 不 完备 . 在 这 个 系统 中 , 考虑 一 个 
粒子 从 中 心 向 外 作 径 向 运动 . 当 7T 一 oo 时 , 它 的 批 界线 向 外 走 到 无 穷 远 , 而 
在 了 一 -co 时 ,必须 渐 近 地 趋 于 7 = re, 因为 在 这 个 度 规 中 ,在 史 瓦 西 球 内 
部 , 运动 只 能 沿 朝 着 中 心 的 方向 进行 . 另 一 方面 , 粒子 从 7 = rg 出 射 到 任何 
7 > rg 的 给 定点 发 生 在 有 限 的 固有 时 间隔 内 . 因而 按 固 有 时 , 粒子 必须 先 在 
内 部 趋向 史 瓦 西 球 , 然后 才能 开始 在 其 外 部 运动 ; 但 粒子 历史 的 这 一 部 分 并 
没有 被 这 个 特别 的 参考 系 包含 .2 

我 们 强调 指出 , 这 种 不 完备 性 只 是 产生 于 对 场 的 度 规 的 形式 处 理 , 那里 
的 场 被 看 做 是 由 质点 产生 的 . 在 实际 物理 问题 中 , 例如 有 广 延 物体 的 南 缩 , 这 
种 不 完备 性 并 不 存在 : 将 度 规 (102.3) 同 物质 内 部 的 解 吻 合 而 得 到 的 解 当 然 
会 是 完备 的 , 它 将 描述 粒子 所 有 可 能 运动 的 整个 历史 (在 7 > rg 区 域 朝向 中 
心 运 动 粒子 的 世界 线 必 须 从 球面 开始 , 甚至 在 它 收 缩 到 史 瓦 西 球 内 之 前 ) . 


@ 构造 没有 这 种 不 完备 性 的 参考 系 将 在 下 节 末 考虑 . 
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导 强 


1. 对 于 黑洞 的 场 中 的 粒子 , 求 其 圆 轨 道 的 半径 (S. A. Kaplan, 1949). 
解 : 对 于 在 史 瓦 西 场 中 运动 的 粒子 ,依赖 关系 了 = 人 由 (101.4) 给 出 ， 
或 者 以 微分 形式 : 
1 dr 1 2 _rr2 1/2 
1 — rg/r cdt 和 & [go U (7)] ) (1) 
式 中 
Tg M? oe 
PO [ee (+ 
(m 是 粒子 的 质量 ,rs 一 2km'/c 是 质量 为 m' 的 中 心 天 体 的 引力 半径 ). U(r) 
在 下 述 意 义 上 起 着 “有 效 势 能 ”的 作用 ,条 件 而 > U(r) 决定 运动 的 容许 范围 
(类 似 于 非 相 对 性 理论 ) . 图 21 显示 了 U(r) 对 于 粒子 角 动 量 M 的 各 种 值 的 
曲线 . 


rT/rg 





图 21 


轨道 的 曲率 半径 及 久 和 MM 的 相应 值 由 函数 U(r) 的 极 值 决定 ， 极 小 值 
相应 于 稳定 轨道 ， 极 大 值 相应 于 不 稳定 轨道 . 同时 解 方程 U(r) = 砚 ,U'r) =0 


给 出 : 
3m2e2r2 2 和 
g 二 
1+1/1- 一 | 名 = Mo 元 (1 一 起) 


r 
Da 
7g mc’re 
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式 中 根 号 前 的 正 号 指 稳定 轨道 ， 负 号 指 不 稳定 轨道 . 最 靠近 中 心 的 稳定 轨道 
具有 参数 

7 = 37g， M = V3merg， & = V8/9me?. 
不 稳定 轨道 的 最 小 半径 是 3rg/2, 在 极限 M 一 oo, 而 一 co 下 达到 , 图 22 描绘 
了 yrjrg 对 于 M/(mcrg) 的 依赖 关系 ; 上 半 支 给 出 稳定 轨道 的 半径 ,下 半 支 给 
出 不 稳定 轨道 的 半径 . 包 


T/Trg 
15 
10 
5 
V3 
1 2 3 M/(merg) 
图 22 


2. 对 于 同一 场 中 的 运动 , 求 来自 无 穷 远 的 a) 非 相 对 论 的 ,b) 极端 相对 
论 的 ,粒子 引力 售 获 的 截面 (Ya. B. Zel'dovich 和 ID. Novikov, 1964). 

解 :(a) 对 于 非 相 对 论 速 度 voo。 (无 穷 远 处 ), 粒子 的 能 量 是 鲍 必 me?2. 从 
图 21 可 见 , 直线 鲍 =mec? 处 于 角 动 量 M < 2rmncrg， 即 碰撞 参量 0 < 2crg/uco 
的 所 有 势能 曲线 的 上 方 . 具 有 这 样 p 值 的 所 有 粒子 将 遭 到 引力 俘获 : 它们 ( 当 
ti 一 co 时 渐 近 地 ) 达到 史 瓦 西 球 , 而 不 再 出 射 到 无 穷 远 . 售 获 截面 是 


2 
c 
G 二 47r2 (去 ) 
VU 
-OO 


(b) 通过 代 换 m 一 0, 将 习题 1 的 方程 (1) 过 渡 到 极端 相对 论 粒 子 (或 
光线 ) 情形 . 再 引入 碰撞 参量 p 二 cM/ 凶 , 我们 得 到 : 


1 dr 0 Te 


1 一 rejrcdi Pe Te 
径 向 运动 的 边界 (转折点) 由 根 号 内 表达 式 的 根 决 定 , 图 23 绘 出 了 它们 作为 
Pp 的 函数 ; 可 能 的 运动 范围 相应 于 平面 上 没有 阴影 的 部 分 . 该 曲线 的 极 小 值 
在 点 
av ,3 


@ 为 了 比较 我 们 回想 起 , 在 牛顿 场 中国 轨 道 在 离 中 心 任何 距离 处 都 是 可 能 (而且 稳定 ) 的 ， 
半径 与 角 动 量 由 公式 7 = M?/(km'm?) 联系 起 来 . 
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对 于 较 小 的 碰撞 参量 值 , 粒子 到 不 了 转折 点 ， 即 它 将 朝 史 瓦 西 球 运动 .于 是 我 
们 得 到 停 获 截面 


加 27 ，» 
0 一 了 
p/rg 
5 
4 
3V3 
一 上 - 
1 
| 
| 
1 [| 
| 
13 3 4 5 6 rnrg 
2 
图 23 


8103 类 尘埃 球 的 贡 纺 


要 讨论 坪 缩 物体 内 部 状态 改变 的 过 程 (包括 处 理 它 在 史 瓦 西 球 内 压缩 过 
程 ), 需要 求解 物质 介质 内 部 引力 场 的 爱 因 斯 坦 方 程 . 在 中 心 对 称 情形 下 ,如 
果 我 们 忽略 物质 的 压强 ; p = 0 (R. Tolman, 1934), 可 以 求 得 场 方程 一 般 形 式 
的 解 . 尽管 在 真实 情况 下 作 近 似 常 常 是 容许 的 , 但 这 个 问题 的 通 解 还 是 有 相 
当 大 的 方法 论 意 义 . 

正如 897 中 所 示 , 对 于 类 尘埃 介质 , 我 们 可 以 选择 既是 同步 也 是 共 动 的 
参考 系 . 册 用 7 和 RR 表示 这 样 选择 的 时 间 和 径 向 坐标 , 我 们 写 出 如 下 形式 的 
球 对 称 线 元 : @ 


ds? = dr2 一 extr' RdRR2 — r2(7, R)(d0? + sin2 gdp2). (103.1) 


函数 r(7, R) 是 如 此 定义 的 “半径 ”, 使 2rr 是 圆 (中 心 在 原点 ) 的 周 长 . 形式 
(103.1) 唯一 地 确定 了 的 选择 ,但 仍然 容许 形 如 R= RCR') 的 任意 径 向 坐标 
变换 . 

@ 物质 必须 “无 旋转 ”地 运动 (参见 897 第 三 个 脚注 ), 在 本 例 中 , 这 一 条 件 一 定 满足 , 因 


为 球 对 称 意味 着 物质 的 纯 径 向 运动 . 
二 在 本 节 中 9 令 c=1. 


$103 ”类 尘埃 球 的 击 缩 a 


这 个 度 规 的 里 奇 张 量 分 量 的 计算 导致 如 下 爱 因 斯 坦 方 程 组 9 : 


一 exXr'2 十 2r 关 十 72 十 1 = 0， (103.2) 
EX A 必 2 oO 六 
-2 和)+ 合 ++ 祁 十 之 =0, (103.3) 
一 入 
-a (2 十 r/2 一 rr/ 入) 十 与 (mA +72 十 1) = 8xke, (103.4) 
27/ — Ar’ = 0, (103.5) 


这 里 撤 表 示 对 R 微 分 , 点 表示 对 F 微分. 
方程 (103.5) 直接 对 时 间 积 分 , 得 出 
和 六 /2 
”1+f(R) 
式 中 f(R) 是 任意 函数 , 只 遵从 条 件 1+ > 0. 将 这 个 表达 式 代入 (103.2), 我 
们 得 到 


(103.6) 


2r7i 二 7 一 f=0 


(代入 (103.3) 得 不 到 任何 新 结果 ) . 这 个 方程 的 初 积分 是 
F(R) 


7 


7 = f(R)+ 


式 中 F(R) 是 另 一 个 任意 函数 . 因此 


(103.7) 


太一 土 


从 该 积分 得 到 的 函数 r(7, R) 可 以 写成 参数 形式 : 


禄 入 元 (oshy 一 1)， 70(R)—T= 3 (inh —”7), 当 f > 0，(103.8) 


r= 70 一 cos9)， To(R)—T= 3 sinn), 当 f < 0，(103.9) 
式 中 mo(R) 还 是 一 个 任意 函数 . 如 果 f= 0, 则 


gp\1/3 
”二 ( 革 ) [m(R) -7 了]23， 当 f=0. (103.10) 

QD 比较 $100 习题 5. 如 果 令 vv 二 0,er* = r2,p = 0, 从 该 习题 的 方程 (2) 一 (5) 可 分 别 得 到 
方程 (103.2) 一 (103.5) . 我 们 注意 到 , 当 p = 0 时, 同 题 方程 (6) 的 第 二 个 方程 给 出 v=0, 即 
v 二 v(7); 因而 在 选择 7 时 , 度 规 (1) 中 留 下 的 任意 性 容许 我 们 令 v = 0, 这 就 再 次 证 明了 引入 
同步 共 动 参考 系 的 可 能 性 . 
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在 所 有 情形 下 , 将 (103.6) 代入 (103.4) 并 用 (103.7) 消去 f, 我 们 得 到 物质 
密度 的 如 下 表达 式 @ : , 


F 
8nke = 一 一 了 (103.11) 


公式 (103.6) 一 (103.11) 确定 了 要 求 的 通 解 包 . 我 们 发 现 , 它 只 依赖 于 两 个 “ 物 
理 上 不 同 ” 的 任意 函数 : 尽管 其 中 出 现 了 三 个 函数 上书 70, 坐标 R 还 可 经 受 
任意 变换 尺 = R(R'). 这 个 数字 正好 对 应 于 : 物质 最 一 般 的 中 心 对 称 分 布 由 两 
个 函数 (物质 的 密度 分 布 和 径 向 速度 ) 给 出 ,而 中 心 对 称 的 自由 引力 场 并 不 
存在 . 

因为 参考 系 随 物质 运动 , 每 个 物质 粒子 对 应 于 确定 的 尽 值 ; 对 于 这 个 
值 ， 项 数 r(7, 忌 ) 决定 了 给 定 粒 子 的 运动 规律 , 而 导数 ”是 其 径 向 速度 . 这 里 
得 到 的 解 的 重要 性 质 是 , 在 从 0 到 某 个 Ro 的 区 间 上 给 定 出 现 于 解 中 的 任意 
因数 ,就 完全 决定 了 这 个 半径 的 球 的 行为 ; 它 并 不 依赖 于 在 R > Ro 时 如 何 
给 定 这 些 函 数 . 我 们 可 以 自动 获得 对 于 任何 有 限 球 内 部 问题 的 解 . 球 的 总 质 
量 , 按 (100.23), 由 如 下 积分 给 定 : 


r(T,Ro) Ro 
m = An / er2dr = 4r er2r'dR. 
0 Tr 


代入 (103.11) 并 注意 到 F(0)=0( 当 R=0, 必 有 "r=0), 我 们 得 到 


_ F(Ro) 
= 一 , re = F(Ro) (103.12) 





(re 是 球 的 引力 半径 ) . 

对 于 下 = const 关 0, 我 们 从 (103.11) 得 e =0, 所 以 这 个 解 适用 于 真空 ， 
即 它 描述 质点 的 场 (位 于 中 心 , 度 规 的 奇 点 ). 所 以 , 令 下 =rg,f =0,70= RR， 
我 们 得 到 度 规 (102.3) @. 

公式 (103.8) 一 (103.10) 描述 了 球 的 收缩 和 膨胀 (依赖 于 参量 7 的 取 值 范 
围 ) ; 对 于 场 方程 来 说 , 两 者 都 是 同样 容许 的 . 不 稳定 的 大 质量 物体 行为 的 重 
要 问题 对 应 于 收缩 一 一 引力 场 缩 , 解 (103.8) 一 (103.10) 描绘 了 这 样 的 图 景 ， 
当 7 增加 到 趋 于 7o 时 发 生 收 缩 . 时 刻 7 = 70(R) 对 应 于 到 达 具 有 给 定 径 向 坐 
标 RR 的 物质 的 中 心 (在 那里 我 们 必须 有 7 > 0) . 
”“@ 两 数 瑟 f,ro 只 满足 假设 e,r 和 < 的 正 性 条 件 . 加 上 上 面 给 出 的 条 件 1 + f > 0, 推 得 
f > 0. 我 们 也 假设 F' > o,r' > 0; 这 就 排除 了 导致 物质 在 其 径 向 运动 中 穿 过 球 层 的 情况 . 

@ 然而 这 并 不 包括 如 下 特例 , 即 7=r(7), 不 依赖 于 R, 上 故 (103.5) 化 为 恒等式 ; 参见 V. A. 


Ruban, JETP, 56, 1914 (1969) ; Soviet Phys. JETP, 29, 1027 (1969) . 不 过 , 这 种 情况 并 不 对 应 


有 限 物 体 雯 缩 问题 的 条 件 . 
@ F =0 的 情况 (那里 (103.7) 给 出 " = Vf(r - mm)) 对 应 于 场 不 存在 ; 通过 简单 的 变量 代 
换 , 该 度 规 可 以 化 为 何 利 略 形 式 . 
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当 7 一 nn0(BR) 时 球 内 度 规 的 极限 特征 对 所 有 三 种 情形 (103.8) 一 (103.10) 
都 相同 : 





1/3 1/3 / 
7 心 (到 (To — 7)2/3, ex/2 > (三 ) (mn 一 T)-13.， (103.13) 
这 意味 着 , 所 有 径 向 距离 〈 在 这 里 所 用 的 共 动 参考 系 内 ) 趋向 无 穷 大 , 而 切 
向 距离 则 趋 于 零 ( 像 r-m 那样 ) 也 . 物质 密度 相应 地 无 限 增加 @ . 


2 天 
8TKE 必 3Fri(m —7) (103.14) 
因此 , 与 我 们 在 $102 中 的 评论 一 致 , 整个 物质 分 布 都 声 缩 到 中 心 久 . 
在 函数 70(R) = const( 即 所 有 粒子 同时 到 达 中 心 ) 的 特殊 情形 下 , 收缩 
球 内 部 的 度 规 具有 不 同 的 特征 . 在 这 种 情形 下 ， 


9F HS oN 1/3 FF 
4 
87ke 祝 3 二 7T)2， (103.15) 


即 , 随 着 7 一 To, 所 有 上 距离 (无 论 径 向 和 切 向 ) 都 按 同样 规律 ~ (70 一 7)2 趋 
于 零 ; 物质 密度 像 (mw 一 +) 那样 趋 于 无 穷 大 , 而 且 在 这 个 极限 , 物质 的 分 布 
变 得 均匀 . 

我 们 注意 到 , 在 所 有 情形 , 抽 缩 球 表面 穿 过 史 瓦 西 球 (r(7T, Ro) = re) 的 
时 刻 , 对 于 其 内 部 的 动力 学 (由 共 动 参考 系 的 度 规 描 述 ) 并 不 重要 . 然而 , 在 
每 一 时 刻 , 该 球 的 一 定 部 分 已 经 在 目 己 的 “事件 视界 ”以 内 . 正如 F(R0), 通 
过 (103.12) , 决定 了 整个 球 的 引力 半径 一 样 , 对 于 任何 给 定 的 及 值 , F(R) 是 
该 球 在 RR = const 的 球面 内 那 一 部 分 的 引力 半径 ; 因此 , 球 的 这 一 部 分 在 每 
一 时 刻 7 由 条 件 r(7, R) < F(R) 决定 . 

最 后 , 我 们 来 说 明 如 何 能 够 用 这 些 公 式 求 解 8102 末 提 出 的 问题 : 为 质点 
的 场 构造 最 完备 的 参考 系 @ . 

@ 经 过 中 心 的 “平面 "上 的 几何 是 , 可 能 存在 一 个 旋转 锥 面 , 随时 间 沿 其 母线 伸 长 ,同时 沿 
其 所 有 的 圆周 收缩 . 

@@ 在 这 个 解 中 任何 质量 的 球 都 发 生 引力 去 缩 是 忽略 不 强 的 自然 结果 . 显然 , 当 e 一 ce 时 ， 
从 物理 观点 看 , 假设 物质 类 人 尘埃 是 绝 不 容许 的 , 我 们 应 当 用 极端 相对 论 的 物 态 方程 p = s/3. 然 
而 , 看 起 来 极限 压缩 规律 的 一 般 特 征 在 很 大 程度 上 与 物 态 方程 无 关 , 参见 E. M. Lifshitz 和 I. ML， 
Khalatnikov, JETP 39, 149, 1960; Soviet Phys. JETP, 12, 108, 1961. 

@ mo = const 的 情况 , 包含 了 一 个 特例 , 即 完全 均匀 球 的 拥 缩 ,参见 习题 . 

@ 这 样 的 参考 系 首 先是 克 鲁 斯 卡尔 (M. Kruskal, 1960) 用 其 他 变量 找到 的 ( 参 岂 Phys. Rev. 
119, 1743, 1960). 这 里 给 出 的 解 的 形式 出 自 I. D. Novikov, 1963, 用 的 是 同步 参考 系 . 
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为 了 实现 这 一 目的 , 必须 从 能 够 包含 收缩 和 膨胀 两 个 时 空 区 域 的 真空 度 
规 出 发 . 方程 (103.8) 就 是 这 样 的 解 , 其 中 我 们 必须 令 下 = const = rg. 再 选择 
1 


= 二 /2 

f= ( 尽 /rg)2 十 1 70 57g( f) ? 

我 们 得 到 : 
2 

名 中 1 (1 一 cos77)， 
rg 2 ANY7S 
a 3/2 (103.16) 
工 = 了 下 ( 冯 +9 (r 一 了 十 sin 797); 


式 中 参量 7 取 值 从 0 到 2r, 时 间 + (对 于 给 定 的 R) 单调 减 小 , 而 7 从 零 增 
加 , 经 过 一 个 极 大 值 , 然后 再 降 到 和 零 . 

在 图 24 中 ,曲线 4CB 和 4'C'B' 相应 于 点 7 = 0 (参数 值 7 = 2x 和 
7 = 二 0). 曲线 404' 和 BOB' 相应 于 史 瓦 西 球 7=7re.A4'C'B' 和 A’OB' 之 间 的 
时 空 区 域 只 可 能 有 从 中 心 向 外 的 运动 , 而 4CB 和 40B 之 间 是 只 发 生 向 中 心 
运动 的 区 域 . 





图 24 


相对 于 这 个 参考 系 静 止 的 粒子 的 世界 线 是 垂 线 (R= const) . 它 从 7 = 
0 (点 a) 出发, 在 点 ， 同 史 瓦 西 球 相 交 ， 在 时 刻 r = 0 达到 其 最 远 距 高 


2 

=- ( 吉 +1)|， 此 后 粒子 开始 向 史 瓦 西 球 下 落 , 在 点 c 穿 过 它 ， 再 次 达 
Ee 

到 + 二 0 (点 d) 的 时 间 是 


$103 类 尘埃 球 的 志 缩 . 357 . 


这 个 参考 系 是 完备 的 : 在 场 中 运动 的 任何 粒子 的 世界 线 的 两 端 要 么 在 真 
奇 点 > = 0, 要 么 在 无 穷 远 . 不 完备 的 度 规 (102.3) 只 覆盖 到 404' 右边 (或 
BOB' 左边 ) 的 区 域 ， 而 “膨胀 ”参考 系 覆 盖 到 BOB' 右边 (或 404' 左边 ) 
的 区 域 . 有 度 规 (100.14) 的 忠 瓦 西 参 考 系 只 和 覆盖 到 BO4' 右边 (或 40B' 左 
边 ) 的 区 域 . 


习 题 


求 类 尘埃 均匀 球 (其 物质 开始 时 处 于 静止 ) 引力 基 缩 问题 的 内 部 解 
解 : 令 


7 一 const， f=—sinR, F = 2a0sin’R, 
我 们 得 到 
7 = aosin R(1 ~ cosn), T—7 = ao0(n ~ sin7) (1) 
( 径 向 坐标 尽 是 无 量 岗 的 , 取 值 从 0 到 2r), 则 密度 是 
(2) 


aa(1L 一 cos71)3 
对 于 给 定 的 T,， 它 与 尽 无 关 ， 所 以 球 是 均匀 的 . 由 (1) 我 们 把 带 7 的 度 规 
(103.1) 表 为 形式 


ds = d7? — a*(7)[dR? + sin? R(d0* + sin Gdyp”*)], 
a = Qao(l — cos7). (3) 
我 们 注意 到 , 它 与 完全 充满 均匀 类 尘埃 物质 的 宇 宕 的 度 规 , 即 旨 里 德 曼 解 一 
致 (8112) 一 一 这 是 一 个 完全 自然 的 结果 ， 因 为 从 均匀 分 布 物质 中 切割 出 来 
的 球 具 有 中 心 对 称 性 包 . 
对 于 选 定 的 常数 a0,T0, 解 (1) 满足 开始 提出 的 条 件 , 为 方便 起 见 , 对 参 
量 作 政变 (7 一 Ti 一), 我 们 将 解 写 为 形式 
_rTo sinR ro . 
Re (1+cosn),， T= oan Ro" + sinn), (4) 
这 里 (按照 (103.12) ) 球 的 引力 半径 是 re = rosin? Ro. 在 初始 时 刻 (T = 0,7 = 
0) 物质 是 静止 的 (7 = 0), 而 2rro = 2rr(0, Ro) 是 球 的 初始 周 长 . 该 物质 雪 缩 
入 中 心 的 时 刻 是 了 = Tro/(2sin Ro). 
巡 远 观察 者 参考 系 ( 史 瓦 西 系 ) 中 的 时 间 t 和 球 上 的 固有 时 TT 的 关系 由 
如 下 方程 表示 
dr? 
1 一 rgjr 
@ 度 规 (3) 相应 于 常 正 曲 率 空 间 ， 以 类 似 的 方式 , 若 令 f = sinh2 R,F = 2ao sinh3 R, 我 们 
得 到 相应 于 常 负 曲率 空间 的 解 (§113) . 


dr2 一 (1 本 二 dt2 — 
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式 中 了 指 相应 于 球 表面 的 值 r(T, Ro). 由 该 式 的 积分 得 到 t 作为 同一 参量 的 


t cot Ro + tan 


1 
二 = 一 2+cotRo + 了 二 二 外 二 sm 起 (5) 
7g cot Ro 一 tan 7 2 sin Ro 


(这 里 时 刻 t=0 相应 于 T+ 二 0). 球 的 表面 穿 过 史 瓦 西 球 (7(T, Ro) 二 rg) 对 应 
参量 7 的 值 由 如 下 方程 确定 


cos2 72=2 生 
r 


—_ aim2 
7 = sin” Ro. 
当 趋 近 这 个 值 时 ,时 间 t 趋 于 无 穷 大 ,与 8102 中 的 论断 一 致 中 . 
8104 . 非 球 形 转 动物 体 的 引力 圾 缩 


严格 来 说 , 前 面 两 节 的 所 有 结果 只 适用 于 严格 球 对 称 的 物体 . 不 过 , 简 
单 的 论证 显示 , 对 于 那些 稍 许 偏 离 球 对 称 的 物体 ,引力 雪 缩 的 定性 图 景 仍然 
相同 (A. G. Doroshkevich, Ya. B. Zel'dovich 和 I. D. Novikov, 1965). 

首先 我 们 来 考虑 这 样 的 物体 , 它们 偏离 中 心 对 称 性 与 物质 的 分 布 有 关 ， 
而 与 物体 的 整体 转动 无 关 . 

很 明显 , 既然 大 质量 中 心 对 称 的 物体 是 引力 不 稳定 的 , 这 种 不 稳定 对 于 
对 称 性 的 小 扰动 仍 将 保留 , 所 以 这 样 的 物体 将 会 地 缩 . 将 弱 不 对 称 性 处 理 成 
小 扰动 , 我 们 可 以 追踪 它 在 物体 收缩 过 程 中 (在 共 动 系 内 ) 的 发 展 . 一 般 说 
来 , 扰动 随 物体 密度 的 增加 而 增加 . 但 如 果 扰 动 在 收缩 开始 时 足够 弱 , 它们 
在 物体 达到 其 引力 半径 时 仍 将 很 小 ; 在 $103 曾经 指出 , 这 个 时 刻 对 于 收缩 物 
体内 部 的 动力 学 毫 无 特殊 之 处 , 而 它 的 密度 当然 仍 是 有 限 的 包 . 

由 于 物体 内 部 的 扰动 很 小 , 它 在 外 部 产生 的 中 心 对 称 引 力 场 的 扰动 依然 
也 很 小 . 这 意味 着 “事件 视界 ”, 即 史 瓦 西 球 的 表面 也 几乎 保持 不 变 , 没有 任 
何 东 西 能 够 阻止 地 缩 物体 穿 过 它 (在 共 动 参考 系 内 ) . 

因为 没有 信号 从 事件 视界 以 内 送出 , 所 以 没有 关于 物体 内 部 扰动 进一步 
发 展 的 信息 到 达 外 部 观察 者 ; 整个 过 程 对 于 遥远 观察 者 仍然 是 “无 限 延 迟 - 
的 . 由 此 可 知 ， 当 物体 渐 近 地 趋 于 引力 半径 时 , 博 缩 物体 的 引力 场 相 对 于 外 
部 参考 系 趋 向 于 变 成 稳 态 . 这 个 过 程 的 特征 时 间 非 常 短 (~ rg/e) , 在 这 段 期 间 
我 们 可 以 假设 , 外 部 空间 只 存在 那些 在 中 心 对 称 引 力 场 中 较 早 发 展 起 来 的 扰 

@ 由 (4) 式 决 定 的 函数 r(7, Ro) 当然 与 由 外 部 度 规 计算 并 由 积分 (102.8) 给 出 的 瑞 数 一 致 
同样 的 论断 适用 于 由 (4) 和 (5) 决定 的 函数 t(7); 它 与 积分 (102.5) 给 出 的 函数 一 致 


© 在 8115 里 将 处 理 不 稳定 、 无 边界 的 均匀 物质 分 布 中 扰动 的 发 展 (那里 得 到 的 公式 可 以 同 
样 应 用 于 膨胀 和 收缩 两 种 情况 ) . 未 扰动 或 无 界 延伸 物体 的 非 均 匀 性 并 不 改变 这 里 做 出 的 结论 . 
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动 .但 是 随 着 时 间 的 进程 , 所 有 的 扰动 都 必定 作为 引力 波 耗 散 进 空间 ,走向 无 
限 远 (或 者 穿 过 视界 ). 

在 形成 中 的 黑洞 的 外 部 引力 场 里 , 也 不 能 保留 与 时 间 无 关 的 静态 扰动 . 
这 个 结论 可 以 从 应 用 于 真空 史 瓦 西 球 中 恒定 扰动 的 分 析 得 到 . 这 样 的 分 析 显 
示 , 在 静态 情形 下 , 每 一 (在 无 穷 远 处 减弱 的 ) 扰动 ,在 趋 近 未 扰动 问题 的 史 
瓦 西 球面 时 会 无 限制 地 增加 名; 但 是 , 正如 已 经 说 过 的 那样 , 在 目前 情况 中 
没有 外 部 场 出 现 大 扰动 的 理由 . 

物体 密度 分 布 中 对 于 球 对 称 的 偏离 , 可 以 用 该 分 布 的 四 极 矩 和 更 高 的 多 
极 矩 描述 ; 其 中 每 一 个 都 对 外 部 引力 场 作出 了 自己 的 贡献 . 我 们 的 论断 意味 
着 ,外场 中 所 有 这 样 的 扰动 在 雪 缩 的 最 后 阶段 (从 外 面 观察 者 的 观点 看 ) 都 
会 渐次 减弱 名 . 产生 的 黑洞 引力 场 依然 是 中 心 对 称 的 史 瓦 西 场 , 只 由 黑洞 的 
总 质量 决定 . 

物体 坪 缩 到 其 事件 视界 以 内 (从 外 面 的 参考 系 不 可 观测 ) 的 终极 命运 问 
题 还 不 完全 清楚 . 看 来 我 们 可 以 断言 , 这 里 十 缩 也 会 终止 于 时 空 度 规 的 真 奇 
点 ,但 奇 点 的 类 型 与 中 心 对 称 的 情况 完全 不 同 . 然而, 这 个 问题 目前 尚未 完全 
搞 清 楚 . 

让 我 们 回 到 球 对 称 弱 扰动 不 是 与 密度 分 布 , 而 是 与 物体 整体 转动 相关 的 
情况 ; 弱 扰 动 的 假设 意味 着 转动 必须 足够 慢 . 除了 一 个 例外 ,所 有 以 前 的 论断 
仍然 有 效 , 从 一 开始 就 很 清楚 , 由 于 物体 的 总 角 动 量 M 守恒 ,黑洞 的 场 不 能 
只 依赖 于 物体 的 质量 . 与 此 相应 的 是 ,在 中 心 对 称 引 力 场 的 不 含 时 稳 态 (而 非 
静态 ) 扰动 中 ,有 一 个 扰动 不 在 7 一 rs 时 无 限 增加 . 这 正好 是 与 物体 的 转动 相 
关 的 扰动 , 可 通过 在 史 瓦 西 度 规 张 量 gi (在 坐标 z =tz!l=7,22?=0,23=y 
中 ) 加 上 很 小 的 非 对 角 分 量 仿 


M 
sin20 (104.1) 





2k 
803 三 


予以 描述 (参见 8105 习题 ) . 当 物 体 趋 于 引力 半径 时 , 这 个 表达 式 仍 然 有 效 
(在 外 部 空间 中 ), 因此 缓慢 转动 黑洞 的 引力 场 (在 小 角 动 量 M 的 情形 准确 
到 一 级 近似 ), 将 是 中 心 对 称 的 史 瓦 西 场 加 上 小 修正 (104.1) . 这 个 场 不 再 是 
静态 的 而 只 是 稳 态 的 . 
如 果 引 力 南 缩 对 于 球 对 称 的 小 扰动 是 可 能 的 , 那么 如 果 在 某 个 有 限 范 围 
@ 参见 T. Regge 和 J. A. Wheeler, Phys.，Rev. 108, 1063 (1957). 这 里 要 强调 , 我 们 说 的 是 
来 自 中 心 体 本 身 的 扰动 . 施 予 无 穷 远 的 条 件 排 除了 静态 扰动 来 自 外 源 的 情况 : 在 这 样 的 情况 下 ， 
小 扰动 只 给 史 瓦 西 球 一 些 扭 曲 , 并 不 改变 它 的 定性 性 质 , 也 不 在 其 上 产生 真正 的 时 空 奇 点 . 
@ 关于 这 种 衰减 律 , 参见 R. H. Price, phys， Rev. D,5, 2419, 2439(1972). 南 缩 期 间 , 外 引 


力 场 初始 静态 的 i 极 扰动 的 衰减 规律 是 1/t2'+?. 
@ 在 本 节 中 令 c=1. 
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之 内 偏离 球形 , 必定 也 可 能 发 生 同 样 性 质 的 南 缩 (连同 物体 运动 到 事件 视界 
以 内 ); 决定 这 一 范围 的 条 件 尚未 建立 . 无 论 这 些 条 件 如 何 , 看 来 我 们 可 以 断 
言 , 从 外 部 观察 者 的 观点 来 看 , 由 抽 缩 形 成 的 结构 (旋转 圾 缩 星 ) 的 性 质 , 仅 
依赖 于 初始 物体 的 总 质量 m 和 角 动 量 M, 而 同 它 的 所 有 其 余 特 性 无 关外 . 如 
果 物 体 没 有 整体 旋转 (M=0), 那么 南 缩 星 的 外 部 引力 场 就 是 中 心 对 称 的 史 
瓦 西 场 2. 
旋转 黑洞 的 引力 场 由 如 下 轴 对 称 稳 态 克 尔 度 规 给 出 人 @. 
ds2 = (4 过 ) dt2 — par? _ p2d0? — 


27g7Q 


了 sin2 6dypdt, (104.2) 








2 
一 (7 十 对 十 区 sin2? g ) sin2 0do 十 


这 里 我 们 已 引入 符号 
A=7’— Tg7 十 a’, pp? =r? +a’ cos?0, (104.3) 


式 中 的 rg 仍然 是 2mk. 这 个 度 规 依 赖 于 两 个 恒定 参量 m 和 a, 其 意义 从 度 规 
在 远 距 离 > 处 的 极限 形式 看 是 明显 的 . 精确 到 ~ 1/r 级 的 项 , 我 们 有 : 


人 Tga 
A 名 PO -i 
B01 7 803 ~ -Sin 0; 


第 一 式 与 (100.18) 比较 、 第 二 式 与 (104.1) 比较 表明 ,mm 是 物体 的 质量 , 而 参 
量 a 与 角 动 量 M 的 关系 为 
M=ma (104.4) 


(在 通常 单位 中 M = mac) . 对 于 a=0, 克 尔 度 规 化 为 标准 形式 的 史 瓦 西 度 
规 (100.14) 多 . 我 们 也 注意 到 , 形式 (104.2) 明显 表现 出 时 间 反 演 对 称 性 ; 这 
个 变换 (i 一 下 也 改变 了 转动 方向 , 即 角 动量 的 符号 (a 一 一 a), 所 以 ds* 保 
持 不 变 . 

度 规 张 量 (104.2) 的 行列 式 是 


—g = ps sin? 0. (104.5) 

@ 为 了 避免 误解 , 我 们 提醒 读者 , 这 里 没有 考虑 携带 净 电 荷 的 物体 . 

@ 这 一 论断 受到 下 述 Israel 定理 的 强烈 支持 : 在 爱 因 斯 坦 方程 所 有 无 穷 远 处 为 伽利略 的 ， 
且 有 闭合 单 叶 面 goo = const,t = const 的 静态 解 中 , 史 瓦 西 解 是 唯一 具有 视界 (goo = 0) 而 在 其 
上 没有 时 空 度 规 奇 点 的 解 (证 明 参 见 W. Israel, Phys. Rev. 164, 1776, 1967). 

@ 爱 因 斯 坦 方程 的 这 个 解 是 1963 年 由 克 尔 以 另 一 形式 发 现 的 , 后 由 R.H.Boyer 和 R. W. 
Lindquist , 1967 化 为 (104.2) . 文献 中 对 度 规 (104.2) 没有 物理 概念 合格 的 说 明 性 解析 推导 , 甚至 
直接 核对 爱 因 斯 坦 方程 的 这 个 解 也 涉及 繁杂 的 计算 . 克 尔 度 规 是 旋转 南 缩 星 唯 一 的 场 这 个 论断 ， 
得 到 一 个 类 似 Israel 定理 的 定理 支持 (参见 B. Carter, Phys. Rev. Lett. 26, 331, 1971). 

@ 准确 到 a 的 一 级 项 , 当 a < 1 时 度 规 (104.2) 与 史 瓦 西 度 规 只 差 (2rga/r) sin2 9dypdt 这 一 
项 , 则 我 们 前 面 关 于 弱 偏 离 球 对 称 情 形 的 论断 一 致 . 
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我 们 也 给 出 逆 变 分 量 ge*“， 办 法 是 将 它们 引入 下 列 四 维 梯度 算 符 平方 的 表 
达 式 : 


.0 0 1 rera? a\” 418 
ik 0O © _ 2， 2 ，7g7rQ .92 oy 21 
b OriGrt A ( J 0 0) ( 吉 ) 0D2 的 
_1 (3) ( _ ) (2 2rara 8 8 
02 \00 4sin20 p* Op PA Op 


当 m = 0 时 ,不 存在 引力 质量 ,(104.2) 应 当 变 为 伽利略 度 规 . 实际 上 ， 
表达 式 











2 
ds2 = dt2 — pe -dr2 一 p2dg2 — (r? + a2) sin? dy? (104.7) 


就 是 用 空间 扁 查 球 坐 标 写 出 的 伽利略 度 规 
ds2 = dt? ~ dx? — dy? 一 dz 
空间 扁 椭 球 坐 标 到 笛 卡 儿 坐 标的 变换 由 下 列 公 式 实现 : 
T= Vr + a? sinb cosw, 
y = VT? + a? sinb sin wy, 
Zz 二 7 CosO; 
曲面 > = const 是 旋转 扁 椭 球 : 
Z2 十 92 ,22 
7r2 十 a2 72 
度 规 (104.2) 有 一 假 奇 点 ,正如 史 瓦 西 度 规 (100.14) 在 >= reg 有 假 奇 点 
一 样 . 但 是 , 相 较 于 史 瓦 西 情形 在 同一 个 面 +=r。 上 既 有 goo 为 0 又 有 gi1i 为 


无 穷 大 , 在 克 尔 度 规 中 , 这 两 个 面 却 是 分 离 的 . 当 po = rrg 时 ,等 式 goo =0 
成 立 ; 这 个 二 次 方程 的 两 个 根 的 较 大 者 是 





= 


2 
70 一 如 十 (去 ) 一 2 cos20 (goo = 0). (104.8) 


当 A=0 时 ,gil 为 无 穷 大 ; 这 个 方程 两 个 根 中 较 大 者 是 


_ 7g Te Se 2 
二 可 十 M 人 人 ) a2 (gll = 00). (104.9) 


为 简便 起 见 , 我 们 把 曲面 > = ro 记 为 560,7 二 rhor 记 为 Shor, 其 物理 意义 
下 面 再 解释 . 曲面 Sho 和 So 都 是 旋转 扁 椭 球 面 * ; Shor 包含 在 So 里 ,两 个 面 
在 极点 (9 = 二 0 和 9 = 7) 接触 . 

* 原著 将 前 者 误 写 为 球面 . 一 一 中 译注 
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正如 我 们 从 (104.8) 和 (104.9) 看 到 的 那样 , 仅 当 a < rg/2 时 ,So 和 Shor 
才 存 在 . 当 a > rg/2 时 , 度 规 (104.2) 的 性 质 会 发 生根 本 改变 , 开始 显示 出 物 
理 上 不 允许 的 性 质 一 一 破坏 了 因果 性 原理 马 . 

a > rg/2 时 克 尔 度 规 失 去 意义 意味 着 , 下 列 值 

Gnax = Mnax = — (104.10) 
给 出 了 雪 缩 星 角 动量 可 能 的 上 限 . 必须 把 它 看 成 可 以 任意 趋 近 的 极限 值 ， 而 
严格 的 等 式 a = amax 是 不 可 能 的 . 曲面 So 和 Shor 相应 的 半径 极限 值 是 
ro = 志 (1 + sin0), rhor = 如 (104.11) 

我 们 将 证 明 曲 面 Shor 是 事件 视界 ,运动 粒子 和 光 只 能 从 一 个 方向 ( 朝 着 内 
部 ) 穿 过 它 . 

对 从 一 般 的 观点 证 明 , 运动 粒子 世界 线 的 单 癌 穿 过 性 对 任何 类 光 超 曲 
面 ( 即 每 一 点 的 法 线 都 是 类 光 矢 量 的 超 曲 面 ) 都 保持 . 设 超 曲 面 是 由 方程 
zz zz5) 二 const 定义 的 . 它 的 法 线 沿 着 四 维 梯度 mw = 8f/68z: 的 方向 ， 
所 以 , 对 于 类 光 超 曲面 我 们 有 nn: = 0. 换言之 , 这 意味 着 , 法 线 的 方向 就 身 
在 该 曲面 里 : 沿 者 该 超 曲 面 df = nidx* = 0, 这 个 方程 在 四 维 矢 量 dz 和 ni 
的 方向 一 致 时 满足 . 由 这 同样 的 性 质 njn: = 0, 超 曲 面 在 这 同一 方向 的 线 元 是 
ds = 0. 换言之 , 沿 着 这 个 方向 超 曲 面 在 给 定点 同 在 该 点 构造 的 光 锥 相 切 . 
因此 , 在 类 光 超 曲面 上 每 一 点 构造 的 光 锥 (例如 ， 萌 未 来 方向 ) 完全 躺 在 曲 
面 的 一 边 , 并 沿 上 自己 的 母线 之 一 与 该 超 曲 面 (在 这 些 点 ) 相 切 . 但 这 正好 意味 
着 , 粒子 或 光线 (指向 未 来 ) 的 世界 线 只 能 往 一 个 方向 穿 过 超 曲 面 . 

类 光 超 曲面 的 这 个 性 质 通 常 在 物理 上 是 平凡 的 : 单 向 穿 过 这 些 曲 面 仅 
仅 表 示 超 光速 运动 的 不 可 能 性 (这 类 例子 中 最 简单 的 是 平 直 时 空中 的 超 曲 面 
zz 一 t). 非 平 扩 的 新 物理 情况 出 现 于 类 光 超 曲面 并 不 延伸 到 空间 无 限 远 ， 以 
至 它 的 截面 上 = const 是 闭合 的 空间 曲面 之 时 ; 这 些 曲 面 是 事件 视界 , 其 意义 
与 史 瓦 西 球 在 中 心 对 称 引力 场 中 的 相同 . 

克 尔 场 中 的 曲面 Shor 是 什么 呢 ? 对 于 克 尔 场 中 形 如 f(7,9) = const 的 超 
曲面 , 条 件 nini = 0 具有 形式 


of Of\” 1 afy” /ef 
cr 的 (的 -5 的 -的 ] -oo 
从 闭合 类 时 世界 线 的 出 现 就 能 显示 出 来 这 种 破坏 ; 这 些 世 界线 会 使 先 向 过 去 “运动 ” 然 
后 再 朝 将 来 “运动 ”成 为 可 能 . 我 们 立刻 指出 , 如 果 把 克 尔 度 规 延 伸 到 She 内 部 , 即使 a < rg/2， 
同样 的 破坏 也 会 出 现 , 这 表明 物理 上 该 度 规 在 Shour 内 部 是 不 可 用 的 (我们 以 后 将 回 到 这 一 点 ) . 
由 于 同样 的 理由 , 在 二 次 方程 goo =0 和 1/g11 = 0 两 个 较 小 根 所 定义 的 曲面 里 (它们 处 于 Sha 
内 部 ) , 是 没有 物理 意义 可 言 的 ; 参见 B.Carter, Phys.Rev.147, 1559(1968) . 


8104 ” 非 球 形 转动 物体 的 引力 志 纺 - 363 . 


(本 来自 (104.6) ) ， 这 个 方程 在 5o 上 不 满足 ,但 在 Shu 上 满足 (这 里 
9f/80 = 0,A=0). 

把 克 尔 度 规 延 拓 到 视界 曲面 以 内 ( 像 在 8102 和 8103 对 史 瓦 西 度 规 做 过 
的 那样 ) 是 没有 物理 意义 的 . 这 样 的 延 拓 会 只 依赖 于 和 Shor 外 面 的 场 相同 的 
两 个 参量 (m 和 a), 由 此 已 经 显 见 , 它 不 可 能 与 十 缩 星 穿 过 视界 后 的 命运 这 
个 物理 问题 有 关 . 非 球 形 的 效应 在 共 动 参考 系 中 根本 不 能 衰减 掉 ， 相反 ， 必 
定 会 随 着 物体 进一步 收缩 而 增加 , 所 以 没有 理由 预期 ,视界 内 部 的 场 会 仅仅 
由 物体 的 质量 和 角 动 量 来 决定 吕 . 

我 们 来 考虑 曲面 9o 和 它 与 视界 之 间 的 空间 ( 克 尔 场 的 这 个 区 域 称 为 能 
层 ) 的 性 质 . 

能 层 的 基本 性 质 是 , 其 中 没有 粒子 能 够 相对 于 遥远 观察 者 的 参考 系 保持 
静止 ; 当 7,60,w = const 时 , 我 们 有 ds? <0, 即 间隔 是 类 空 的 , 而 粒子 的 世界 
线 本 该 类 时 ; 变量 上 失去 了 它 的 时 间 特 性 . 因此 刚性 参考 系 不 能 从 无 穷 远 延 
伸 人 能 层 , 在 这 个 意义 上 , 曲面 $0 可 以 称 为 静 界 . 

粒子 在 能 层 内 的 运动 特征 与 史 瓦 西 场 视界 之 内 的 情形 有 本 质 的 不 同 .在 
后 一 种 情形 下 , 粒子 相对 于 外 部 参考 系 也 不 能 处 于 静止 , 不 能 有 7 = const : 
所 有 粒子 都 必须 朝 中 心 径 向 运动 . 在 殉 尔 场 的 能 层 中 ,yp = const 对 粒子 是 不 
可 能 的 (粒子 一 定 要 绕 场 的 对 称 轴 转 动 ), 而 7 = const 对 于 一 个 粒子 是 可 能 
的 . 此 外 , 粒子 (和 光线 ) 的 运动 既 可 以 增加 也 可 以 减 小 >, 并 能 从 能 层 出 射 
到 外 部 空间 . 与 最 后 一 点 相应 , 粒子 可 以 从 外 部 区 域 达到 能 层 : 这 样 的 粒子 
(或 光线 ) 到 达 曲 面 So 的 时 间 , 用 通 远 观察 者 的 钟 t 测量 , 对 除 极 点 (So 和 
Shor 的 接触 点 ) 之 外 的 所 有 So 都 是 有 限 的 . 到 达 这 些 极 点 的 时 间 , 正如 同 到 
达 所 有 Shor 点 的 时 间 一 样 ,当然 还 是 无 限 的 外 . 

因为 粒子 在 能 层 中 的 转动 不 可 避免 ,在 这 个 区 域 写 出 度 规 的 自然 形式 
是 : 


2 2 
ds? = (go 一 co ] dt2 十 giidr? 十 g22d02 十 £33 (dr 十 Sosa ) , (104.13) 
833 833 


di 的 系数 
2 A 


11 a 
S00 Baa 72+a2+ rora? sin? 0/p2 


在 Shor 外 面 处 处 为 正 ( 且 在 So 上 不 为 零 ); 当 r+ = const ,0 = const ,dy = 


@ 数学 上 , 这 种 情况 反映 了 , 当 我 们 将 克 尔 度 规 延伸 到 Stor 以 内 时 (上 上面 提 到 的 ) 因果 性 
原理 的 破坏 . 

@ 在 粒子 的 能 量 和 角 动 量 取 特殊 值 , 使 径 向 速度 在 So 的 特殊 点 为 零 的 特殊 情形 下 , 到达 
这 些 特殊 点 的 时 间 也 可 以 是 无 限 的 . 
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一 (go3/g33)dt 时 , 间隔 ds 是 类 时 的 . 相对 于 外 面 的 观察 者 ， 


03 TgQT 
人 = pr (104.14) 
这 个 量 起 着 广义 “能 层 转动 角速度 ”的 作用 (其 转动 方向 与 中 心 物体 转动 的 
方向 一 致 ) @. 
粒子 的 能 量 , 定义 为 作用 量 S$ 对 于 粒子 ( 沿 轨道 同步 的 ) 固有 时 r 的 导 
数 -8S/97, 它 恒 为 正 什 (参见 $88). 但 是 , 正如 8§88 中 说 明 过 的 那样 , 粒子 
在 与 时 间 t 无关 的 场 中 运动 期 间 , 定义 为 -65/6t 的 能 量 铅 是 守恒 的 ; 这 个 
量 与 四 维 动量 po = muo = mgoidz' 的 协 变 分 量 一 致 (m 是 粒子 的 质量 ) . 变 
量 上 ( 按 遥 远 观 察 者 的 钟 测量 的 时 间 ) 在 能 层 内 不 再 具有 时 间 特 性 , 这 个 事实 
产生 了 如 下 特殊 的 情况 : 在 这 个 区 间 内 goo <0, 因此 
@ =m(goou + go3u) = m (go + go ) 
这 个 量 能 够 为 负 值 . 因为 在 外 部 空间 (那里 t 为 时 间 ) 中 , 能 量 名 不 能 为 负 ， 
所 以 鲍 < 0 的 粒子 不 能 从 外 部 落 入 能 层 . 出 现 这 种 粒子 的 可 能 来 源 , 是 进入 
能 层 的 物体 分 裂 为 (例如 说 ) 两 部 分 , 一 部 分 被 俘获 进入 “ 负 能 ”轨道 , 这 部 
分 不 再 能 从 能 层 出 射 , 最 后 被 俘获 进 视界 之 内 . 第 二 部 分 可 以 返回 外 部 空间 ; 
因为 铅 是 守恒 的 加 性 量 , 这 部 分 的 能 量 大 于 初始 物体 的 能 量 , 所 以 我 们 得 到 
了 从 转动 黑洞 抽取 出 来 的 能 量 (R. Penrose, 1969). 
最 后 , 我 们 注意 到 , 虽然 So 面 对 于 时 空 度 规 并 不 奇异 , 但 纯 空 间 度 规 
(在 参考 系 (104.2) 中 ) 在 那里 却 有 奇 点 . 在 So 以 外 (那里 变量 上 具有 时 间 特 
性 ), 空间 度 规 张 量 根据 (84.7) 计算 , 而 空间 距离 元 具有 形式 


A sin? 0 2 


2_Pp 2 2 102 
dl* = Adr 十 0“d0 yp 


(104.15) 
在 So 附近 , 纬 线 长 度 (9 = const ,r = const ) 按 规律 2rasin 9/ go6 趋 于 无 穷 
大 . 当时 钟 沿 此 闭合 曲线 同步 时 , 其 读数 之 差 (参见 (88.5) ) 在 这 里 也 趋 于 无 
穷 大 . 


@ 值得 注意 的 是 , 对 于 沿 能 层 边 界 运动 的 粒子 , 固有 时 间隔 并 不 随 goo 变 为 零 . 在 这 个 意义 
上 , So 不是“ 无限 红 移 ” 面 ; 运动 的 源 (在 那里 是 不 能 静止 的 ) 送出 的 光 信 号 频率 , 在 遥远 观察 
者 看 来 并 不 变 为 零 . 我 们 记得 , 在 中 心 对 称 场 中 , 史 瓦 西 球 上 既 不 可 能 有 静止 的 源 , 也 不 可 能 有 
运动 的 源 (因为 类 光 曲 面 不 能 包含 类 时 世界 线 ) . 在 那里 产生 “无 限 红 移 ” 是 因为 , 随 着 > 一 rg， 
固有 时 间隔 dr = ygoodt (对 于 给 定 的 dt), 由 相对 于 参考 系 静 止 的 钟 测量 , 会 变 为 零 . 
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习 囊 


1, 对 于 在 克 尔 场 中 运动 的 粒子 , 在 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 中 进行 变量 分 离 
(B. Carter, 1968). 
解 : 在 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 





中 (mm 是 粒子 的 质量 , 不 要 与 中 心 物 体 的 质量 混淆 )， 度 规 g" 来 自 〈104.6) ， 
时 间 寺 和 角 w 是 循环 变量 ; 因此 它们 以 -Bt 上 + Do 的 形式 进入 作用 量 3,， 这 
里 到 是 守恒 的 能 量 , 工 表 示 角 动量 沿 场 对 称 轴 的 分 量 . 显然 ,变量 7 和 0 也 
可 以 分 离 , 把 5S 写 为 形式 
S = —é0ti+ Lop+ Sr(7) + Se(0), (1) 
我 们 把 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 化 为 两 个 常 微分 方程 (参见 本 教程 第 一 着 848) : 
2 2 
(各 ) 十 (oa sin 0 一 二 十 a27mn2 cos20 = K, 
(2) 
dS;. 由 
( 鹤 ) 一 A +o)R al +mr = kK, 


式 中 扩 (分 离 参数 ) 是 一 个 新 的 任意 常数 ,于 是 函数 Se 和 Si 可 以 通过 简单 
粒子 的 四 维 动量 


A 








mE = Lt (Pte ein? 0 ) (3) 
m2 ( 择 ) lg + a2)6 — aL]? — 4(K 十 mm2r2)， (5) 
17 人 = AK — a2m’ cos 0) 一 万 (oa sin0 一 (6) 


这 些 积分 是 运动 方程 ( 测 地 方程 ) 的 初 积 分 . 轨道 方程 和 沿 轨 道 坐 标 对 时 间 
的 依赖 关系 可 以 从 (3) 一 (6) 或 者 直接 从 方程 


09 
一 const, 二 一 = const 


OK 


= const, 2 
6 ”OL 
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求 得 . 

对 于 光线 的 情况 , 我 们 必须 在 方程 (3) 一 (6) 右边 令 m= 二 0, 并 用 wo 代 
替 而 (参见 8101)，, 而 左边 的 导数 dm/ds 必须 代 之 以 对 ( 沿 光 线 变化 的 ) 参 
数 入 的 导数 d/d 和 (参见 887 未 ). 

如 从 对 称 性 论据 已 经 清楚 的 那样 ,方程 (4) 一 (6) 只 容许 沿 物 体 转动 轴 
的 纯 径 向 运动 . 由 与 此 相同 的 考虑 显 见 , 运动 可 能 在 一 个 “平面 "上 进行 的 必 
要 条 件 是 该 平面 是 赤道 面 . 在 该 情形 下 , 令 9=T/2, 从 条 件 dg/ds=0 用 多 
和 工 表 示 所, 我们 得 到 如 下 形式 的 运动 方程 


dt rea,; /2 2, rao? 
mi = + 人 (> to 十 一 (7) 
dp M Yg Tg 
m+ 
2 /dr 0 2 2 2 2 2 
mT) = 去 [r +a 一 co -4[(a% -1) 十 到 六 (9) 


2. 对 于 在 极限 克 尔 场 (a 一 7g/2) 赤道 面 内 运动 的 粒子 , 求 最 接近 中 心 的 
稳定 圆 轨道 的 半径 (R. Ruffini, J. A. Wheeler ,1969) . 
解 : 同 8102 习题 1 一样 处 理 , 引入 由 


[m2 +oa)U(r) -aL — AllaU(r)— LL)+rim]=0 


定义 的 有 效 势 能 U(r) (对 于 鲍 二 U, 方程 (9) 的 右边 变 为 零 ) . 稳定 轨道 的 
半径 由 函数 U(r) 的 极 小 值 , 即 方程 U(r7) = 290,U'(r) = 二 0 在 UVU"(r) > 0 条 件 下 
的 联 立 解 确定 . 最 接近 中 心 的 轨道 相应 于 U "(rmin) 二 0; 对 于 7 <rmin, 函数 
Ur(r) 没有 极 小 值 . 结果 我 们 得 到 如 下 的 运动 参数 值 : 

(a) 对 工 <0( 运 动 与 志 缩 星 转 动 方向 相反 ) 
rmin 9 6 5 L 1l 

Tg 2 m 3V3 mre 

(b) 对 工 > 0 (运动 沿 着 雪 缩 星 转动 方向 ) 当 a 一 怀 时 半径 rmin 趋向 视 

界 半径 . 令 a= 六 (1 +6)， 当 6 一 0 时 我 们 得 到 : 








in 1 
Te 
2 Tg 2 


Tg 
A CC L 1 
i 1/3 
ee (0 i 
我 们 注意 到 ，rmin/rhor 总 是 大 于 1, 即 轨 道 不 会 处 于 视界 以 内 . 这 本 该 如 此 : 
视界 是 类 光 超 曲面 ,运动 粒子 的 类 时 世界 线 是 不 可 能 置身 其 上 的 . 
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8105 物体 远 距离 处 的 引力 场 


我 们 来 考虑 远离 场 源 物体 处 的 稳 态 引力 场 , 并 决定 其 按 1/r 寡 展 开 式 的 
前 几 项 . 

离 物体 远 处 的 场 很 弱 . 这 意味 着 那里 的 时 空 度 规 几 乎 是 伽利略 度 规 ,， 即 
我 们 可 以 选择 一 个 参考 系 , 其 中 度 规 张 量 的 分 量 几乎 等 于 它们 的 伽利略 值 : 


gao = 1， gy 0， Ee = = 一 0ap， (105.1) 


因而 我 们 可 以 把 gix 写成 如 下 形式 
gik = Bi + hix, (105.2) 


式 中 hi 是 由 引力 场 确定 的 小 修正 . 

在 对 张 量 hi 的 运算 中 ,我们 约定 用 “未 扰动 的 ” 度 规 来 升 和 降 它们 的 
指标 : hr = gMhit， 等 等 , 这 里 我 们 必须 把 h* 同 度 规 张 量 gz 的 道 变 分 量 
的 修正 区 分 开 . 后 者 由 解 如 下 方程 确定 : 


gug = (8i + hug = 的 
所 以 , 精确 到 二 阶 项 , 我 们 得 到 : 
gi = gik(0) 一 phik 十 phiptk. (105.3) 
精确 到 同样 精度 , 度 规 张 量 的 行列 式 是 
g= gt." @ 十 及 十 = Snip ) (105.4) 


式 中 妃 = ph:: 

我 们 现在 就 要 强调 , hi; 很 小 这 个 条 件 绝 对 没有 对 参考 系 作 了 唯一 确定 
的 选择 . 如 果 这 个 条 件 对 任 一 参考 系 满足 , 在 作 任 意 变 换 z= zi 十 & 后 它 也 
将 满足 , 这 里 是 些小 量 . 按照 (94.3) , 张 量 hix 就 将 变 为 
Oé; OQék 
Ork Oxi’ 
这 里 &; = g(0)E (因为 go) 是 常数 ,(94.3) 中 的 协 变 导数 在 目前 情形 中 化 为 普 
通 导数 ) @. 


@ 对 于 稳 态 场 , 自然 只 容许 那些 不 破坏 gtx 的 时 间 无 关 性 的 变换 , 即 €: 必须 只 是 空间 坐标 
的 函数 ， 


hi = — hix. — 








(105.5) 
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在 一 阶 近 似 下 , 精确 到 1/r 的 项 ， 对 伽利略 值 的 小 修正 由 中 心 对 称 史 
瓦 西 度 规 展开 式 中 相应 的 项 给 出 . 由 于 上 面 提 到 的 参考 系 (无 穷 远 处 为 伽 利 
略 参 考 系 ) 选择 的 不 定性 ,hi 的 具体 形式 依赖 于 如 何 定 义 径 向 坐标 r+. 因 
此 , 如 果 史 瓦 西 度 规 写成 (100.14) 的 形式 , 其 大 处 展开 式 中 的 前 几 项 就 由 
表达 式 (100.18) 给 出 . 从 空间 球 坐 标 变 换 到 笛 卡 儿 坐 标 (为 此 我 们 必须 写 出 
dr 二 nadx?, 这 里 nn 是 7 方 辐 的 单位 矢量 ), 我 们 得 到 下 列 值 : 


hd) 一 了 区 (1) 一 7E ww (1) = . 
00 r 了 Aa6p 本 他 Nn, hooa 0, (105 6) 


式 中 rg = 2km/e2 中 . 

在 正比 于 1/ 的 二 阶 项 中 , 有 两 种 不 同 的 起 源 的 项 .有 些 项 来 自爱 因 斯 
坦 方 程 对 一 阶 项 的 非 线 性 效应 . 因为 后 者 只 依赖 于 质量 (而 不 依赖 于 物体 的 
其 他 特性 ), 故 这 种 二 阶 项 也 只 依赖 于 质量 . 因而 很 清楚 , 这 些 项 可 以 通过 展 
开 史 瓦 西 度 规 得 到 . 在 这 些 坐 标 中 , 我们 有 


2 
he2 =0, hh 二 一 (二 Nanp. (105.7) 


其 余 的 二 阶 项 来 自 线性 化 场 方 程 的 相应 解 . 考虑 到 后 面 的 应 用 , 我 们 将 
超出 这 里 稳定 场 的 需要 , 用 形式 上 更 一 般 的 公式 来 进行 方程 的 线性 化 ; 开始 
时 我 们 不 用 场 的 稳定 性 . 

对 于 小 的 his, 用 其 导数 表示 的 量 Ti, 也 很 小 . 忽略 高 于 一 次 的 寡 , 在 曲 
率 张 量 (92.1) 中 我 们 可 以 只 保留 第 一 个 括号 中 的 项 : 





1 O02h;,, O2hr O2hr,, O2h, 

Rikim = 3 (BE Bridm Bridzt i Ce 

对 于 里 奇 张 量 , 准确 到 同样 精度 , 我 们 有 : 
Rir = gi™ Rlimk 祝 gi™(0) Rimk, 
或 者 
1 O2h; O02h! O2h! 02h 
一 二 | 一 pim(0) ea EE fl i 
Rik = 3 ( 5 5715zm ”55855755 Ft) Se 


@ 然而 如 果 我 们 从 有 各 向 同性 空间 坐标 的 史 瓦 西 度 规 出 发 (参见 8100 习题 4), 我 们 会 得 
到 : 


T 1 T 1 
hl = = 入 2 二 -于 fag， hd =0. (105.6a) 


从 (105.6) 移 到 (105.6a) 是 通过 变换 (105.5) 实现 的 , 其 中 令 


Cr 
TgI 


0 RE 
6 =0, € 
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表达 式 {105.9) 可 以 通过 使 用 参考 系 选择 中 留 下 的 任意 性 得 到 简化 . 我 
们 可 以 施 予 hi; 四 个 (任意 函数 的 数 日 ) 附加 条 件 


J 一 0， 人 优 二 肥 一 56th. (105.10) 
于 是 (105.9) 中 的 最 后 三 项 彼此 相 消 , 留 下 
Rig = 一 em (105.11) 
在 我 们 这 里 考虑 的 稳定 情形 下 , hi 不 依赖 于 时 间 , 表达 式 (105.11) 化 
为 Ri = Ahix/2, 式 中 A 是 三 维 空间 坐标 中 的 拉 普 拉 斯 算 符 . 因此 真空 中 的 
爱 因 斯 坦 场 方程 化 为 拉 普 拉 斯 方程 








Ahik = 0, (105.12) 
连同 附加 条 件 (105.10), 后 者 取 形 式 
0 1 
| 
(me hd8 ) = 0， (105.13) 
9 
pa =0. (105.14) 


我 们 注意 到 , 这 些 条 件 仍然 没有 完全 确定 参考 系 的 唯一 选择 . 显而易见 , 如 果 
hik 满足 方程 (105.13) 一 (105.14), 则 同样 的 条 件 也 将 被 (105.5) 的 hi, 满足 ， 
只 要 &? 满足 方程 
A5 = 0. (105.15) 

分 量 hoo 必定 由 三 维 拉 普 拉 斯 方程 的 标量 解 给 出 . 我 们 知道 ,正比 于 1/r? 
的 这 样 一 个 解 具有 形式 a .VY(1/7), 这 里 a 是 一 个 常 矢 量 , 但 hoo 中 这 种 类 型 
的 项 总 能 够 通过 简单 地 在 1/r 的 一 阶 项 中 移动 坐标 原点 消去 . 因此 , 这 样 一 
项 的 存在 只 是 表明 坐标 原点 选择 得 不 好 , 并 没有 什么 意义 . 

分 量 hoo 由 拉 普 拉 斯 方程 的 矢量 解 给 出 , 即 它 们 必须 具有 形式 


9 1 
hoa 一 Nap FB 7 
式 中 Xae 是 一 个 常 张 量 . 条 件 (105.4) 给 出 
82 1 
Nap grat 一 


由 此 可 知 ，Awp 必须 具有 形式 awg + Magp， 这 里 aas 是 一 个 反对 称 张 量 , 但 
是 形 如 A 的 解 可 以 通过 变换 (105.5) 并 令 to 二 r,t* = 0 (满足 条 件 
(105.15) ) 消去 . 因此 , 唯一 具有 真实 意义 的 解 是 


0 1 
Woo 008 BB 7 
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最 后 , 通过 类 似 但 更 为 繁杂 的 论证 可 以 证 明 , 通过 适当 的 空间 坐标 变换 ， 
总 能 消去 拉 普 拉 斯 方程 张 量 解 (对 a 和 6 对 称 ) 给 出 的 量 hp. 
至 于 张 量 aws, 它 同 总 角 动 量 张 量 Me 有 关 ，hoo 的 最 终 表 达 式 具有 
a 2 2k 0 1 2k n 
ho = SMe Bar 一 Mo EE 
我 们 通过 计算 积分 (96.17) 来 证 明 这 一 点 . 
角 动 量 Magp 只 同 ho 有 关 , 所 以 在 计算 它 的 时 候 , 我 们 可 以 假设 所 有 其 
他 的 分 量 hi 都 不 存在 . 准确 到 hoo 中 的 二 阶 项 , 从 (96.2) 一 (96.3) 我 们 有 
(注意 0 a0; 而 一 g 与 1 只 差 二 阶 项 ): 


CQ 位 c4 
i 3 B77 (8 一 2 5 呈 16nk 5 7 (haodpy — hyodap). 


将 (105.16) 代 人 这 里 , 导数 符号 下 的 第 二 项 变 为 零 , 而 第 一 项 给 出 
age cf DO 1_ Cy 3neny— dp 
人 8r or xzpozrr 8X a r3 
用 这 个 表达 式 在 半径 + 的 球面 上 进行 (96.16) 中 的 积分 (df, = mr2do) 我 们 


得 到 : 


(105.16) 





ho08 一 = 


_1 
z fleshe™ — zhem)df, = tf rem Me — nenyMay)do = 
2 
二 -aurMp， — bpy May) = 3 Map. 
类 似 的 计算 给 出 
1 [, C? 1 
:$) mpqf, > 16xk f (haodfe 一 hgodfa) = 3 apB: 


把 这 两 个 量 相 加 ,我们 就 得 到 要 求 的 Mogp 值 . 

我 们 强调 指出 , 在 一 般 情 形 下 , 当 物 体 附近 的 场 可 能 并 不 很 弱 时 , Mop 
是 物体 及 其 引力 场 的 总 角 动 量 . 仅 当 场 在 所 有 距离 都 很 弱 时 , 才能 忽略 它 对 
角 动 量 的 贡献 . 

公式 (105.6) 一 (105.7) 和 (105.16) 解决 了 我 们 的 问题 , 准确 到 1/r? 的 
项 @. 度 规 张 量 的 协 变 分 量 是 : 


gik 一 Bi) 十 用 入 + hg. (105.17) 


@ 如 果 转 动物 体 是 球形 的 ，wf 的 方向 是 物体 外 整个 空间 的 场 唯一 可 分 辨 的 方向 . 如 果 场 处 
处 (而 不 只 是 离 物体 远 处 ) 很 弱 , 公式 (105.16) 在 物体 外 面 的 整个 空间 都 有 效 . 在 场 的 中 心 对 称 
部 分 不 是 处 处 很 弱 , 但 球形 物体 转动 得 足够 慢 的 情形 下 , 这 个 公式 在 整个 空间 仍然 成 立 (参见 
习题 1) . 

@ 变换 (105.5) 对 于 6 = 0,&° = 6ce(zl,z2,z3) 并 不 改变 hoo. 因此 , 表达 式 (105.16) 不 依 
赖 于 坐标 > 的 选择 . 
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按照 (105.3), 达到 与 此 相同 的 精度 的 逆 变 分 量 是 
Bi = Bik(0) 一 Ni) 一 hik(2) 十 ht ht). (105.18) 
公式 (105.16) 可 以 用 矢量 形式 重新 写 为 @ 
2k 


式 中 M 是 物体 的 总 角 动 量 矢 量 . 我 们 在 888 习题 1 中 曾经 表明 , 在 稳 态 引力 
场 中 ,有 一 “ 科 里 奥 利 力 ”作用 于 物体 上 , 它 与 物体 在 以 角速度 


(7 = 7VBoorot g 


旋转 的 参考 系 中 所 受 的 力 相 同 . 因而 我 们 可 以 说 , 在 旋转 物体 的 场 中 , 作用 于 
远 处 粒子 上 的 科 里 奥 利 力 的 强度 相应 于 角速度 : 


C k 
82 六 rot 8 加 zr3lM — 3n(M .nn)|. (105.20) 


最 后 , 我 们 依照 积分 (96.16), 用 表达 式 (105.6) 来 计算 引力 物体 的 总 能 
量 . 从 公式 (96.2) 一 (96.3) 计算 pit 的 必要 分 量 , 在 需要 的 精度 下 (保留 1/m 
阶 的 项 ) 我 们 得 到 : 





he =0, 
在 半径 为 > 的 球 上 作 (96.16) 中 的 积分 , 最 后 得 
Pa =0， P=m, (105.21) 


这 自然 是 个 预期 的 结果 . 它 表 示 了 物体 的 “引力 ”质量 和 “惯性 ”质量 相等 的 
事实 (“引力 ”质量 是 决定 物体 产生 的 引力 场 的 质量 , 这 就 是 出 现在 引力 场 的 
度 规 张 量 中 , 或 者 特殊 情形 下 , 牛顿 定律 中 的 质量 ;“ 惯 性 ”质量 是 决定 物体 
的 能 量 与 动量 之 比 的 质量 ; 特别 地 , 物体 的 静 能 等 于 这 个 质量 乘 以 c) . 

在 恒定 引力 场 情形 下 , 可 以 推出 一 个 物质 加 场 总 能 量 的 简单 表达 式 , 它 
在 形式 上 只 对 物质 所 占 的 空间 进行 积分 . 为 了 做 到 这 一 点 我 们 可 以 , 比方 说 ， 


@ 准确 到 假设 的 精度 ,矢量 gu = -goa/goo s -goa. 与 此 同 理 , 在 定义 矢 积 和 旋 度 时 ( 参 
见 888 习题 1 的 脚注 ) 我 们 必须 令 Y = 1, 所 以 可 以 按 对 笛 卡 儿 失 量 常 用 的 意义 来 理解 它们 . 
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从 如 下 表达 式 ( 它 在 所 有 量 与 2 gn 出 发 人 @ : 





Ro = 有 Se sa(V-e8e" TH&). (105.22) 
在 (三维 ) 空间 中 对 BOV=& 作 积 分 , 用 三 维 高 斯 公式 得 到 : 
[ Rv=sav = ¢ vse" rgaf.. 
取 足 够 远 的 表面 作 这 个 积分 , 对 gix 用 表达 式 (105.6) , 经 简单 的 计算 后 得 到 : 
Ank 4nk 
|/ RIV-gdV = m= = -PP 
再 注意 到 , 按照 场 方程 ， 
8nk 1 Ank 
= (729-37) = 二 (TO -T17273), 
我 们 得 到 要 求 的 公式 : 
P0 = mc = / (JE (105.23) 


这 个 公式 仅 用 物质 的 能 量 动量 张 量 表达 出 物质 和 恒定 引力 场 的 总 能 量 ( 即 物 
体 的 总 质量 ) (R. Tolman, 1930) . 我 们 记得 , 在 中 心 对 称 场 情形 下 , 这 个 量 
还 有 另 一 个 表达 式 一 一 公式 (100.23) . 


习 珊 
1. 证 明 在 慢 转 动 (M 之 cmrg) 但 不 要 求 场 的 中 心 对 称 部 分 很 小 的 条 
件 下 ,公式 (105.16) 对 于 旋转 椭 球 体外 部 整个 空间 的 场 保持 有 效 (A. G. 
Doroshkevich, Ya. B. Zel’dovich, I. D. Novikov ,1965 : V. Gurovich, 1965). 
解 : 在 空间 球 坐 标 中 (zl1 = mz2 = 04,273 = yp), 公式 (105.16) 写 为 : 


M ，， 
2 sin 0. (1) 





hos = 
@ 从 (92.7) 我 们 有 
R= g"'Rio 一 EC (B+ rr - ri rts) 


用 (86.5) 和 (86.8) 我 们 发 现 , 这 个 表达 式 可 以 写 为 


Ro = = Fr (VEe" ri) + g'™ ro Th: 


用 相同 关系 (86.8) 容易 证 明 , 右边 第 二 项 恒 等 于 es 因 所 有 的 量 都 与 x? 无 关 , 故 等 


于 零 . 最 后 将 第 一 项 中 对 i 的 求 和 换 成 对 a 求 和 , 我 们 就 得 到 (105.22) . 
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把 这 个 量 看 成 是 对 哆 瓦 西 度 规 (100.14) 的 小 修正 , 我们 必须 验证 按 hos 线性 
化 的 方程 Ros =0 得 以 满足 (因为 在 其 他 场 方程 中 修正 项 恒 为 零 ). Ros 可 用 
895 习题 中 的 公式 (4) 计算 ,此 处 线性 化 意味 着 , 三维 张 量 运 算 应 该 用 “未 拢 
动 ”的 度 规 (100.15) 进行 . 结果 我 们 得 到 如 下 方程 
r 2h 27 in 1 
(= (0 <0 
表达 式 (1) 确实 满足 它 . 
2. 求 在 转动 的 中 心 物体 的 场 中 运动 粒子 轨道 的 系统 (“长 期 ”) 移动 (J. 
Lense, H. Thirring ，1918) . 
解 : 由 于 所 有 的 相对 论 效 应 都 很 小 ,它们 彼此 线性 地 党 加 ,所 以 在 计算 
由 中 心 物 体 转 动产 生 的 效应 时 ,我 们 可 以 忽略 8101 中 考虑 过 的 非 牛 顿 的 中 心 
对 称 力 场 ; 换言之 ， 在 进行 计算 时 我 们 可 以 假设 ,所 有 的 ji 中 只 有 hoo 不 
等 于 零 . 
粒子 经 典 轨道 的 取向 决定 于 两 个 守恒 量 : 粒子 的 轨道 角 动 量 M =m xp 
和 夭 量 











/ 
A Dn 
mm r 


后 者 的 守恒 是 专 对 牛顿 场 p= 二 一 km!/r 而 言 的 ( 式 中 mm' 是 中 心 物 体 的 质量 ) . 
参见 本 教程 第 一 卷 815. 矢量 1M 垂直 于 轨道 平面 , 而 矢量 洛 椭圆 的 长 轴 指 
向 近日 点 ( 且 其 大 小 等 于 kmm/e, 这 里 e 是 轨道 的 偏心 率 ) . 要 求 的 轨道 的 长 
期 移动 可 以 用 这 些 矢 量 方向 的 改变 来 描述 . 

在 场 (105.19) 中 运动 粒子 的 拉 格 朗 日 函数 是 





2K7m 


Zs M vxr (1) 





L = —meSs = Lo+6L, 6L = mcg:v = 


(这 里 我 们 将 中 心 物体 的 角 动 量 记 为 M' 以 区 别 于 粒子 的 角 动 量 RM). 于 是 ， 
哈密 顿 沪 数 是 (参见 本 教程 第 一 卷 (40.7) ) : 
HMB+IN, HM.rxp. 
er 

用 哈密 顿 方 程 f= 二 06/6p,P = 一 036/Or 来 计算 导数 MM 一 + xp+rxp， 
我 们 得 到 ， 2 
因为 我 们 只 对 JM 的 长 期 变化 感 兴趣 ， 因 此 应 当 将 这 个 表达 式 对 粒子 运动 的 
周期 进行 平均 . 方便 地 进行 这 个 平均 的 方法 ， 是 利用 椭圆 轨道 运动 的 了 与 时 
间 关 系 的 参数 表达 式 ， 形 如 


r=a(l—ecosé), t= 二 人 — €siné) 
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(a 和 e 分 别 为 椭圆 的 半 长 轴 和 偏心 率 ; 参见 本 教程 第 一 卷 815) : 


— 1 dt 1 广 dé 1 
0 


一 3 es st 
TJo rs 2ra3 (1—ecosé)? a3(1— e2)3/2° 


因此 RM 的 长 期 变化 由 如 下 公式 给 出 
dM 2kM’'xM 
dt cal — e272’ 8) 
即 矢量 1M 绕 中 心 物 体 的 旋转 轴 转 动 ,其 大 小 保持 固定 . 
对 矢量 4 的 类 似 计算 给 出 : 
. 2k ,,, Gk 
a A 
这 个 表达 式 的 平均 按 以 前 一 样 的 方式 进行 . 从 对 称 性 的 考虑 可 以 预先 判断 出 ， 
平均 后 的 矢量 7/r5 将 沿 着 椭圆 的 长 轴 ， 即 沿 着 矢量 入 的 方向 .这 个 计算 导出 
了 入 量 4 长 期 变化 的 如 下 表达 式 : 
dA 2kM! | 
Wh YF aa" 
(nn 和 nn’ 是 沿 JM 和 M1' 的 单位 和 拓 量 ), 即 和 拓 量 入 以 角速度 从 旋转 ,而 大 小 
保持 固定 ; 最 后 这 一 点 显示 , 轨道 的 偏心 率 不 会 有 任何 长 期 变化 . 
公式 (3) 可 以 写 为 形式 


(COM .MI)(r x M). 





一 3m(m .7 )} (4) 


a 
dt 


2 与 (4) 式 中 相同 . 换言之 , 2 是 椭圆 “整体 ”旋转 的 角速度 . 这 个 转动 既 包 

括 轨 道 近 日 点 额外 (与 8101 中 考虑 的 相 比 ) 的 移动 , 也 包括 轨道 平面 绕 物体 

轴 的 长 期 转动 (如果 轨道 面 与 物体 的 赤道 面 重合 ,就 没有 后 面 这 个 效应 ). 
为 了 比较 起 见 , 我 们 指出 , 对 于 8101 中 考虑 的 效应 ,相应 地 有 


6xkm’ 7 
cz2a(ll1 —e2)T - 
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后 面 (8110) 我 们 将 看 到 , 运动 的 物体 系统 要 辐射 引力 波 , 因而 会 损失 能 
量 . 这 个 损失 只 是 在 1/e 的 第 五 级 近似 下 才 表 现 出 来 . 在 前 四 级 近似 中 , 系统 
的 能 量 保持 恒定 . 由 此 可 知 , 不 存在 电磁 场 时 ,引力 物体 系统 可 以 用 精确 到 
1/c4 阶 项 的 拉 格 朗 日 函数 描述 , 而 一 般 情形 下 , 拉 格 朗 日 消 数 只 精确 到 二 阶 
项 (§65). 这 里 我 们 来 推导 物体 系统 精确 到 二 阶 项 的 拉 格 朗 日 随 数 . 这 样 我 们 
就 求 得 比 牛 顿 近似 更 高 一 级 近似 的 系统 运动 方程 . 
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我 们 将 忽略 物体 的 大 小 和 内 部 结构 ,把 它们 看 做 “类 点 的 ”粒子 ; 换 言 
之 ,在 按 物体 的 尺度 a 与 其 相互 间距 ! 之 比 的 短 展 开 时 ,我们 仅 限于 零 级 
近似 . 

为 了 解决 我 们 的 问题 , 必须 首先 在 这 同 级 近似 下 , 决定 物体 在 远 比 其 尺 
度 大 , 同时 又 比 系统 辐射 的 引力 波 波 长 入 小 的 距离 处 产生 的 弱 引 力 场 (a < 
r A~ Llc/v). 

精确 到 1/c2 阶 的 项 , 远离 物体 的 场 由 前 节 获 得 的 表达 式 给 出 , 在 那里 记 
为 ht; 这 里 我 们 用 的 这 些 表达 式 形 如 (105.6a) . 在 8105 中 , 隐 含 的 假定 是 
场 只 由 位 于 坐标 原点 的 一 个 物体 产生 . 但 因为 场 hi 是 线性 化 爱 因 斯 坦 方程 
的 解 , 符 加 原理 对 它 有 效 . 因此 远离 物体 系统 的 场 可 以 通过 把 每 个 物体 的 场 
简单 相 加 求 得 ; 我 们 把 该 场 写 为 形式 


2 
he 一 一 二 Pu， (106.1) 
2 
h9 = Sp,he =0, (106.2) 


式 中 


是 点 状 物 体系 统 的 牛顿 引力 势 (r。 是 质量 为 mo 的 物体 的 径 矢 ) . 度 规 张 量 
为 (106.1) 一 (106.2) 的 线 元 表达 式 为 : 


2 
ds? = ( 十 9) c2dt2 一 (4 一 3 ) (dz2 + dy + dz2). (106.3) 


我 们 注意 到 , 含有 少 的 一 阶 项 不 仅 出 现在 goo 中 , 也 出 现在 gae 中 ;在 
§87 中 已 经 说 过 , 在 粒子 的 运动 方程 中 ,gas 中 的 修正 项 给 出 比 来 自 goo 的 项 
更 高 阶 的 量 ; 因此 通过 同 牛 顿 运动 方程 比较 , 我 们 只 能 确定 goo. 

我 们 随后 将 会 看 到 , 为 了 得 到 要 求 的 运动 方程 , 知道 由 (106.1) 给 出 的 
空间 分 量 hs 到 精度 (~ 1/e2) 就 够 了 ; 混合 分 量 (在 1/e 的 近似 中 不 存在 ) 
需要 到 1/6 阶 的 项 , 而 时 间 分 量 hoo 需要 含 1/c4 阶 的 项 . 为 了 计算 它们 , 我 
们 再 次 回 到 一 般 的 引力 场 方程 , 并 考虑 这 些 方程 中 相应 阶 的 项 . 

在 不 考虑 物体 的 尺度 时 ， 我 们 应 当 把 物质 的 能 量 动量 张 量 写 为 形式 
(33.4) , (33.5) . 在 曲线 坐标 中 , 这 个 表达 式 重 新 写 为 

2 k 
Tik — > i — ro) (106.4) 
(关于 因子 1/V=E 的 出 现 , 参见 (90.4) 中 类 似 的 过 渡 ); 求 和 遍历 系统 中 所 
有 的 物体 . 
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分 量 





Tw = 3 7 gh tr - Ta) 


在 (伽利略 度 规 gj 的 ) 一 级 近似 中 等 于 mae?6(7 一 ra); 在 下 一 级 近似 
中 , gix 由 (106.3) 代替 , 经 简单 计算 后 得 到 : 


70o = mac @ 十 oe 十 芒 ) 0(r — ra), (106.5) 


式 中 wv 是 普通 的 三 维 速度 (ve = dz*/dt), 而 wa 是 场 在 点 ra 的 努 (我 们 暂时 
不 对 pa 中 含有 的 无 穷 大 部 分 一 一 粒子 ma 自 场 的 势 一 一 加 以 关注 ; 关于 这 一 
点 ， 见 下 .) 

至 于 能 量 动量 张 量 的 分 量 Tp,Toa，, 对 它们 来 说 , 在 这 个 近似 中 , 只 要 保 
留 (106.4) 展开 式 中 领头 的 项 就 够 了 : 


了 ap 一 >》_rnauaaVap6(r > Ta), Toa 一 一 区 > macvVaad (T 一 ra). (106.6) 


下 面 来 计算 张 量 Rik 的 分 量 . 利用 公式 Ri = gmRiimk 来 作 这 个 计算 是 
很 方便 的 9 式 中 Rimk 由 (92.1) 给 出 ， 这 里 必须 记 住 , hap 和 hoo 不 含 低 于 
1/c2 阶 的 项 , 而 hoa 不 含 低 于 1/c 阶 的 项 ; 对 z9? = ct 微分 将 量 小 的 程度 提 
高 一 阶 . 

Roo 中 的 主 项 为 1/c2 阶 ; 除 此 之 外 我 们 还 须 保留 接 下 去 非 零 的 1/c* 阶 
项 . 简单 的 计算 给 出 结果 : 


16816h8 1 Ohe m8 O°hoo 
Po= (到 -去 这 各) + 3Ahoo + 3 OrOrB 


_11ehoo\ 16hoo (,0hB _ Ohe 

i (Be) 4 Drp ( Ore 元 ) 

在 这 个 计算 中 还 没有 对 量 hi 使 用 任何 附加 条 件 . 利用 这 个 自由 , 我 们 现在 施 
加 条 件 











ahg 1 Ohe 
0 (106.7) 
其 结果 是 Roo 中 所 有 含 hoa 的 项 都 去 掉 了 . 在 余下 的 项 中 代入 
hh = -p68 hoo = p+ O (去 ) 
准确 到 需要 的 精度 , 得 到 


= 2 _ 2 /ov,\2 
Roo = 5Ahoo + FPAP — (VP), (106.8) 
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这 里 我 们 已 经 转 到 三 维 表 示 ,， 在 计算 分 量 Roa 时 ， 保 留 到 第 一 个 非 零 
阶 一 一 1/6 阶 的 项 就 够 了 . 以 类 似 的 方式 , 我 们 得 到 : 


1 O02h8 1 6 1 Phe 
“285z5 + 90ra0xrh 2c et 
然后 , 用 条 件 (106.7)， 


> Ahoa ) 


1 Ow 





1 
Roo = 5 人 Ahoa er pr (106.9) 
用 表达 式 (106.5) 一 (106.9), 我 们 现在 写 出 爱 因 斯 坦 方 程 
Sk 1 
Rik = (7 一 sx7 ) (106.10) 
方程 (106.10) 的 时 间 分 量 给 出 : 
4 4 5p。 3v2 
人 Ahoo 十 二 PAY i (vepj2= Dme (+ 总 + 器 ) or ra); 
用 恒等式 
4(Vo) = 2A(p’?) — 4pAy 
和 和 牛顿 势 的 方程 
Ap = 4nk >》 la0(7 — ra), (106.11) 
我 们 重新 把 这 个 方程 写 为 形式 


人 (noo 一 2 一 om (+ 十 二 光 ) 6(7 一 Ta). (106.12) 
在 完成 所 有 的 计算 后 , 我 们 已 将 (106.12) 右边 的 po 换 为 
量 er pe pe 


即 除 物体 mo 外 所 有 物体 产生 的 场 在 7。 点 的 势 . 物体 无 穷 大 自 势 的 去 除 (在 
我 们 把 物体 看 做 类 点 的 方法 中 ), 相应 于 将 它们 的 质量 “ 重 正 化 ”, 其 结果 是 ， 
它们 获得 了 自己 的 真 值 , 计 及 了 物体 本 身 产生 的 场 吕 . 

利用 熟悉 的 关系 式 (36.9): 


A- py 


过 实际 上 如 果 总 共 只 有 一 个 静止 物体 ， 方程 右边 就 只 有 (8xk/c?)mad(r 二 iaj， 而 这 个 方 
程 就 正确 地 决定 了 (在 二 级 近似 下 ) 该 物体 产生 的 场 . 


. 378 . 第 十 二 章 引力 物体 的 场 
可 以 立刻 得 到 (106.12) 的 解 . 于 是 我 们 有 : 


hoo = E+ a = ee 3 “> Mave (106.13) 


lt Tr— ral | 一 ra| 





方程 (106.10) 的 混合 分 量 给 出 : 











过 -全 matuaitr — ra) — 2 (106.14) 
这 个 线性 方程 的 解 是 包 
ho = 责 人 as: 
式 中 f 是 如 下 辅助 方程 的 解 
Af =y = 2 Pe 
利用 关系 Ar = 2/7, 我 们 得 到 : 
f= -2 Dmalr —r ， 
然后 , 经 过 简单 的 计算 , 我 们 得 到 : 
和 > -va + (wa na)naal, (106.15) 


式 中 m。 是 沿 矢量 ”> 一 ro 方向 的 单位 矢量 . 

表达 式 (106.1) ,(106.13) 和 (106.15) 足以 在 二 阶 项 的 精度 下 计算 要 求 的 
拉 格 朗 日 函数 . 

在 其 他 物体 产生 并 且 假 设 是 已 知 的 引力 场 中 , 单个 物体 的 拉 格 朗 日 鸳 
数 是 





1/2 
Ea mac = 一 rnoc2 @ 十 hoo 十 2hoa va hag 2 a 生 。 


@ 在 稳 态 情形 下 , 方程 (106.14) 右边 第 二 项 不 存在 . 在 离 物体 远 距离 处 , 它 的 解 通过 与 方 
程 (43.4) 的 解 (44.3) 类 比 , 可 以 立刻 写 出 





2 
大 0a 三 
2 c3r2 


( 式 中 M = fr x jvdV = 2mara x vs 是 系统 的 角 动 量 ), 与 公式 (105.19) 一 致 
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展开 平方 根 并 略 去 不 重要 的 常数 项 -mac”, 我 们 按 所 需 精度 将 这 个 表达 式 重 
新 写 为 








2 4 [2 2 
_ Mmava | MavVa » / hoo vO 1 二 hto hoo » 
1a 二 一 十 -2 -Mac (学 thoa + FahopVava 一 -8 十 TVa1| 
(106.16) 


这 里 所 有 的 hix 值 取 在 点 ra; 我 们 必须 再 次 去 掉 变 为 无 穷 大 的 项 , 这 相当 于 
将 作为 L。 中 系数 出 现 的 质量 m。“ 重 整 化 ”. 
进一步 的 计算 过 程 如 下 . 系统 的 总 拉 格 妆 日 函数 工 当 然 不 等 于 个 别 物体 
拉 格 朗 日 函数 Ze 之 和 , 但 应 当 这 样 来 构造 , 在 其 他 物体 运动 已 知 的 情形 下 ， 
使 它 得 出 作用 于 每 个 物体 上 力 f。 的 正确 值 . 为 此 目的 , 我们 通过 微分 拉 格 朗 
日 函数 Zou 来 计算 力 fo: 





(微分 是 对 hi 表达 式 中 “ 场 点 ”的 巡 行 坐标 ” 进行 的 ) , 然后 构造 总 拉 格 明 
日 函数 工 就 容易 了 , 由 此 通过 求偶 导 数 8L/Ora 就 得 到 所 有 的 力 fio. 
略 去 简单 的 中 间 计 算 , 我 们 直接 给 出 拉 格 朗 日 函数 的 最 后 结果 : 


mav? / 3kmampva mav4 ‘kmamp 
L= 2 2 2c27ob — Bc 0 2ro 
2 [os .oo) 十 (os - nas) (v6: ma 


4c27ob 
'k*mamome 
= > 2 es (106.17) 
式 中 ras = |ra 一 rp, mob 是 沿 方向 ra 一 7。 的 单位 矢量 , 求 和 符号 上 带 撒 的 意 
思 是 应 当 去 择 =a 或 c=a 的 项 . 
习 右 


1. 求 牛 顿 近似 中 引力 场 的 作用 量 . 
解 : 用 来 自 (106.3) 的 gik，, 我 们 从 一 般 公 式 (93.3) 得 到 G = 2(Ve)2/c4， 
所 以 场 的 作用 量 是 











| 2 
Se = -二 | (vejzdvdt 
场 加 空间 密度 分 布 为 上 的 物质 的 总 作用 量 是 : 


s= /|/ 等 -pp — BE(Vo)? |avat (1) 


@ 相应 于 这 个 拉 格 朗 日 函数 的 运动 方程 首先 是 由 A. Einstein, LL. Infeld , B. Hoffmann (1938) 
和 A. Eddington ,G, Clark (1938) 得 到 的 . 
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容易 验证 ,S 对 yp 的 变 分 给 出 泊 松 方程 (99.2) , 这 是 理所当然 的 . 

能 量 密度 由 拉 格 朗 日 函数 密度 4( (1) 式 中 的 被 积 函 数 ) 用 通 式 (32.5) 
求 得 , 后 者 在 目前 情形 下 化 为 第 二 和 第 三 项 变 号 (因为 A 中 不 含 yp 对 时 间 的 
吕 数 ) .将 能 量 密度 在 全 空间 积分 ,以 Up = pAyp/(4nk) 代入 第 二 项 并 作 分 部 
积分 , 最 后 得 到 场 加 物质 的 总 能 量 形 如 


/ 等- (ve) | 人 


因此 牛顿 理论 中 引力 场 的 总 能 量 是 W = -(Vep)2/(8mk)@. 

2. 求 在 二 级 近似 下 引力 物体 系统 惯性 中 心 的 坐标 . 

解 : 鉴于 引力 相互 作用 的 牛顿 定律 和 电磁 相互 作用 的 库 仓 定律 形式 上 完 
全 类 似 , 惯性 中 心 的 坐标 由 如 下 公式 给 出 


1 2 kma 
-E(t 攻 -人 53 


pb Tab 
6 = (mote ee 
Ma Tab | 


它 与 865 习题 1 得 到 的 公式 类 似 . 

3. 求 质 量 相 当 的 两 个 引力 物体 轨道 近日 点 的 长 期 移动 (H. Robertson ， 
1938) . 

解 : 两 个 物体 所 构成 系统 的 拉 格 朗 日 函数 是 





7m2121 m2v2 hm ma 
2 1 2 


k k 
+ pm gt + 去 -ro 09) ~ (on (oa )] ~ 下 ma + a) 


性 一 十 wz (mv 十 m2v4) 十 








过 渡 到 哈密 上 顿 函数 并 从 中 消去 惯性 中 心 的 运动 (参见 865 习题 2) , 我 们 得 到 : 
_P/l TV kmm 7 /l,l\. 
和 2 (去 + 元) 7 8c2 (让 + 直 ) 
kk | 2 /m2 1 2 ,2| kmim2(m1 + m2) 
CI + mo 
式 中 了 是 相对 运动 的 动量 . 
我 们 来 确定 动量 的 径 向 分 量 pr 作为 变量 7r、 参 量 M ( 角 动 量 ) 和 8 (能 
量 ) 的 函数 . 这 个 函数 决定 于 方程 和 二 8 (这 里 在 二 阶 项 中 须 将 p? 换 成 其 来 


@ 为 了 避免 任何 误解 , 我 们 说 , 这 个 表达 式 并 不 同 于 能 动 履 张 量 (用 (106.3) 式 的 gix 计 
算 ) 的 分 量 (-g)too; (--g)Tin 对 W 也 有 贡献 . 
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1 1 人 M? km1irmo2 

6 一 = | 一 十 一 2 
2 (去 元 ) (+ 7 ) rT 
Il/2mm mm 人 
8c2 \m? mi \mitme 7 


Fm m7 mm (eama 
2c27 m1 mo mi 十 mo r 
k 2 kmim2(mi + m2) 
rrr 
进一步 的 计算 过 程 与 898 中 所 用 的 类 似 . 从 上 面 给 出 的 代数 方程 求 得 pr 
以 后 , 我们 对 积分 
5 = /par 


中 的 变量 7 作 变 换 , 使 得 含 M2 的 项 化 为 M?/r?. 然后 用 小 的 相对 论 修 正 展 
开平 方 根 下 的 表达 式 ， 我 们 得 到 : 





S, = | _ 6k? i ) 


(参见 (101.6) ), 式 中 丸和 BB 是 不 必 有 具体 计算 出 来 的 常 系数 

结果 我 们 得 到 了 相对 运动 轨道 近日 点 的 移动 : 

Be 6xk2m2m2 本 6rk (nl 十 mn2) 
cM? c2a(l — e2) 

与 (101.7) 比较 我 们 看 出 ， 对 于 大 小 和 形状 给 定 的 轨道 ,近日 点 的 移动 与 物 
体 在 质量 mi 十 m2 处 于 固定 中 心 的 场 中 的 运动 情形 一 致 

4. 求 在 绕 轴 自转 的 中 心 物体 引力 场 中 作 轨 道 运 动 的 球 陀 螺 的 进 动 频 率 . 

解 : 在 一 级 近似 下 ,这 个 效应 是 两 个 独立 部 分 之 和 ,一 部 分 与 中 心 对 称 
场 的 非 牛 顿 性 质 有 关 (H. Weyl, 1923)，, 而 另 一 部 分 与 中 心 物体 的 转动 有 关 
(L. Schiff, 1960) . 

第 一 部 分 由 陀螺 拉 格 朗 日 函数 的 附加 项 描述 , 相应 于 (106.17) 中 的 第 二 
项 . 我 们 将 陀螺 每 个 单元 (质量 为 dm) 的 速度 写 为 形式 v= 二 V 二 wxr, 式 中 
V 是 轨道 运动 的 速度 ,ww 是 角速度 ,7 是 质量 元 dm 相对 于 陀螺 中 心 的 径 舌 
(所 以 对 陀 亩 体积 的 积分 /rdm = 0) . 去 掉 与 四 无 关 的 项 ,再 忽略 由 的 二 次 
项 ,我们 有 : 


SL = 


2 | Vwxr 
2c2 
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式 中 m 是 中 心 物体 的 质量 ,R=|Ro+7| 是 从 场 中心 到 质量 元 dm 的 距离 ,Ro 
是 陀螺 惯性 中 心 的 径 矢 . 在 展开 式 1/RT1/Ro 一 n-7/R2 中 (n= 二 Ro/Ro), 第 
一 项 的 积分 为 零 , 而 第 二 项 的 积分 用 如 下 公式 计算 


/eam 一 316op, 


式 中 了 是 陀螺 的 转动 惯量 . 结果 我 们 得 到 : 


3km 


(WE 
VL = jg 





M . (vo x n), 


式 中 他 二 Jw 是 陀螺 的 角 动 量 . 
由 于 中 心 物体 转动 而 在 拉 格 朗 日 函数 中 出 现 的 附加 项 也 可 以 从 (106.17) 
得 到 ,但 是 ,用 8105 习题 中 的 公式 (1) 来 计算 它 更 为 简单 : 


2k [fTM'.(wxr)xR 
2 


式 中 JM' 是 中 心 物 体 的 角 动 量 . 作 展 开 ， 
ER nn 


BY 


并 进行 积分 , 我 们 得 到 : 


ee 友 (" pt 





82L = 


za{M: M’ -3(n. MD) M)}. 
0 


因此 ， 对 拉 格 朗 目 函数 的 总 修正 是 
3K7m/ k 


dL = 一 人 AT . 1， 一 2c2R5 7 X vo t+ zp3{3n(n. Rd ) — M'}. 
与 这 个 通 数 对 应 的 运动 方程 是 
。 汪 ?xM 
dt 


(参见 8105 中 习题 的 方程 (2) ) .这 意味 着 ,陀螺 的 角 动 量 IM 以 角速度 2 
进 动 ,而 大 小 保持 不 变 . 


第 十 三 章 
引力 波 


$107 弱 引 力 波 


就 像 电 动力 学 中 那样 , 相对 论 引 力 理论 中 相互 作用 的 传播 速度 的 有 限 性 
使 得 与 物体 没有 联系 的 自由 引力 场 一 一 引力 波 的 存在 成 为 可 能 . 

现在 我 们 来 研究 真空 中 的 弱 目 由 引力 场 , 如 同 8105, 引入 描述 伽利略 度 
规 的 微弱 扰动 的 张 量 hix: 


gik = gp) 十 ji (107.1) 
于 是 ,准确 到 hix 的 一 阶 量 , 逆 变 度 规 张 量 是 : 
| (107.2) 
而 张 量 gi 的 行列 式 : 
gg 一 gtO(L 十 用 )， (107.3) 


其 中 h = 大; 所 有 升 高 和 降低 张 量 指标 的 运算 都 按照 未 经 扰动 的 度 规 g0 
进行 

就 像 8105 中 已 经 指出 的 那样 ，his 为 小 量 的 条 件 使 得 作 形 式 为 mi = 
zi 十 6 (i 为 小 量 ) 的 参考 系 的 任意 变换 成 为 可 能 ; 在 这 种 条 件 下 : 











te 06 加 OEék 
hir = hix FE geri (107.4) 
利用 张 量 Aix 的 这 种 规范 任意 性 , 我 们 对 它 加 上 补充 条 件 
Ov _ E_yk lk 
Fh 一 0， 中 二 由 一 5h (107.5) 


在 这 之 后 里 奇 张 量具 有 简单 的 形式 (105.11) 


Rig = 2 Dhit, (107.6) 


- 384 . 第 十 三 章 引 力 波 
其 中 口 表示 达 斋 贝尔 算 符 : 
02 1 8? 
om0)_ ~ -~ 人 人 _ 二 二 
中 g OriOr™ c2 dt2 


条 件 (107.5) 仍旧 不 能 唯一 地 确定 参考 系 的 选取 : 如 果 某 些 hi 满足 这 些 条 
件 , 那么 (107.4) 式 的 有 也 将 满足 它们 , 只 要 &: 是 下 面 方 程 的 解 : 


Dé = 0. (107.7) 


令 表 达 式 (107.6) 等 于 零 ， 这样 我 们 求 得 如 下 形式 的 真空 中 的 引力 场 
方程 : 
Dht =0. (107.8) 


这 就 是 普通 的 波动 方程 ， 因 此 ,引力 场 也 同 电 磁场 一 样 ， 以 光速 在 真空 中 
传播 . 

我 们 来 研究 一 个 平面 引力 波 . 在 这 样 的 波 内 , 场 仅 沿 着 空间 的 一 个 方向 
变化 ; 我 们 选择 坐标 轴 zl1 = z 作为 这 个 方向 . 方程 (107.8) 这 时 变 为 

0” 10\ ,kp 
( 剖 _ 吉庆 ) ht =0, (107.9) 

它 的 解 是 t 土 x/c 的 任意 贤 数 ( 见 847) . 

假设 波 向 着 z 轴 的 正方 向 传播 . 由 此 , 所 有 的 由 都 是 tz/c 的 函数 . 辅 
助 条 件 (107.5) 在 这 种 情形 下 给 出 如 一 如 = 0, 此 处 符号 上 的 一 点 表示 对 + 
微分 . 这 个 等 式 可 以 简单 地 通过 去 掉 微分 符号 就 能 积 出 , 积分 常数 可 以 设 为 
零 ,因为 我 们 所 感 兴趣 的 只 是 场 的 可 变 部 分 (正如 电磁 波 的 情形 一 样 ). 因 
此 ,WV 的 各 分 量 之 间 有 关系 式 


从 = 二季， 旭 = 妃 ， 毁 = 如 ， 妇 = 志 . (107.10) 


正如 上 文 已 经 指出 的 ,条件 (107.5) 也 还 不 能 唯一 地 决定 参考 系 ; 我 们 可 
以 给 坐标 施加 z%= 7 十 &(t 一 zfc) 形式 的 变换 ; 这 些 变换 可 以 用 来 使 四 个 量 
p99, 99,9, 好 十 WW3 化 为 零 ; 从 等 式 (107.10) 可 以 推断 , 这 时 分 量 如 9 
也 化 为 零 . 至 于 余下 的 量 奶 , 明 一 明 , 无 论 怎样 选择 参考 系 也 不 能 化 为 零 , 因 
为 从 (107.4) 可 以 看 出 , 在 带 &; = &(t 一 xz/c) 的 变换 下 , 这些 分 量 一 般 不 改变 . 
我 们 注意 到 荡 三 人 姑 这 时 也 为 零 , 所 以 w= hh. 

因此 ,平面 引力 波 由 hzs,hz2 = 一 has 两 个 量 所 决定 . 换 名 话说， 引力 波 
是 横 波 , 波 的 偏振 为 yz 平面 内 的 二 阶 对 称 张 量 所 决定 , 这 个 张 量 的 对 角 线 的 
分 量 之 和 hzz 十 has 为 零 . 选取 jos 和 (jaz 一 hs3)/2 这 两 个 量 的 其 中 之 一 不 为 
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零 的 两 种 情况 , 我 们 可 以 得 到 两 个 独立 的 偏振 . 这 样 的 两 个 偏振 之 间 的 区 别 
是 在 平面 yz 内 旋转 nx/4 的 角度 . 

我 们 来 计算 平面 引力 波 里 的 能 动 性 张 量 . 分 量 t* 是 二 阶 小 量 ; 我 们 必须 
在 忽略 更 高 阶 项 的 条 件 下 算出 它们 . 由 于 当 h =0 时 行列 式 g 与 gt = 一 1 的 
区 别 仅仅 是 二 阶 量 , 所 以 在 通 式 (96.9) 中 可 以 规定 g* ss g* 1 守 一 h 下 ,1. 对 
于 平面 波 而 言 , t* 中 的 所 有 的 非 零 项 都 包括 在 下 面 的 项 中 


1] . | 
58 8 Bnpgarg”™” ap ,Mm 一 Sh ht, 

该 项 包含 在 (96.9) 式 的 花 括号 中 (只 要 选择 伽利略 参考 系 的 一 条 轴 作 为 波 的 
传播 方向 就 能 容易 地 证 实 这 一 点 ) . 这 样 一 来 

we 4 。 

让 一 hh. (107.11) 

波 里 的 能 流 由 物理 量 -cgtoc > cto° 确定 . 在 沿 轴 z! 传播 的 平面 波 中 ， 

非 零 的 量 hos 和 ja = 一 has 只 依赖 于 上 - z/c, 这 个 能 流 的 方向 沿 着 同一 个 轴 
ZL 并 且 等 于 





1 | + (he kas) | (07.12) 

任意 引力 波 场 的 初始 条 件 应 该 由 坐标 的 四 个 任意 函数 给 定 : 由 于 波 的 模 
波 特性 ， 总共 只 有 两 个 独立 的 分 量 hap， 除 此 之 外 还 应 该 给 定 它 们 对 时 间 的 
一 阶 导数 . 尽管 我 们 在 这 里 进行 的 计算 是 以 弱 引 力 场 的 性 质 为 出 发 点 , 但 很 
明显 , 它 的 结果 一 一 数 昌 4 一 不 可 能 依赖 于 这 些 前 提 条 件 , 并 适用 于 任何 
自由 的 ， 即 与 引力 质量 无 关 的 引力 场 


习 十 


确定 弱 平面 引力 波 里 的 曲率 张 量 . 
解 : 按照 公式 (105.8) 计算 Ririm， 得 到 下 列 不 为 零 的 分 量 : 


ct = 





— Ro202 = Ros03 = — Ri212 = Ro212 = Ro331 = R3131 = 0o, 
Roz03 = —Ri231 = — Ro312 = Reo231 = hb, 
其 中 有 下 列 符号 表示 : 
a ] .. 要 
5 = 一 5/aa = 5h22; LH= -3h23. 
利用 (92.15) 式 引 入 的 三 维 张 量 Aa8 和 Bap，, 我们 有 


0 0 0 0 0 0 
Aa8=|10 -|1，Boe=10 1 0 
0 有 0 oo -Jk 
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适当 地 旋转 坐标 轴 2?, 7” 能够 将 o 或 几 的 其 中 之 一 变 为 零 (在 四 维 空间 中 的 
给 定 的 一 点 ); 量 g 变 为 零 时 ,我 们 就 把 曲率 张 量 化 为 简 并 的 彼得 罗 夫 下 型 
(N 型). 
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就 像 我 们 在 平 直 时 空 的 “背景 ”下 研究 引力 波 的 传播 那样 , 可 以 考察 相 
对 于 任意 ( 非 伽利略 的 ) “未 扰动 ” 度 规 gto) 的 微小 扰动 的 传播 . 顾及 到 某 些 
其 他 可 能 的 应 用 , 在 这 里 我 们 将 必要 的 公式 写成 最 一 般 的 形式 . 

再 次 将 gi 写成 (107.1) 的 形式 , 我 们 求 得 通过 修正 值 hi 表达 的 克 里 斯 
托 夫 符号 的 一 阶 修正 : 


THD = (hk + Hi — ha ), (108.1) 


这 一 点 可 以 通过 直接 的 计算 得 到 确认 (这 里 和 下 面 所 有 的 张 量 运算 一 一 升降 
指标 , 协 变 微分 一 一 都 借助 于 非 伽利略 度 规 gt8) 进行 ) . 对 于 曲率 张 量 的 修 
正 值 我 们 得 到 : 


i l,i i ii i 
Ry) 3 5 (hksmst hk — hpm™ i 一 六 mn hi.k.m 十 PE :m). (108.2) 
由 此 可 得 里 奇 张 量 的 修正 值 : 
RD = RD = (Ms hapa — 
ik ik 一 2 ( i;k;l 二 k;isl ik 兴 hi; ;k)- (108.3) 


里 奇 张 量 的 混合 分 量 的 修正 值 可 以 从 下 面 的 关系 式 得 到 : 
ReO) 证 Re 人 1) (RO) 让 RW )(EAL(O) i. hr*t), 


由 此 


k 
RE 一 gri(0) RO — pt pO. (108.4) 


真空 中 的 精确 度 规 应 该 满足 精确 的 爱 因 斯 坦 方程 Ri = 0. 由 于 未 扰动 
度 规 gl0) 满足 方程 RY = 0, 那么 对 于 扰动 得 到 方程 RW = 0, 即 


hips + hksit — hir’ ;1 — hsisk = 0. (108.5) 


在 任意 引力 波 的 一 般 情况 下 , 将 这 个 方程 简化 到 类 似 于 (107.8) 的 形式 
是 不 可 能 的 . 然而 在 高 频 波 这 一 重要 情况 下 可 以 做 到 这 一 点 : 波长 和 和 振动 
周期 A/c 与 表征 “背景 场 ”变化 的 特征 距离 上 和 特征 时 间 L/c 相 比 是 小 量 . 
和 未 扰动 度 规 gl0 的 导数 相 比 , 分 量 his 的 每 次 微分 量 级 都 会 提高 一 个 因子 
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L/ 和 A. 如 果 将 精度 限定 在 两 个 最 高 阶 的 项 ((L/A)? 和 (L/ 和 ))，, 那么 在 (108.5) 
中 我 们 可 以 交换 微分 的 顺序 ; 实际 上 , 差 值 


ji 一 hi OS ~ hh R™O) jp 一 hr RAO) mk 


具有 (L/A)? 阶 , 而 表达 式 及 .i.: 和 hi 中 的 每 一 个 都 包含 两 个 更 高 阶 的 项 . 
现在 给 hix 规定 一 个 补充 条 件 
Dik = (108.6) 


(类 似 于 (107.5) ), 我 们 得 到 方程 
有 全 人 (108.7) 


它 是 方程 (107.8) 的 推广 . 

根据 在 8107 节 中 指出 的 原因 ,条 件 (108.6) 并 未 唯一 确定 坐标 的 选取 . 
对 后 者 仍 可 以 施加 变换 z= zx! 十 嫩 , 其 中 小 量 满足 方程 6 =0. 这 些 变 
换 可 以 特别 用 来 给 hir 规定 条 件 玉 三 庇 =0. 那么 灵 = hk, 于 是 hk 符合 条 件 


hi =0, h=0. (108.8) 


在 这 样 的 规定 之 后 , 容许 的 变换 就 归结 为 条 件 &’.; = 0. 

一 般 说 来 , 奉 张 量 t* 除了 包含 未 扰动 部 分 姓 (0), 也 包含 Aik 的 各 阶 项 . 
如 果 我 们 考察 在 四 维 空间 的 一 些 区 域 上 求 平 均 后 的 量 老 , 并 且 这 些 区 域 的 尺 
寸 与 入 相 比 很 大 , 而 与 世相 比 很 小 , 那么 我 们 会 得 到 类 似 于 (107.11) 的 表达 
式 . 这 样 的 平均 (下 面 用 尖 括 号 表示 (.…)) 不 会 影响 g(0), 却 会 使 得 关于 快速 
振荡 量 hi; 的 所 有 线性 项 变 为 零 . 二 次 项 中 我 们 只 保留 那些 关于 1/ 的 最 高 
(二 ) 阶 项 ; 这 就 是 关于 导数 hirit 三 9jik/8zl 的 二 次 项 . 

在 这 样 的 精度 下 , 二 中 所 有 的 表现 为 四 维 散 度 的 项 可 以 被 忽略 .实际 上 ， 
对 这 样 的 表达 式 沿 四 维 空间 的 区 域 ( 求 平均 的 区 域 ) 的 积分 按照 高 斯 定理 进 
行 变换 , 结果 会 导致 它们 关于 1/ 和 的 量 级 减少 1. 除 此 之 外 , 在 分 部 积分 之 后 
按照 (108.7) 和 (108.8) 式 化 为 零 的 那些 项 也 会 消失 . 于 是 , 进行 分 部 积分 并 
且 忽 略 对 四 维 散 度 的 积分 , 我 们 得 到 : 


(nim pn) = 一 (Rin) 一 0， 
(hi ey Ce 二 ppt m) = —0. 
结果 从 所 有 的 二 阶 项 中 仅 剩 下 


(tk(2)) 一 oh ihak). (108.9) 
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我 们 指出 , 在 这 种 情况 下 , 以 同样 的 精度 (#3?) = 0. 

引力 波 具有 一 定 的 能 量 , 它 本 身 成 为 某 个 附加 引力 场 的 源 . 这 个 场 同 产 
生 它 的 能 量 一 起 是 关于 hix 的 二 阶 效 应 . 但 在 高 频 引 力 波 的 情况 下 这 个 效应 
有 实质 性 的 加 强 : 事实 上 , 许 张 量 起 是 hj; 的 导数 的 二 次 式 , 这 会 将 一 个 大 
的 因子 和 -玉带 入 它 的 量 级 中 . 在 这 种 情况 下 可 以 说 ,引力 波 本 号 产生 了 背景 
场 , 它们 就 在 这 个 背景 场 上 传播 . 按照 上 面 的 描述 , 在 四 维 空间 内 尺度 远大 
于 入 的 区 域 求 平 均 后 ,可 以 方便 地 对 这 个 场 进 行 研究 . 这 样 的 平均 运算 抹 平 
了 短波 的 “ 涟 满 ”, 产生 了 缓慢 变化 的 背景 度 规 (R. A. Isaacson ,1968) . 

为 了 推导 确定 这 个 度 规 的 方程 , 在 张 量 Ri 的 展开 式 中 应 该 不 仅 要 考虑 
线性 项 , 还 要 考虑 关于 jik 的 二 次 项 : Ri = RI 十 RD 十 R22. 正如 已 经 指出 
的 那样 , 求 平均 运算 不 会 影响 到 零 阶 项 . 这样 一 来 ,平均 后 的 场 方 程 (Rik) = 二 0 
具有 如 下 形式 : 

Rir = —(RiR)), (108.10) 


并 且 在 R(2? 中 只 应 保留 关于 1/ 和 的 二 次 项 . 它们 可 以 容易 地 从 恒等式 (96.7) 
得 到 . 这 个 恒等式 的 右边 具有 四 维 散 度 的 形式 , 从 这 个 恒等式 右边 产生 的 关 
于 hiw 的 二 次 项 在 求 平均 的 时 候 会 消失 (按照 考虑 的 精度 ), 这 样 一 来 , 可 以 


ik 1 1k ® Sk ik(2) 


或 者 , 由 于 (ti(?) = 0, 按照 同样 的 精度 : 


8T5 
(Ri 一 一 -人 


最 后 , 采用 (108.9) , 我 们 最 终 得 到 方程 (108.10) 的 下 列 形式 : 
1 
RW 一 了 (Rs (108.11) 


如 果 “ 背 景 ” 完全 由 波 本 身 建立 , 那么 方程 (108.7) 和 (108.11) 应 该 联 
立 求解 . 对 方程 (108.11) 左右 两 边 表达 式 的 估算 显示 , 在 这 种 情况 下 背景 度 
规 的 曲率 半径 的 数量 级 工 , 波长 入 以 及 它 的 场 的 数量 级 h 之 间 可 以 按照 关系 
式 L 了 ?和 ~ 及 /和 2 即 和 JL~h 联系 起 来 . 
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本 节 将 研究 爱 因 斯 坦 方程 的 一 种 解 , 这 种 解 是 平 直 时 空 里 的 弱 平 面 引力 
波 的 推广 (I. Robinson , H. Bondi, 1957) . 
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我 们 将 寻找 这 样 的 解 , 在 其 中 度 规 张 量 的 所 有 分 量 在 适当 的 参考 系 选取 
下 仅仅 表现 为 单个 变量 的 函数 , 我 们 把 这 个 变量 称 做 z (但 是 并 不 预先 确定 
它 的 特点 ) . 这 个 条 件 允 许 进行 下 列 形式 的 坐标 变换 : 


Xo 一 Z9 十 ea(Zo)， (109.1) 
2Z0 一 po (20), (109.2) 


其 中 wo, we 为 任意 的 函数 . 
这 个 解 的 特性 本 质 上 依赖 于 我 们 能 否 通 过 三 个 变换 (109.1) 使 得 所 有 
的 goa 归 零 . 可 以 做 到 这 一 点 的 条 件 是 行列 式 |gas| 夫 0. 实际 上 , 在 进行 变 
换 (109.1) 时 goa 一 goa + gap64 (其 中 符号 上 方 的 点 代表 对 z 微分 ); 当 
lgag| #0 时 方程 组 
BO0a + gapph = 一 0 


就 确定 了 能 够 实现 所 要 求 变 换 的 函数 pg?(z?). 这 种 情况 将 会 在 8117 中 进行 研 
究 ; 这 里 我 们 只 对 这 样 的 解 感 兴趣 , 其 中 


lgas| = 0. (109.3) 


在 这 种 情况 下 不 存在 这 样 的 参考 系 , 在 其 中 所 有 的 goa = 0. 然而 , 作为 
替代 , 采用 4 个 变换 (109.1), (109.2) 可 以 使 得 下 列 各 式 得 到 满足 : 


gol 一 1]， go0 = g02 = go03 = 0. (109.4) 


在 这 种 条 件 下 变量 z? 具有 “类 光 ” 的 特征 : 当 dzc = 0, dzn 关 0 时 ,间隔 
ds 二 0; 以 这 种 方式 选取 的 变量 mo 在 下 文中 将 表示 为 z0 = 9 在 条 件 (109.4) 
下 , 线 元 可 以 表示 为 如 下 形式 : 


ds? = 2dz'dn + gas (dx° 十 g2dzl)(dz + gtdr!). (109.5) 


在 本 节 里 ,此 处 和 下 文中 指标 a,b,c,… 的 取 值 范围 为 2,3; gab(7) 可 以 看 做 二 
维 张 量 ,而 g*(m) 两 个 量 是 二 维和 大 量 的 分 量 . 量 Ros 的 计算 会 导致 下 面 的 场 
方程 


| , 
Fas = 一 了 Bacg egbal = 0. 


由 此 可 以 得 出 ,gucg&gc =0 或 者 如 =0, 即 gc=const. 利用 变换 Za 十 g2zl 一 2Z2 
可 以 将 被 研究 的 度 规 转化 成 下 面 的 形式 : 


ds? = 2dzld7 十 ga5(7)dzadz?. (109.6) 
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这 个 度 规 张 量 的 行列 式 -g 与 行列 式 |gas| 相同 , 在 所 有 的 克 里 斯 托 夫 符 
号 中 只 有 下 面 的 几 个 不 为 零 : 


1 1 
Too 二 ?tb， To = 一 了 Mab， 


其 中 我 们 引入 了 二 维 张 量 xos = goo, 友 = gxtoc. 从 里 奇 张 量 的 所 有 分 量 中 
只 有 Roo 不 恒 等 于 零 , 于 是 我 们 有 方程 
] 


1 
Roo = 一 了 ztu 一 iY = 0. (109.7) 


这 样 一 来 , 三 个 消 数 g22(7), g23(”), g33(7) 总 共 只 应 该 满足 一 个 方程 . 因 
此 它们 其 中 的 两 个 可 以 任意 给 定 . 为 方便 起 见 , 将 方程 (109.7) 表示 成 男 一 种 
形式 . 首先 将 gab 写成 下 面 的 形式 ， 


gab = —X Yab, |7ab| 一 |. (109.8) 
于 是 行列 式 -~g= |gas| = x4，, 将 其 代入 (109.7), 在 简单 的 变换 之 后 给 出 
1 
+ (Yaey ) Yay )x =0 (109.9) 


(7% 是 二 维 张 量 , 是 yu 的 道 张 量 ). 如 果 给 定 任意 的 函数 yas(7) (相互 之 间 
通过 关系 式 |7ail| = 1 联系 ), 就 能 由 这 些 方程 确定 困 数 x(m). 
这 样 一 来 我 们 得 到 包含 两 个 任意 图 数 的 解 . 容 多 看 出 , 这 个 解 是 8107 研 
究 的 沿 着 一 个 方向 传播 的 弱 平面 引力 波 的 推广 名. 如 果 进 行 下 面 的 变换 
ti 十 了 1 tt 一 2 
由: 一 yp 二 a 
并 且 令 yu = 60b 十 hab(7) (其 中 has 是 符合 条 件 hzz 十 haa = 0 的 小 量 ) 和 X=1 
就 可 以 得 到 弱 平 面 引 力 波 ; 如 果 忽 略 其 中 的 二 阶 小 量 的 项 , 则 常数 值 x 满足 
方程 (109.9) . 
假设 有 限 尺 度 的 弱 引 力 波 (“ 波 包 ”) 通过 空间 的 某 一 点 z. 在 开始 通过 之 
前 我 们 有 hos = 0,xXx = 1; 在 引力 波 完全 通过 之 后 再 次 有 has = 0, 82x/8t? = 0， 
但 是 考虑 方程 (109.9) 中 的 二 次 项 会 导致 出 现 不 为 零 的 负 值 9x/t: 


ax 、_1 /ah 
(积分 范围 是 波 的 通过 时 间 ) . 因此 在 波 通过 之 后 将 有 Xx = 1 一 const .t, 并 且 
经 过 一 有 限时 间 间 隔 后 x 会 变 号 . 但 x 变 为 零 就 是 度 规 行列 式 g 变 为 零 ， 即 


@ 变量 数 更 多 、 性 质 类 似 的 解 可 以 参考 I. Robinson, A. Trautman//Phys. Rev. Lett. 1960. 
V. 4. P. 431; Proc. Roy. Soc. 1962. V. A265. P. 463. 
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度 规 中 的 奇异 性 . 然而 这 个 奇异 性 在 本 质 上 并 不 是 物理 的 ; 它 只 与 被 通过 的 
引力 波 “ 损 坏 ” 的 参考 系 的 缺 隐 有 关 , 并 且 这 个 缺陷 可 以 通过 适当 的 参考 系 
变换 来 修复 ; 在 引力 波 通过 之 后 时 空 实际 上 又 重新 成 为 平 直 的 . 

这 一 点 可 以 直接 予以 证 明 . 如 果 变 量 7 从 它 对 应 于 奇 点 的 值 起 测度 , 那 
么 X=9,， 于 是 

ds? = 2dndzl — 7 [(dz*)? + (dz )*]. 
作 变 换 2 422 
11X =Yy, NT = ZT ee 
之 后 我 们 得 到 
ds? = 2dndé — dy’ 一 dz” 


再 作 代 换 ny = (t 十 x)/V2,& = (t 一 xz)/V2, 最 终 导出 爷 利 略 形式 的 度 规 . 

引力 波 的 这 个 性 质 (虚假 奇异 性 的 产生 ) 当然 与 波 的 微弱 性 无 关 , 它 是 
方程 (109.7) 的 通 解 本 质 上 所 具有 的 性 质 ; 就 像 已 经 研究 的 例子 , 在 奇异 性 
附近 Xx~~7, 即 一 g 一 7 外 


习 题 
求 使 下 面 形式 的 度 规 
ds2 = dt? — dr — dy — dz?+ f(t— 7,y,z)(dt — dr)? 


成 为 真空 中 的 爱 因 斯 坦 场 方程 严格 解 的 条 件 (A. Peres, 1960). 
解 : 在 坐标 以 二 (t 一 7)/V2;v = (t 十 z)/V2,y,z 中 最 容易 计算 里 奇 张 量 ， 
在 其 中 
ds2 = 一 dz — dz2 十 2dudu + 2f(u,y,z)du’. 


除了 g22 = g33 一 一 1 之 外 ， 只 有 下 列 度 规 张 量 的 分 量 不 为 零 : guw = 2f, guv = 
1; 在 这 种 情况 下 g”” 二 一 2f,g*? = 二 1, 而 行列 式 g 二 一 1. 按照 (92.1) 进行 直接 
计算 ,针对 不 为 零 的 曲率 张 量 的 分 量 , 给 出 下 列 结果 : 


O27 92/ 92/ 


Ryuyu = Oy? ， Ve — Dz2 9 Yuzu 一 ~ OyOz 





里 奇 张 量 唯一 的 非 零 分 量 是 ; Rw = Af, 其 中 八 是 关于 坐标 Yy, zz 的 拉 普 拉 
斯 算 符 . 这 样 一 来 , 爱 因 斯 坦 方 程 是 : Af =0, 就 是 说 ,函数 f(t 一 2,y,z)=0 
应 该 是 关于 变量 yy，,z 的 调和 函数 . 

Q@ 可 以 完全 借鉴 $97 节 中 在 同步 参考 系 内 类 似 的 三 维 方程 的 方法 , 借助 于 方程 (109.7) 来 
说 明 这 一 点 . 如 同 耶 里 所 说 , 虚假 奇异 性 的 产生 与 坐标 线 的 交叉 有 关 . 
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如 果 涵 数 厂 不 依赖 于 y，z 或 者 和 这 些 变 量 是 线性 关系 ,那么 场 就 不 存 
在 一 一 时 空 是 平 直 的 (曲率 张 量 为 零 ) . 关于 8，,z 的 二 次 函数 


ju 可 一 gz 户 (十 (2 — 动态 人 


对 应 向 工 轴 的 正方 向 传播 的 平面 波 ; 实际 上 , 曲率 张 量 在 这 样 的 场 中 只 依赖 
于 tI: 

fiyuzu = —fi(u), Ryuyu = —Hzuzu = —f2(u). 
对 应 于 波 的 两 个 可 能 的 偏振 ， 在 这 种 情况 下 度 规 包含 两 个 任意 的 函数 有 (uw) 
和 fo{u). 
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我 们 下 面 来 研究 一 个 运动 速度 比 光 速 小 很 多 的 物体 所 产生 的 弱 引 力 场 . 
电 于 物质 的 存在 ,引力 场 方 程 将 不 同 于 简单 的 波动 方程 Dhf =0 (107.8) ， 
其 差异 在 于 等 式 右 边 有 来 自 物质 的 能 量 动量 张 量 的 项 . 我 们 将 这 些 方程 写成 


(110.1) 
其 中 我 们 引入 了 对 于 这 种 情形 更 便利 的 量 
Bh Lk 
pi 3 Ai 30ih 


来 代替 ht, 而 zk 则 用 来 标记 辅助 量 , 从 严格 的 引力 方程 出 发 , 作 弦 场 近似 就 
会 得 到 这 些 量 . 不 难 证 明 , 分 量 区 和 7 可 以 直接 从 相应 的 分 量 TF 得 来 ,只 
需 从 Tk 中 取出 我 们 感 兴趣 的 量 级 的 量 即 可 ; 至 于 分 量 内 , 它们 除了 包含 从 
78 得 来 的 项 外 , 还 包含 从 RF 一 名 RR/2 得 来 的 二 级 小 量 的 项 9. 

wt 满足 条 件 (107.5) 6w*/8z* =0. 从 (110.1) 可 以 推断 , 同样 的 方程 对 
于 7 区 也 成 立 : ， 

5 =0. (110.2) 

这 个 方程 在 这 里 就 代替 了 普遍 关系 式 Tk. = 0. 

借助 于 得 到 的 方程 , 我 们 来 研究 运动 的 物体 以 引力 波 的 形式 辐射 的 能 量 . 
这 个 问题 的 解决 需要 确定 在 “ 波 区 ”的 引力 场 , 就 是 在 距离 远大 于 辐射 波 波 
长 之 处 的 引力 场 . 


@ 从 方程 (110.1) 可 以 再 次 得 到 在 $106 节 中 使 用 过 的 针对 物体 远 处 的 弱 恒 定 场 公式 (106.1) 
和 (106.2) . 在 一 级 近似 中 , 我 们 可 以 略 去 含有 对 时 间 的 二 阶 导数 的 那些 项 (含有 1lyeca2 的 那些 
项 ), 而 在 7* 的 所 有 分 量 之 中 只 保留 79 = pc2. 方程 Aw8 = 0,AwW8g = 0,A 旭 = 16nxkpf/e? 在 无 穷 
远 处 变 为 零 的 解 为 W8 = 0,w8 = 0,wW9 = 4p/c2, 其 中 只 是 牛顿 引力 势 , 参考 方程 (99.2) . 由 此 对 
于 张 量 h* = w* 一 w5t /2 得 到 值 (106.1) , (106.2) . 
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原则 上 , 所 有 的 计算 完全 与 对 电磁 波 所 作 的 计算 相似 . 弱 引 力 场 的 方程 
(110.1) 在 形式 上 与 推迟 势 的 方程 (862) 完全 一 样 . 因此 , 我 们 立刻 能 够 写 出 
它 的 通 解 如 下 : i 
性 = -到 /ae 写 (110.3) 
既然 体系 内 的 所 有 物体 的 速度 很 小 , 那么 ,我们 就 能 够 写 出 与 体系 相距 
其 远 之 处 的 场 ( 见 866 和 867): 


a ~ ARo (TH) Ro/edV, (110.4) 


其 中 ,Ro 是 到 原点 的 距离 ,原点 被 选择 在 体系 内 的 任意 一 点 . 为 简单 起 见 ， 
此 后 我 们 将 略 去 被 积 田 数 内 的 脚 标 t 一 Rofc. 

为 了 计算 这 些 积分 , 我 们 利用 方程 (110.2) . 降低 到 的 指标 , 分 开 空 间 
和 时 间 分 量 , 我 们 将 (110.2) 写成 


一 一 一 一 一 0. 110. 
Or7 0zl 本 Orz7Y O70 a C09) 


用 zx? 乘 第 一 式 , 然后 对 整个 空间 积分 , 则 得 


B 
a / Taozpdy = | 识 erarzedy = /3 2 AU / TapdV. 


因为 在 无 穷 远 处 zi = 0, 右边 的 第 一 个 积分 在 经 过 高 斯 定理 的 变换 后 消失 . 
将 余下 来 的 方程 与 它 交换 指标 后 得 到 的 方程 相 加 , 再 取 半 , 我 们 便 求 得 


/rear = a Se Bo 5 | (row 十 TeoZ2)dVY- 


接 下 来 , 用 xz/ 乘 (110.5) 中 的 第 二 个 方程 , 然后 再 对 整个 空间 积分 . 相似 
的 变换 导出 











8z0 / Toozez dV = — / (raoz + Ta07°)dV. 


将 所 得 的 两 个 结果 加 以 比较 , 我 们 求 得 


1/0Y 
| rpdv =3 (高 ) /ozrzeay (110.6) 


因此 , 所 有 7e8p 的 积分 可 以 表 为 仅 包含 分 量 roo 的 积分 . 但 是 这 些 分量 
就 像 上 面 指出 的 那样 , 等 于 能 量 动量 张 量 的 相应 的 分 量 Too, 并 且 可 以 以 足 
够 的 精度 写 出 (参考 (99.1) ): 


T00 = ue?. (110.7) 
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将 它 代 人 (110.6) , 并 且 引 入 时 间 t= zo/e, 将 (110.4) 改写 成 如 下 形式 


2k 92 


Wap = -AE | av (110.8) 


在 与 物体 体系 相距 其 远 之 处 ,我们 可 以 认为 波 (在 不 大 的 空间 区 域内 ) 
是 平面 波 . 因此 , 利用 (107.12) 式 我 们 可 以 计算 出 体系 辐射 的 能 流 , 例如 党 着 
zx! 轴 方 向 的 能 流 . 在 这 个 公式 内 只 包含 分 量 hos = Wos 和 h22 一 has = Vo2 一 V33. 
从 (110.8), 我 们 求 出 它们 的 表达 式 : % 


ok . 2 大 2 ., 
jos = ————D ho 一 has 三 一 一 一 (Do 一 
23 3c4Ro 23， 22 33 3c4 Ro ( 22 D33) (110 9) 


(符号 上 的 一 点 表示 对 时 间 微 分 ), 此 处 我 们 引入 了 质量 的 四 极 矩 张 量 (99.8) : 
Dap = H(3zazp — r26ag)dV. (110.10) 


结果 我 们 求 得 沿 着 > 轴 的 能 流 如 下 : 


ee es 2 
k D22 — D33 人 


在 该 方向 单位 立体 角 上 的 能 流 可 通过 对 上 式 乘 以 R8do 获得 . 

这 个 表达 式 中 的 两 项 对 应 于 两 个 独立 偏振 的 波 的 辐射 . 为 了 将 它们 写成 
不 变 的 形式 (不 依赖 于 辐射 方向 的 选择 ), 我 们 引入 平面 引力 波 的 三 维 单位 
极 化 张 量 eae, 这 个 张 量 确定 分 量 hg 中 到 底 哪些 不 为 零 (在 jx 的 这 个 规范 
中 , hoa = hoo = 下 =0) . 极 化 张 量 是 对 称 的 , 并且 满足 条 件 


eaa 二 0， eap768 =0, ea6ea6p = 1, (110.12) 


其 中 nn 是 沿 波 的 传播 方向 的 单位 矢量 ; 头 两 个 条 件 表 达 了 波 的 张 量 性 和 横 波 
特性 . 
借助 于 这 个 张 量 , 立体 角 do 上 给 定 偏振 的 辐射 强度 可 写成 如 下 形式 
kk 
”72xcs 
由 于 横 波 条 件 eagng = 0, 这 个 表达 式 隐 含 地 依赖 于 方向 m. 所 有 偏振 的 
总 的 角 分 布 可 以 通过 对 (110.13) 按 偏 振 求 和 来 获得 ,或 者 等 价 于 对 偏振 进行 


@ 张 量 (110.8) 不 满足 推导 出 公式 (107.12) 的 那些 条 件 . 然而 将 hi 化 为 所 要 求 的 规范 形 
式 的 参考 系 变换 不 会 影响 到 这 里 使 用 的 分 晤 (110.9) 的 值 . 


dI (Dageap)?do. (110.13) 
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平均 , 再 将 结果 乘 以 2 (独立 候 振 的 数目 ) . 求 平 均 通过 下 面 的 公式 实现 : 


1 
Ea8eEys 一 4 {nanpenyns + (nangodys + Nynsdag) 一 
—(nanydgs + nanydas + Nansdgy + nensdoay) 一 
一 gap05 + (6my0p5 + 6670a5)} (110.14) 


( 式 子 的 右边 是 由 单位 张 量 和 矢量 n 的 分 量 组 成 的 张 量 , 它 具备 所 要 求 的 指 
标 对 称 性 , 按 指标 对 a,Y 和 6,56 进行 缩 并 时 给 出 1, 在 与 n 求 标量 积 后 变 为 
零 ) . 结果 我 们 得 到 : 


A i oe 


沿 所 有 方向 的 总 辐射 , 即 系统 在 单位 时 间 内 的 能 量 损失 (-d@/dt), 可 以 
通过 将 dI/do 对 所 有 方向 n 求 平均 值 , 然后 将 所 得 的 结果 乘 以 4r 得 出 . 利用 
871 第 1 个 脚注 中 的 公式 , 就 很 容易 进行 求 平均 值 的 计算 . 得 到 能 量 损失 的 公 
式 如 下 (A. 爱 因 斯 坦 , 1918): 

6 _ Ek 2 
dt 45c5 °F 

我 们 指出 , 引力 波 的 辐射 是 关于 1/c 的 五 次 方 效应 . 一般 说 来 , 这 一 事实 
与 微小 的 引力 常数 上 一 起 导致 这 种 效应 是 极其 微弱 的 . 


习 题 


1. 两 个 物体 按照 牛顿 定律 相互 吸引 ,并 绕 着 共同 的 惯性 中 心 作 图 周 运 
动 . 求 引 力 波 辐射 的 平均 强度 (在 一 个 转动 周期 内 ) 及 其 偏振 和 方向 的 分 布 . 
解 : 选取 惯性 中 心 作为 坐标 原点 ,对 于 两 个 物体 的 径 舌 ,我 们 有 : 
mo m1 


Y 1 二 T, 9Y2 一 一 Tr, 人 一 fl 一 人 2. 
721 十 702 m1 十 7722 


(110.16) 








张 量 Daa 的 分 量 是 (假设 zy 与 运动 平面 重合 ): 
Dss = Jr2(3cos? yp —1), Dyy= ur?(3sin’ wy — 1), 
Dzy = 3Hpr2 cosy siny, Dzz = 一 pr 2， 


其 中 k= mim2z/(mi 十 712)， 0h 是 矢量 7 在 Ty 平面 上 的 极 角 . 在 圆周 运动 时 
一 COnst ， 了 而 
wb =r-3/2 Yk(mit m2)=w. 


利用 球面 角 ( 极 角 和 方位 角 wp) 和 垂直 于 运动 平面 的 极 轴 z 来 给 定 方 
向 n. 我 们 考察 两 个 偏振 ,对 于 它们 : 1) eee = 1/V2, 2) eee = -eypy = 1/V2. 
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将 张 量 Dae 投影 到 球面 单位 矢量 ee 和 eye 的 方向 上 ,按照 公式 (110.13) 计 
算 并 对 时 间 求 平均 ,结果 对 这 两 种 情况 以 及 总 合 T= 厂 十 了 2 我们 得 到 : 


dl _ ky?2wer4 dy2 ky2wSr4 











| 2 二 2 0 2 
4 cos” 0， a De (1 + cos” 0)”, 
dT ku2wer4 和 
a (1 + 6cos’ 0 + cos 0), 
然后 沿 方向 积分 后 : 
_de _ ee 32ku2wer4 32k4mim3(mit+m2) 五 _5 
dt 5c5 5c575 ”了 


( 若 只 计算 总 的 强度 了 , 当然 应 当 使 用 (110.16) ) . 
辐射 系统 的 能 量 损失 导致 两 个 物体 逐渐 【长 期 的 ) 靠近 , 因为 8 = 
一 kmim2/2r， 那么 靠近 速度 是 


ee 2r? d@ 64kmim2(mi + m2) 
kmim2 dt 5c5r3 


2. 求 两 个 沿 椭圆 轨道 运动 的 物体 组 成 的 系统 以 引力 波形 式 辐 射 的 平均 
能 量 (对 一 个 转动 周期 求 平均 ) (P. C. Peters, J. Mathews ) 。. 
解 :区 别 于 圆周 运动 情况 , 距离 和 角速度 活着 轨道 按 下 面 的 规律 变化 : 
工 一 e? d 1 
= 1+ecoswy, ~ = -3k(mi + m2)all 一 e2)]22, 
其 中 e 是 偏心 率 ， 而 Q 是 轨道 的 半 长 轴 (参考 本 教程 第 一 卷 815) . 使 用 
(110.16) 进行 相当 长 的 运算 得 到 





dB 8kerpirna(rml + m2) 
dt 15a5c5(1 一 e2)5 


对 一 个 转动 周期 求 平均 时 使 用 对 dy 的 积分 替换 对 dt 的 积分 ， 导 出 如 下 
结果 : 


(1 十 ecos 动 )4[12(1 + ecoswy)? + e? sin? y]. 


_d6 32kimim2(m+mz) 1 ( 1 .73 37 ) 


dt 5c5a5 (1 一 e2)7/? 24° “86 


我 们 注意 到 辐射 强度 随 着 轨道 偏心 率 的 增加 而 快速 增长 . 

3. 由 稳 态 运动 的 物体 组 成 的 系统 辐射 引力 波 , 求 该 系统 角 动 量 的 平均 ( 按 
照 时 间 ) 损失 速率 ， 
”“@ 关于 这 个 辐射 的 角 分 布 ,偏振 分 布 和 谐 分 布 可 参考 Phys. Rev. 1963. V. 131. P. 435. 
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解 : 为 了 便于 书写 公式 ,我 们 将 物体 系统 临时 看 做 是 由 一 些 离散 的 粒子 
组 成 的 . 系统 能 量 的 平均 损失 速率 可 以 认为 是 作用 在 粒子 上 的 “摩擦 力 ” 了 所 








做 的 功 : 了 
qd 2 
a = fv (1) 
(给 粒子 编号 的 指标 没有 写 出 ). 那么 角 动 量 的 平均 损失 速率 可 以 这 样 计算 : 
dMa ER Se 
I = (rx f)a= 2 ,eoprteh (2) 
(与 公式 (75.7) 的 推导 进行 比较 ) .为 了 确定 了 我 们 写 出 
de kk 二 kv 可 
Er 一 一 入 65 op op 


(使 用 了 对 时 间 的 全 导数 的 平均 值 等 于 零 这 个 等 式 ) ,将 Dag 一 Dm(3zava 十 
3zava 一 27 .ob6up) 代入 此 式 并 且 和 (1) 进行 比较 , 我 们 得 到 


2K ty 


于 = -Esear Ds Dw 3 A55 copy Dps Dys- (3) 





4. 针对 两 个 党 桶 圆 轨 道 运动 的 物体 组 成 的 系统 , 求 其 在 单位 时 间 内 平均 
损失 的 角 动 量 . 

解 : 使 用 上 一 习题 的 公式 (3) 进行 计算 ,类 似 于 习题 2 中 的 推导 ,可 得 
到 结果 : 





qdqM。 32k/2mim3Vmi+m2 1 和 7 2 
dt | 5c5a773 (1 — e2)? 8 凡 
对 于 圆周 运动 (e 二 0),@ 和 MM 的 值 由 @ = Mw 联系 ,这 也 是 它们 之 间 
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广义 相对 论 开 辟 了 在 宇宙 学 尺度 上 研究 并 解决 宇宙 性 质问 题 的 新 途径 . 
由 此 产生 的 新 奇 的 可 能 现象 是 与 时 空 的 非 伽 利 略 性 质 相 联系 的 (由 爱 因 斯 坦 
首先 在 1917 年 指出 ) ， 

这 些 可 能 现象 更 本 质 的 意义 在 于 , 牛顿 力学 在 这 里 会 遇 到 矛盾 的 结果 ， 
这 些 矛 盾 在 形式 足够 普遍 的 非 相 对 论 理论 范围 内 是 不 能 绕 过 的 . 譬如 说 , 平 
直 的 (在 牛顿 力学 中 就 是 这 样 ) 无 穷 大 空间 被 任意 分 布 、 在 任何 地 方 都 不 会 
消失 、 具 有 一 定 平均 密度 的 物质 所 填充 , 那么 当 用 牛顿 力学 公式 计算 其 中 的 
引力 势 时 , 我 们 会 发 现在 每 一 点 的 引力 势 都 趋向 无 穷 大 . 这 会 导致 作用 在 物 
质 上 的 力 为 无 穷 大 , 就 是 说 ,导致 悖 论 . 

在 着 手 系统 地 建立 相对 论 宇 宙 学 模型 之 前 , 我 们 对 作为 出 发 点 的 基本 场 
方程 作 下 列 说 明 . 

在 893 中 给 出 了 作为 确定 引力 场 的 作用 量 所 需 满足 的 条 件 , 在 给 标量 G 
加 上 一 个 常数 项 之 后 , 该 条 件 仍 旧 能 得 到 满足 , 就 是 说 , 令 


eo 
167k 


其 中 4 是 一 个 新 的 常数 ( 带 有 量 纲 cm-?) . 这 样 的 改变 会 导致 爱 因 斯 坦 方程 
中 出 现 一 个 附加 项 Agik: 


ee / (G +2A)V=Bdn, 


1 S87k 
Rixr — 3 RBik 一 -7 十 4gik. 


如 果 赋 予 “ 宇 宙 学 常数 ”4 一 个 很 小 的 值 , 那么 这 个 项 的 出 现 对 于 不 太 大 的 
时 空 区 域内 的 引力 场 将 不 会 造成 显著 影响 , 但 是 会 导致 新 类 型 的 、 或 许 能 够 
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在 整体 上 描述 宇宙 的 “宇宙 学 解 ”的 出 现 . 然而 , 在 当今 时 代 , 对 于 基本 理 
论 方程 在 形式 上 的 这 种 改变 , 元 论 在 观测 方面 , 还 是 在 理论 方面 , 都 没有 任 
何 坚 实 的 和 令 人 信服 的 根据 . 我 们 强调 , 这 里 所 说 的 是 具有 深刻 物理 涵义 的 
改变 ; 向 拉 格 明日 清 数 的 密度 中 引入 根本 不 依赖 于 场 的 状态 的 常数 项 , 这 意 
味 着 给 时 空 赋予 一 个 原则 上 不 可 消除 的 曲率 , 这 个 曲率 既 与 物质 无 关 , 又 与 
引力 波 无 关 . 因此 , 本 章 中 所 有 以 下 的 叙述 都 是 基于 “经 典 ” 形 式 的 爱 因 斯 坦 
方程 , 而 不 考虑 宇宙 学 常数 .* 

众所周知 ， ee 
恒星 系统 (星系 ) 中 . 但 是 在 “大 尺度 ”上 研究 宇宙 时 , 应 该 忽略 物质 在 恒星 
和 是 系 中 聚集 而 引起 的 “局 部 ” 非 均 匀 性 . 因此 ， 0 在 线 
度 大 于 星系 之 间距 离 的 空间 区 域内 的 平均 密度 . 

以 下 ($§111 一 8114) 研究 的 爱 因 斯 坦 方程 的 解 被 称 作 各 向 同性 宇宙 模型 
(由 A. A. 弗 里 德 曼 在 1922 年 首先 发 现 ), 是 基于 物质 沿 空间 分 布 的 均匀 性 
和 各 问 同 性 的 假定 . 更 有 的 天 文学 数据 与 这 种 假定 并 不 矛盾 外, 并 且 从 现 有 
的 一 切 证 据 可 以 认为 , 各 向 同性 模型 大 体 上 不 但 对 现在 的 宇宙 能 够 给 出 适当 
的 描述 ,而 且 对 宇宙 过 去 的 演化 过 程 中 的 相当 一 部 分 也 是 如 此 . 我 们 在 下 文 
将 看 到 , 这 个 模型 的 基本 性 质 是 它 的 非 稳 态 性 . 手 良 置疑, 这 个 性 质 (“膨胀 
的 宇宙 ”) 能 够 对 宇宙 学 的 基础 问题 一 一 红 移 现象 给 出 正确 的 解释 

同时 可 以 明白 , 关于 宇宙 的 均匀 性 和 各 向 同性 的 假定 就 其 自身 的 本 质 

,不 可 避免 地 只 能 具有 近似 的 特点 ,因为 在 过 渡 到 更 小 的 尺度 时 ， 2 
质 必 然 会 被 破坏 . 关于 宇宙 的 非 均 匀 性 在 宇宙 学 问题 的 各 个 方面 中 可 能 起 到 
的 作用 这 个 课题 , 我 们 将 在 8115 一 8119 节 中 讨论 . 

空间 的 均匀 性 和 各 向 同性 意味 着 能 够 选择 这 样 的 世界 时 间 , 使 得 在 它 的 
每 一 时 刻 , 空间 的 度 规 在 所 有 的 点 上 和 在 所 有 的 方向 上 都 是 一 样 的 . 

首先 我 们 来 研究 各 向 同性 空间 的 度 规 本 身 , 暂时 不 考虑 它 与 时 间 可 能 有 
的 依赖 关系 . 如 同 我 们 在 前 文中 的 做 法 , 将 三 维度 规 张 量 表示 为 Yae, 就 是 说 ， 
将 空间 距离 元 写成 如 下 形式 : 


all 


dl? = yapdz° dr?. (111.1) 
空间 的 曲率 完全 由 空间 的 三 维 曲 率 张 量 所 决定 , 我 们 将 它 记 作 Psgys 以 
区 别 于 四 维 张 量 Ripim. 在 完全 各 向 同性 的 情况 下 , 张 量 Pugys 显然 应 当 只 用 


@ 其 中 会 出 现 稳 态 解 , 而 当 4 = 0 时 则 不 存在 这 些 稳 态 解 . 正 是 出 于 这 个 目的 , 爱 因 斯 坦 
引入 了 “宇宙 学 项 ”, 这 个 情况 发 生 在 弗 里 德 曼 发 现场 方程 的 非 稳 态 解 之 前 一 一 见 下 文 . 
* 高 红 移 超新星 的 观测 显示 字 守 正在 加 速 及 腾 ， 为 4 A 


中 译 
@ 这 里 指 的 是 关于 星系 在 空 交趾 的 笃 布 数 第 逢 寡 最 丽 电 辐射 各 加 同性 的 数据 . 
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度 规 张 量 7ae 来 表示 . 因此 , 从 自身 的 对 称 性 很 容易 看 出 , 它 应 当 有 下 面 的 
形式 


Papys = 和 YayY8s 一 Ta5767)， (111.2) 
其 中 ,和 是 某 一 常数 . 相应 地 , 里 奇 张 量 Pag = PY 等 于 
Fog 三 2ATap， (111.3) 
而 曲率 标量 
P=6A. (111.4) 


这 样 一 来 , 各 向 同性 空间 的 曲率 特性 仅 用 一 个 常数 来 决定 . 与 此 相应 
对 于 空间 度 规 总 共 可 能 有 三 个 重要 的 不 同情 形 :(1) 所 谓 恒 定 正 曲率 空间 (与 
正 的 入 值 相应 ),(2) 恒定 负 曲 率 空 间 (与 入 < 0 的 情形 相应 ),(3) 零 曲 率 空 
间 (与 入 =0 的 情形 相应 ) . 最 后 一 个 当然 是 平 直 空间 , 即 欧 氏 空间 . 

为 了 研究 度 规 , 最 便利 的 是 从 几何 的 相似 出 发 , 将 各 问 同性 的 三 维 空 间 
的 几何 看 做 是 一 个 在 假想 的 四 维 空间 内 、 已 知 其 为 各 向 同性 的 超 曲 面 上 的 几 
何 马 . 这 样 的 曲面 是 一 个 超 球 ; 与 它 相 应 的 三 维 空 间 是 恒定 正 曲率 空间 . 四 维 
空间 ri,zo,2zZ3,Z4 内 半径 为 a 的 超 球 的 方程 如 下 : 


Z1 十 22 十 Z3 十 2Z4 一 02， 


在 其 上 的 线 元 可 以 表示 为 
dl? = dz? 十 dz2 十 dz3 + dz4. 


将 z1, 7x2,zs 看 做 是 三 个 空间 坐标 , 利用 第 一 个 方程 ,从 dl? 中 消去 假想 
坐标 za, 我 们 得 到 空间 距离 元 如 下 : 
(z1dzx1 十 TdT2 十 Tadz3)” 
a2— 1X?— 273— 13 
从 这 个 式 子 不 难 计 算 (111.2) 中 的 常数 入 既然 我 们 早已 知道 Pyg 在 整 
个 空间 都 有 (111.3) 的 形式 , 那么 , 只 须 计 算 它 在 原点 附近 的 一 点 上 的 值 就 


够 了 , 在 这 一 点 上 ， YaB 等 于 


dl? = dx? 十 dz2 十 dz3 十 (111.5) 


5 





Yap = 0a6p 十 


因为 yop 的 一 阶 导数 , 从 而 量 XS (比较 888 省 ,习题 1) 一 一 对 应 于 度 规 yap 
的 三 维 克 里 斯 托 夫 符号 一 一 在 坐标 原点 为 零 , 所 以 根据 通 式 (92.7) 来 计算 是 


很 简单 的 , 结果 得 到 


和 A= 七. (111.6) 


Q@ 这 个 四 维 空间 应 该 理解 为 与 四 维 时 空 没 有 关系 . 
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我 们 可 以 称 a 为 空间 的 曲率 半径 . 引入 相应 的 “ 球 ” 坐 标 7,9,w 来 代替 
坐标 zi, zz,Z3. 这 时 , 线 元 的 表达 式 将 有 如 下 的 形式 : 
dr2 
1 一 72/a? 
坐标 原点 当然 可 以 选择 在 空间 内 任何 一 点 , 在 这 些 坐 标 中 , 冶 的 周 长 是 2rrr， 
而 球 的 表面 积 是 4nr“. 圆 (或 球 ) 的 “半径 ”等 于 


dl 半 +r2(sin? dp? + dt2). (111.7) 


[ A = a arcsin 一， 
即 大 于 7x. 因此 , 在 这 个 空间 中 , 圆周 与 半径 之 比 将 小 于 2x. 

如 果 用 “角度 ”x 按照 rr==asinXx (x 的 变化 范围 是 从 0 到 7) 的 关系 来 
代替 坐标 +, 就 能 得 到 一 个 四 维 球 坐标 加, 于 是 就 可 以 写 出 di 的 另 一 个 便利 
的 形式 : 

dl? = a2[dx? + sin? x(sin2 gdqo2 + d0*)]. (111.8) 


坐标 x 度量 到 原点 的 距离 ， 这 个 距离 为 ax. 在 这 些 坐 标 中 的 球 的 表面 积 是 
4ra2 sn x. 我 们 看 出 ， 当 我 们 从 坐标 原点 离开 时 , 球 的 面积 随 之 而 增加 ， 当 
中 离 原点 ra/2 时 , 球 的 面积 达到 了 最 大 值 4ra2. 此 后 ， 这 个 面积 开始 减 小 ， 
在 空间 的 “对 立 极点 ”, 与 原点 相距 为 xa (在 这 样 的 空间 内 它 是 一 般 可 能 存 
在 的 最 大 距离 ), 球 的 面积 化 为 一 点 (所 有 这 些 , 只 要 我 们 注意 到 坐标 7 不 能 
取 大 于 a 的 值 , 就 可 以 从 (111.7) 看 出 ). 

一 个 有 正 曲 率 的 空间 的 体积 等 于 


2 T 7 
TY = / / y aa sin? x sin gdxdbdw， 
0 Jo Jo 


V = 2ma". (111.9) 


因此 ,一 个 有 正 曲 率 的 空间 是 “自封 闭 的 ”, 它 的 体积 是 有 限 的 , 但 是 , 不 言 
而 喻 , 它 没有 边界 . 
值得 指出 , 在 封闭 空间 中 , 总 电荷 必须 是 零 . 事实 上 , 在 一 个 有 限 空间 
中 ,每 个 封闭 曲面 在 它 自身 的 两 边 都 包围 着 空间 的 一 个 有 限 区 域 . 因此 , 一 
方面 , 电场 经 过 这 个 曲 瑟 的 通 量 等 于 在 这 个 曲面 内 的 总 电 俩 ,而 男 一 方面 ， 
四 笛 卡 儿 坐 标 x1, zx2,z3, 4 与 四 维 球 坐标 a,9, yp,x 有 下 面 的 关系 : 


ZX1 二 Qsin x sin cos vy, xX2 = a sin x sinb sin y, 


由 此 可 得 


zr3 = a sin x cos 6, x4 = Q cosxX. 
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等 于 曲面 之 外 的 总 电荷 ,只 是 正 负 号 相反 . 因此 , 这 个 曲面 两 边 的 电荷 之 和 
为 零 . 

类 似 地 , 从 四 维 动量 的 曲面 积分 形式 的 表达 式 (96.16) 可 知 , 整个 空间 
中 的 四 维 总 动量 P? 为 等 . 

现在 我 们 来 研究 有 负 的 恒定 曲率 的 空间 的 几何 ,从 〈111.6) 我 们 看 到 , 如 
果 a 是 虚数 , 那么 ,入 就 是 负 的 . 因此 , 对 于 负 曲 率 空间 的 所 有 公式 , 只 须 用 
ia 代 a, 就 立即 可 以 从 前 面 的 公式 得 出 . 换 句 话说 , 负 曲 率 空间 的 几何 在 数学 
上 可 看 做 在 一 个 半径 为 虚数 的 四 维 伪 球 上 的 几何 . 


因此 ,常数 入 现在 等 于 


入 一 二 (111.10) 
负 曲 率 空 间 中 的 线 元 在 ”gp 坐标 中 有 下 面 的 形式 : 
dr2 , 
dl? = 1+ ra +r (sin’ dp? 十 d02)， (111.11) 


其 中 ,7 可 以 取 从 0 到 ee 之 间 的 所 有 值 . 圆 的 周 长 与 半径 之 比 现在 大 于 2x. 
如 果 按 照 >= asinhx (X 从 0 到 oo) 引入 坐标 x, 我 们 就 得 到 与 (111.8) 相应 
的 dB? 的 表达 式 


dl? 一 a2{fdx2 十 sinh x(sin? dyp? 十 dg2)}. (111.12) 


球 的 面积 现在 等 于 4xa? sinh? yx, 当 我 们 从 原点 移 开 时 (x 因 之 增加 ), 这 
个 面积 将 无 限制 地 增加 . 负 曲 率 空 间 的 体积 显然 是 无 限 的 . 
习 串 
将 线 元 (111.7) 变换 成 这 样 的 形式 ,在 这 个 形式 中 ，, 线 元 与 其 欧 几 里 得 
表达 式 成 比例 ( 共 形 欧 氏 坐标 ) . 
解 : 将 





代入 ， 得 到 
r2\ 
dl?2 = 0 十 六 (dr? + r2d0? + r? sin? dp’). 


8112 封闭 的 各 向 同性 模型 


为 了 研究 各 向 同性 模型 的 时 空 度 规 ,首先 必须 选 定 参考 系 . 最 便利 的 参 
考 系 是 这 样 的 一 个 “ 共 动 ”参考 系 , 它 在 空间 的 每 一 点 随 着 在 该 点 的 物质 一 
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起 运动 . 换 句 话说 , 这 个 参考 系 恰恰 就 是 充满 空间 的 物质 ; 根据 定义 , 物质 在 
这 个 参考 系 中 的 速度 处 处 都 为 零 . 显而易见 , 参考 系 的 这 种 选择 对 于 各 向 同 
性 的 模型 是 合理 的 ; 作 任 何其 他 的 选择 时 , 物体 速度 的 方向 就 造成 空间 的 不 
同方 向 在 外 表 上 看 起 来 不 等 价 . 时 间 的 坐标 应 当 像 上 节 开 始 所 说 的 那样 选择 ， 
就 是 说 ,使 得 在 每 一 时 刻 , 度 规 在 整个 空间 内 都 是 一 样 的 . 

由 于 所 有 方向 完全 等 价 , 度 规 张 量 的 分 量 gow 在 我 们 所 选择 的 参考 系 内 
等 于 零 . 事实 上 , 如 果 三 个 分 量 gou 不 为 零 , 则 它们 可 以 当做 一 个 三 维 矢量 的 
分 量 , 那么 ,不同 的 方向 就 不 等 价 了 . 因此 ds? 应当 有 ds? = goo(dz9)2 一 dz 
的 形式 . 分 量 goo 在 这 里 仅仅 是 z? 的 男 数 , 于 是 , 我 们 总 能 够 通过 选择 时 间 
坐标 以 使 得 goo 化 为 1. 用 ct 表示 这 样 选择 的 时 间 坐 标 , 我 们 得 到 


ds = c2dt — dL?. (112.1) 


变量 上 是 空间 中 每 一 点 的 同步 的 固有 时 . 

我 们 从 研究 正 曲率 空间 开始 ; 为 了 简便 起 见 , 下 面 我 们 将 爱 因 斯 坦 方程 
的 相应 的 解 称 为 封闭 模型 . 对 于 dl, 我 们 用 表达 式 (111.8) , 在 其 中 的 曲率 半 
径 a 一 般 来 说 是 时 间 的 函数 . 因此 , 我 们 将 ds? 写成 


ds? = c2dt? — a?(t){dx? + sin? x(d0? + sin? 9dp2)}. (112.2) 
函数 a(t) 由 爱 因 斯 坦 方 程 所 决定 . 为 了 解 这 些 方程 ,用 由 关系 式 
cdt = ad7) (112.3) 
定义 的 n 来 代替 时 间 是 便利 的 . 这 时 , ds? 可 以 写成 
ds? = a2(n) {dy? — dx? — sin? x(db2 + sin? Gdyp?)}. (112.4) 


要 建立 场 方程 ,应 从 计算 张 量 Rk 的 分 量 开 始 (7,x,9,op 是 坐标 z0, zl z2， 
7z3) . 利用 度 规 张 量 的 分 量 的 值 


800 一 a’”, 811 三 一 02， g22 = 一 02sin2 x, ga3 = —a? sin? x sin? 0 
计算 Ti, 诸 量 : 
0 a 0 a Cr a a 0 Ce 
Too = 一， lap = -538ap, 706 = 08; To = T1006 = 0, 


其 中 撤 号 表示 对 7 微分 (分量 TZ 的 表达 式 没 有 必要 计算 出 来 ) . 利用 这 些 
值 , 按照 通 式 (92.7) , 我 们 得 到 


R09 震 所 (ai — aa”). 
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出 于 对 称 性 的 考虑 (就 如 上 文 对 goa 所 做 的 ) , 我 们 预先 断定 , 分 量 Ro。 = 0. 
对 于 分 量 RS8 的 计算 , 我 们 指出 ,如 果 在 它们 当中 分 离 只 包含 gap 的 那些 项 
(也 就 是 说 , 只 有 I 多 ), 那么 这 些 项 应 该 构成 三 维 张 量 -P8 的 分 量 , 这 些 分 
量 的 值 从 (111.3) 和 (111.6) 就 已 经 得 知 了 ， 


2 
A 


其 中 省 略 号 指 的 是 那些 同时 包含 gse 和 goo 的 项 . 通过 对 上 式 的 计算 , 我 们 得 
到 : 

RS = -20 +a? +aa”)é69, 
然后 

R=R+R= -( ey 

既然 在 我 们 所 选择 的 参考 系 中 物质 是 静止 的 ,那么 ,wr = 0,w=1/a, 于 

是 从 (94.9) 式 得 到 TY = e, 其 中 e 是 物质 的 能 量 密度 . 将 得 到 的 关系 式 代 入 
方程 


我 们 得 到 
—e = 所 (oa +a?). (112.5) 
这 里 出 现 了 两 个 未 知 函 数 @ 和 a; 因此 ,我们 必须 还 要 找到 另外 一 个 方程 . 为 
此 , 选择 方程 6.; = 0 是 便利 的 (用 来 代替 爱 因 斯 坦 方 程 的 空间 分 量 ), 这 个 
方程 是 四 个 方程 (94.7) 之 中 的 一 个 , 如 我 们 所 知 , 它 是 包含 在 场 方 程 之 内 的 . 
这 个 方程 也 可 利用 热力 学 关系 用 下 面 的 方法 直接 导出 . 

在 场 方程 中 应 用 能 量 动量 张 量 的 表达 式 (94.9) 时 , 我 们 省 略 了 所 有 导致 
箭 增加 的 能 量 耗 散 过 程 . 这 个 省 略 在 这 里 当然 是 完全 合理 的 , 因为 由 于 能 量 
耗 散 而 应 该 加 到 Ti 上 的 一 些 附 加 项 与 能 量 密度 e 相 比 是 微不足道 的 , 这 里 
最 后 提 到 的 能 量 密度 包含 了 物体 的 静 能 . 

因此 ,在 推导 场 方程 时 ， 我们 可 以 将 总 灶 当 做 是 不 变 的 . 现在 我 们 来 
应 用 已 知 的 热力 学 关系 式 d@ = Td5 -pdV, 此 处 的 8,S,V 是 体系 的 能 量 、 
业 与 体积 , 而 p, 政 则 是 它 的 压强 与 温度 . 在 炉 不 变 的 情况 下 , 我 们 简单 地 有 
d@ = 一 pdV. 引入 能 量 密度 e = &/V , 我 们 很 容易 求 出 

de = —(é +p). 

按照 (111.9) ,空间 的 体积 VV 是 与 曲率 半径 a 的 立方 成 比例 的 . 因此 

dV/V = 3da/a = 3dlnac, 于 是 我 们 可 以 写 出 
de 


= 3d 1na, 
E 十 2 


一 一 
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取 积 分 则 得 和 
€ 
3ina = / p+e 十 const (112.6) 


(积分 的 下 限 是 常数 ). 
假如 与 p 的 关系 ( 物 态 方程 ) 是 已 知 的 , 那么 , 由 方程 (112.6) 就 确定 
了 作为 a 的 蚂 数 . 这 时 ,从 (112.5), 我 们 可 以 确定 9 如 下 : 


CE 
| | -大 人 1) 
3c4 
方程 (112.6) 和 (112.7) 以 普遍 的 形式 解决 了 确定 一 个 封闭 的 各 向 同性 模型 
的 度 规 的 问题 . 
假如 物质 在 空间 是 以 不 连续 的 宏观 物体 的 形式 分 布 的 , 那么 , 为 了 计算 
它 所 产生 的 引力 场 , 我 们 可 以 将 这 些 物 体 当 做 有 一 定 质 量 的 质点 来 处 理 , 而 
完全 不 关注 它们 的 内 部 构造 . 如 果 认 为 物体 的 速度 较 小 ( 比 光速 c 小 很 多 )， 
我 们 可 以 简单 地 设 s = je?, 此 处 的 jp 是 单位 体积 内 的 物体 的 质量 之 和 . 根据 
同样 的 道理 , 由 这 些 物 体 构 成 的 “气体 ”的 压强 比 起 e 来 是 非常 小 的 , 因而 
可 以 略 去 不 计 (如 我 们 所 说 , 物体 内 部 的 压强 与 所 考虑 的 问题 无 关 ) . 至 于 空 
间 中 存在 的 辐射 , 其 量 相 对 地 说 也 是 很 小 的 , 因此 , 辐射 能 和 辐射 压 也 可 以 
略 去 不 计 . 
因此 , 为 了 用 我 们 研究 的 模型 来 描述 目前 的 宇宙 状态 , 应 该 采用 “人 尘埃 
状 ” 物质 的 物 态 方程 


(112.7) 


E 一 Ac2， p=0. 
对 (112.6) 进行 积分 , 就 得 到 ja3 = const. 这 个 等 式 也 可 以 直接 写 出 , 因 
为 它 不 过 说 明了 在 整个 空间 内 的 物体 的 质量 之 和 M 保持 不 变 , 这 在 我 们 研 
究 的 侍 埃 状 物质 的 情形 下 是 理所当然 的 和. 既然 在 闭合 模型 中 空间 的 体积 等 

于 V = 2r2a3 , 那么 const = M/2r2. 这 样 一 来 ， 
Ma’ = const = 二 (112.8) 

将 (112.8) 代入 (112.7) 并 进行 积分 , 我 们 得 到 

a = ao(l — cos”7), (112.9) 


其 中 常数 
2kM 
0 9xc2 
四 为 了 避免 误解 (读者 在 考虑 到 8111 中 提 到 的 封闭 宇宙 的 四 维 总 动量 等 于 零 的 评论 时 ,有 
可 能 会 产生 这 样 的 误解 ), 我 们 强调 , M 是 各 个 物体 的 质量 之 和 ,不 考虑 物体 的 引力 相互 作用 . 
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最 后 , 对 于 上 和 7 的 关系 , 我们 从 (112.3) 求 得 
t = 2(n 一 Sin 作 ). (112.10) 


方程 (112.9) , (112.10) 决定 以 参数 形式 表示 的 图 数 a( 轨 ;函数 a( 坟 在 上 =0(7 = 
0) 时 刻 从 零 开 始 增长 , 在 上 = rao/c (7 = XT) 时 刻 达 到 最 大 值 a = 2ao, 然后 在 
t 二 2rao/c (7 = 27) 时 刻 又 下 降 到 零 . 

在 7 安 1 时 近似 地 有 a == aom2/2,t = ao73/6c, 于 是 


SR 
Q SO (SE) 2 (112.11) 
在 这 种 条 件 下 物质 的 密度 
1 8 x 105 
p= pi 一 一 二 一 (112.12) 


(系数 的 数值 按照 以 g.cm-3 为 单位 的 密度 和 以 秒 为 单位 的 时 间 t 给 出 ). 我 
们 注意 到 , 在 这 个 范围 内 , 函数 p(t) 不 依赖 于 参数 oo ,从 这 个 角度 来 看 , 它 
有 具有 普通 的 特点 . 

当 a 一 0 时 密度 变 为 无 穷 大 . 但 是 当 j 一 oo 时 , 压强 也 会 变 得 很 大 ， 
因此 为 了 研究 上 面 所 定 的 7 值 附近 的 度 规 , 我 们 必须 考虑 相反 的 极限 情形 ， 
即 尽 可 能 大 的 压强 的 情形 (对 于 给 定 的 能 量 密度 < 来 说 ) , 也 就 是 说 , 用 下 面 
的 物 态 方程 来 描述 物质 


2 
9 


(参考 835 第 二 个 脚注 ) . 于 是 从 公式 (112.6) 我 们 得 到 
3cta? 
8nk 
( 式 中 al 是 一 个 新 的 常数 ) , 在 这 以 后 ,(112.7) 和 (112.3) 导致 下 面 的 关系 : 





sa4 = const = (112.3) 
a=aisinn, t= (1 一 COS 9). 


. 既然 这 个 解 只 对 于 很 大 的 <( 亦 即 很 小 的 a) 才 有 意义 , 我 们 就 假设 7 < 入 1. 于 
是 as ats ai72/2c, 因此 有 





a 一 V2alct. (112.14 
在 这 种 条 件 下 
ee 3 _45x10 (112.15) 


c2 32rkt2 2 
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(这 个 依赖 关系 还 是 不 包含 任何 参数 ) . 

于 是 , 在 上 一 0 时 仍然 有 a 一 0, 因此 数值 t = 0 确实 是 各 向 同性 模 
型 的 时 空 度 规 的 奇 点 (对 于 封闭 模型 中 第 二 个 a = 0 点 也 是 这 样 ) . 我 们 从 
(112.14) 还 能 看 到 , 在 上 的 符号 发 生 改 变 时 , alt) 变 为 虚数 , 而 它 的 平方 为 负 . 
这 时 式 (112.2) 中 的 所 有 四 个 分 量 gix 应 该 都 是 正 的 , 而 行列 式 g 也 是 正 的 . 
但 是 , 这 样 的 度 规 没 有 物理 意义 .这 意味 着 , 将 该 度 规 解析 延 拓 到 奇 点 之 外 是 
没有 意义 的 . 


$113 开放 的 各 向 同性 模型 
用 与 上 节 完 全 相似 的 方法 就 可 得 到 有 负 曲 率 的 各 回 同 性 空间 的 相应 的 解 
(开放 模型 ) . 代替 (112.2), 现在 我 们 有 
ds2 = cdt? — a2(t){dx2 + sinh’ x(d0? + sin Gdyp’”)}. (113.1) 
再 次 引入 变量 了 来 代替 t, 而 9 与 上 的 关系 是 cdt = adn; 这 时 , 我 们 
得 到 
ds2 = a2(7){fdq72 — dx? — sinh” x(d0? + sin dyp’)}. (113.2) 
在 (112.4) 式 中 , 用 in,ix,ia 分 别 代替 n,x,a, 就 能 在 形式 上 得 到 上 式 . 因此 ， 


将 相同 的 替换 用 于 (112.5) 和 (112.6)，, 我 们 也 能 直接 得 到 场 方程 . 这 时 , 方 
程 (112.6) 保留 它 的 原来 形式 : 


3lna=— / 六 十 const， (113.3) 
E 十 了 
而 代替 (112.5) , 我 们 有 
2 时 (a _ 2). (113.4) 


与 此 相应 , 代替 (112.7) , 我 们 求 得 


=+ |/ da 
Srk ， 
a 3c4 0 二 1 


(113.5) 
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对 于 尘埃 状 物质 由 此 可 以 得 到 中 : 


a=ao(coshn—1) t= (sinhn — 7), (113.6) 
3c“ 
3 一 一 
A 0 (113.7) 


公式 (113.6) 以 参数 形式 决定 了 函数 a(t). 有 别 于 封闭 模型 , 这 里 曲率 半径 单 
调 变 化 , 在 t=0(n=0) 时 刻 从 零 开 始 增加 , 在 t 一 oo (7 一 co) 时 变 为 无 穷 
大 . 相应 地 , 物质 的 密度 在 t = 0 时 刻 从 无 穷 大 开始 单调 减 小 (在 7 之 1 时， 
这 个 减 小 的 规律 给 出 和 封闭 模型 中 相同 的 近似 公式 (112.12) ) . 

对 于 很 大 的 密度 , 解 (113.6) , (113.7) 不 能 应 用 , 必须 再 次 转向 p = ef/3 
的 情形 . 这 种 条 件 下 再 次 得 到 关系 式 


4 2 
4 3c ai 





Ea” = const 三 Bp ， (113.8) 
而 对 于 函数 al(t), 我 们 求 得 
4 一 Qlsinh7， t= (coshn — 1), 
或 者 在 7 之 1 时: 
a = V2act (113.9) 


(以 及 以 前 得 到 的 e(t) 的 公式 (112.15) ) . 这 样 一 来 , 在 开放 模型 中 度 规 具 有 
奇 点 (但 和 封闭 模型 的 区 别 在 于 奇 点 只 有 一 个 ). 

最 后 , 所 研究 的 解 对 应 于 空间 的 曲率 半径 无 限 大 的 极限 情形 是 平 直 ( 欧 
几 里 得 ) 空间 模型 . 在 这 样 的 时 空中 的 间隔 ds? 可 以 写 为 


ds? = c2dt2 一 b2(t)(dz? + dy? 十 dz2) (113.10) 
”“@ 我 们 指出 , 通过 下 面 的 变换 
r= hen sinoh yx， cr = Ae"coshx, Men = Vor2—r2, tanhx = 一 
表达 式 (113.2) 可 以 化 为 “ 共 形 伽利略 ”形式 
ds? = fr,r)j[czdr2 — dr? ~ r2(d0? + sin2 gdwp2?)]. 
具体 地 , 在 (113.6) 的 情形 下 我 们 得 到 ( 令 A = ao/2) 


CD 2 C2 A r2 _ 72 2 sin2 2 
ds* = ( 7 ) {c2a d (d0* + sin’” bdep )} 
(V. A. Fock, 1955) . 在 很 大 的 值 vez7z 二 ”2 的 情况 下 (对 应 于 7 光 1) 这 个 度 规 趋同 于 伯 利 略 
度 规 , 这 种 情况 自然 不 出 所 料 , 因为 曲率 半径 趋向 无 穷 大 . 

在 坐标 ">,g,p,r 中 , 物质 不 是 静止 的 , 并 且 它 的 分 布 是 不 均匀 的 ; 在 这 种 条 件 下 物质 的 分 布 
和 运动 围绕 空间 中 的 任何 一 点 是 中 心 对 称 的 , 该 点 被 选 作 坐标 r,g,e 的 原点 . 
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(我 们 选择 了 “ 币 卡 儿 ” 坐 标 z,y,z 作为 空间 坐标 ) . 空间 距离 元 中 的 时 间 因 
子 显 然 不 改变 空间 度 规 的 欧 几 里 得 性 , 因为 对 于 一 个 给 定 的 t+, 这 个 因子 是 
一 个 常数 ; 用 简单 的 坐标 变换 就 可 以 使 之 为 1. 用 与 上 一 节 相 似 的 计算 , 我 们 
导出 下 面 的 方程 : 


8nrk 3 /db de 
2 (于 ) , 3nb= ~ /Ee +const. 


对 于 小 压强 的 情形 , 我 们 求 得 


Hb3 = const, b= const £2/3, (113.11) 
对 于 小 的 t, 我 们 又 必须 考虑 p = s/3 的 情形 , 对 于 这 种 情形 , 我 们 求 得 
eb = const, b= const. Vt. (113.12) 


因此 , 在 这 种 情形 下 , 度 规 也 有 一 个 奇 态 (t = 0). 

我 们 指出 , 所 有 得 到 的 各 向 同性 的 解 只 有 在 物质 的 密度 不 为 零 的 时 候 才 
能 够 存在 ; 对 于 真空 而 言 , 爱 因 斯 坦 方程 不 具有 这 种 类 型 的 解 外. 同时 我 们 提 
醒 ， 从 数学 上 的 关系 来 看 , 它们 是 更 加 通用 的 解 的 类 型 的 特殊 情形 , 这 些 更 
加 通用 的 解 的 类 型 包含 三 个 物理 上 不 同 的 空间 坐标 的 任意 函数 (参见 习题 ) . 


习 题 


假设 在 某 个 度 规 中 空间 的 膨胀 以 “ 准 均匀 ”的 方式 进行 ,就 是 说 ,所 有 
的 分 量 Ya8 = 一 ga86 (在 同步 参考 系 中 ) 以 相同 的 规律 趋 于 零 ， 求 这 个 度 规 
在 靠近 奇 点 处 的 一 般 形 式 . 空间 充满 了 物 态 方程 为 D = e/3 的 物质 (E. M. 
JIhrmmrm WH. M. XamamrHzkop ，1960) . 

解 : 在 下 面 这 样 的 形式 中 寻找 靠近 奇 点 处 (t 二 0) 的 解 : 


Yap = taop + t bap 十 ， (1) 
其 中 aa6,bap 是 空间 坐标 的 函数 四 ; 下面 设 定 c 二 1. 着 张 量 是 
1 
Te/ 一 Fo — bh, 


在 c=0 时 从 方程 (113.5) 我 们 就 得 到 a = aoe? = ct (方程 (112.7) 由 于 虚数 根 一 般 会 失 
去 意义 ) . 但 是 度 规 


ds? czdt2 ~ c2?t2{fdx2 + sinh2 x(d0? + sin? Gdp?)} 
通过 代 换 r = ctsinhx,T = tcoshx, 可 化 为 形式 
ds2 = c?dr” 一 dr” 一 2 (db2 + sin? gdp2)， 


即 直 接 化 为 伽利略 时 空 . 
@ 弗 里 德 曼 解 对 应 于 函数 aap 的 特殊 选取 , 这 种 选取 对 应 于 恒定 曲率 的 空间 . 
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其 中 张 量 aep 是 aap 的 弟 张 量 , 而 gep = aaap60-5; 下 面 所 有 升降 指标 的 运 
算 和 协 变 微 分 均 借助 于 不 依赖 于 时 间 的 度 规 aa6 来 进行 . 
以 需要 的 1/t 阶 精度 计算 方程 (97.11) 和 (97.12) 的 左边 ,我们 得 到 





3 1, 8xk 2 1 32nk 
-Zi +b = s(t+1), 了 (ba — bh) = -~ euauo 
(其 中 6=b2) .同时 考虑 恒等式 
1 = uv’ ~ ud — uaupgas ) 
我 们 得 到 
A 4 (2) 
A 2t °° 2 op 


三 维 克 里 斯 托 夫 符号 ,以 及 随 之 张 量 Ps, 在 1/t 的 一 阶 近 似 下 不 依赖 
于 时 间 ; 在 此 情况 下 Pag 与 只 用 度 规 aa8 所 做 的 计算 得 到 的 表达 式 相 同 . 考 
虑 到 这 一 点 ,我 们 得 出 在 方程 (97.13) 中 ?2 量 级 的 项 相互 抵消 ,而 心 1/t 的 
项 给 出 
Pe 二 2b8 十 二 560 一 0 
Cx 4 人 3 


12 
由 此 
bp = -PE 十 688P (3) 
人 3 人 18 全 


(其 中 忆 =a87Psy) . 鉴于 恒等式 
1 
Pup — 3Pa=0 
(参考 (92.10) ) 下 面 的 关系 式 成 立 : 


因此 wo 可 以 写成 如 下 形式 
uo = — bo (4) 

这 样 一 来 ,所 有 的 六 个 函数 gap 仍然 是 任意 的 ,而 展开 式 (1) 中 下 一 项 
的 系数 bag 要 按照 它们 确定 . 度 规 (1) 中 时 间 的 选取 完全 取决 于 奇 点 处 的 条 
件 t= 二 0; 空间 坐标 还 允许 进行 任意 的 不 涉及 时 间 的 变换 (例如 ， 可 以 用 它们 
将 张 量 aop 化 为 对 角形 式 ) . 

因此 得 到 的 解 总 共和 包含 三 个 “物理 上 不 同 ” 的 任意 函数 . 

我 们 指出 ,在 这 个 解 中 空间 度 规 是 不 均匀 的 和 各 向 异性 的 ,而 在 tt 一 0 
时 物质 的 密度 分 布 趋向 于 均匀 . 三 维 加 度 v 具有 (在 近似 (4) 中 ) 等 于 零 的 
旋 度 ,而 它 的 数值 按照 下 面 的 规律 趋 近 于 零 


v2 = Vavpy" ~ 6. 


$114 红 移 - 411 . 


8114 红 移 


所 有 我 们 研究 过 的 解 的 基本 特征 是 度 规 的 非 稳 态 性 : 空间 的 曲率 半径 是 
时 间 的 函数 . 曲率 半径 的 改变 一 般 会 导致 空间 内 物体 之 间 的 所 有 距离 的 改变 ， 
这 一 点 已 经 可 以 从 空间 距离 元 dl 与 a 成 比例 的 情形 看 出 . 于 是 当 a 增 大 时 在 
这 样 的 空间 里 物体 彼此 “退行 ”( 在 开放 模型 中 a 的 增 大 对 应 着 7 > 0, 而 在 
封闭 模型 中 0 <7 <r) ， 

假如 有 一 个 观察 者 坐 在 这 些 物 体 中 的 一 个 上 面 , 在 他 看 来 , 就 好 像 所 有 
其 余 物 体 都 沿 着 视线 方 回 离开 他 而 去 . 这 个 “退行 ”速度 (在 给 定 的 时 刻 t) 
与 物体 之 间 的 距离 成 比例 . 

这 个 预言 有 必要 同一 个 基本 的 天 文 事实 星系 谱 线 的 红 移 一 一 相 比 
较 . 将 这 个 移动 解释 为 多 普 勒 现象 , 我 们 就 会 得 出 星系 “退行 ”的 绪论 , 就 是 
说 , 在 当今 时 代 宇 宙 在 膨胀 @. 

我 们 来 研究 一 条 光线 在 各 向 同性 空间 中 的 传播 . 为 了 这 个 目的 , 最 简便 
的 方法 是 利用 如 下 事实 ， 即 沿 光 信号 传播 的 世界 线 , 间 隅 ds = 0. 我 们 以 光 
的 出 发 点 作为 坐标 x,9,g 的 原点 . 根据 对 称 性 的 考虑 ， 显 而 易 见 ,光线 是 党 
着 “ 径 向 ”传播 的 , 即 沿 着 0 = const,w = const 的 线 传播 . 与 此 相应 , 我 们 在 
(112.4) 或 (113.2) 中 令 dg = dp = 0, 就 得 到 ds? = a?(d 一 dx?). 令 它 等 于 
零 . 我 们 得 到 dn = 土 dx , 或 者 , 积分 后 得 到 





X = 7 + const. (114.1) 


对 于 从 坐标 原点 发 出 的 光线 , 7 前 取 正 号 ; 而 对 于 向 原点 传播 的 光线 则 取 负 
号 . 这 个 形式 的 方程 (114.1) 既 可 应 用 到 开放 模型 , 也 可 以 应 用 到 封闭 模型 . 
借助 于 上 节 各 公式 , 我 们 能 够 由 此 将 光线 传播 的 距离 表示 为 时 间 的 函数 . 

在 开放 模型 中 ,一 条 光线 从 某 一 点 出 发 , 在 传播 过 程 中 离开 这 一 点 越 来 
越 远 , 在 封闭 模型 中 , 一 条 光线 从 起 始点 出 发 , 最 后 能 够 到 达 空 间 的 “对 立 极 
点 ”( 这 与 x 从 0 变 到 相对 应 ); 在 以 后 的 传播 中 ,光线 开始 向 起 始点 接近 . 
光线 绕 着 空间 环行 一 周 而 又 回 到 起 始点 的 一 个 循环 应 该 与 x 从 0 变 到 2r 相 
对 应 . 从 (114.1) 我 们 看 到 , 这 时 7 也 必须 变化 2r, 然而 这 是 不 可 能 的 〈 光 在 
与 7 二 0 对 应 的 时 刻 出 发 的 情形 除外 ) . 因此 一 条 光线 在 “ 绕 空间 ”一周 后 不 
能 回 到 出 发 点 . 

一 条 趋向 观察 点 (坐标 原点 ) 传播 的 光线 , 与 了 前面 有 负 号 的 方程 (114.1) 

@ 只 有 当 物 体 的 相互 作用 能 量 比 它们 “退行 ”时 的 动能 小 很 多 时 , 才能 作出 物体 在 a(t) 增 
大 时 彼此 相互 “退行 ”的 结论 ; 对 分 离 得 足够 远 的 星系 , 这 个 条 件 总 是 满足 的 . 在 相反 的 情形 下 ， 


物体 相互 的 距离 基本 上 由 它们 的 相互 作用 决定 ; 因此 , 例如 , 这 里 所 研究 的 效应 实际 上 不 应 该 
影响 到 星系 自身 的 尺度 , 对 恒星 尺度 的 影响 就 更 小 了 . 
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相对 应 . 假如 光线 到 达 这 一 点 的 时 刻 是 t(mo), 那么 , 当 ”= mo 时 , 我们 必定 
有 X=0, 所 以 这 样 的 光线 的 传播 方程 是 


X 王 710 一 97 (114.2) 


由 此 可 见 ,对 于 一 个 位 于 X= 0 的 点 的 观察 者 ,只 有 那些 从 “距离 ”不 
起 过 x = mo 的 点 出 发 的 光线 , 才能 在 to) 时 刻 到 达观 察 者 . 

这 个 结果 , 对 开放 的 和 封闭 的 模型 都 很 重要 . 我 们 看 出 , 在 时 间 t(7”) 的 
每 一 时 刻 , 在 空间 每 一 个 给 定点 ,不 是 整个 空间 都 呈现 在 物理 观察 之 下 ,只 
有 与 X 科 9 相对 应 的 那 一 部 分 才 可 能 被 观察 到 . 用 数学 的 观点 来 看 , 空间 的 

“可 见 区 域 ”是 四 维 时 空 被 光 锥 所 截 的 部 分 . 这 个 部 分 无 论 对 开放 的 模型 或 封 
闭 的 模型 都 是 有 限 的 (在 开放 模型 中 , 被 超 曲 面 t =const 所 截 的 部 分 是 无 穷 
大 的 , 这 个 超 曲 面 对 应 于 所 有 在 同一 时 刻 t 被 观察 到 的 点 组 成 的 空间 ). 在 这 
个 意义 上 , 开放 模型 与 封闭 模型 之 间 的 差别 并 不 如 初 见 之 时 所 想 的 那样 次 刻 , 

观察 者 在 一 定 的 时 刻 所 观察 到 的 区 域 离 他 愈 远 , 与 该 区 域 相应 的 时 刻 就 
愈 早 . 我 们 来 看 这 样 一 个 球面 : 这 个 球面 是 所 有 满足 如 下 条 件 的 点 构成 的 几 
何 图 形 ， 从 这 些 点 于 t(n 一 x) 时 刻 发 出 的 光 于 t(n) 时 刻 在 原点 被 观察 到 . 这 
个 曲面 的 面积 是 4ra2(7 一 XX)sin? x (在 封闭 模型 中 ) 或 4xa?(n 一 x)sinh*x (在 
开放 模型 中 ) . 当 它 远离 观察 者 时 ,“ 可 见 球 ”的 面积 首先 从 零 ( 当 xX =0 时 ) 
增加 然后 达到 一 个 最 大 值 , 在 此 以 后 又 减 小 , 而 当 x = 时 又 回 到 零 (此 处 
a(7 一 X) = a(0) = 0). 这 就 表明 , 光 锥 所 割 的 截面 不 只 是 有 限 的 , 而 且 是 封闭 
的 . 它 好 像 是 在 与 观察 者 “相对 立 ” 的 点 封闭 ; 沿 空间 的 任何 方向 进行 观察 ， 
它 都 能 被 看 到 . 在 这 一 点 = 一 oo, 因此 , 物质 在 其 所 有 的 演化 阶段 原则 上 都 
是 可 观察 的 . 

在 开放 模型 中 , 所 观察 到 的 物质 的 总 量 等 于 

Mbps = 4T / l na” sinh* XdX. 
0 
将 (113.7) 中 的 yas 代入 , 我们 得 到 
Mobs = 和 (sinh 7 cosh 7 — 7). (114.3) 


当 了 一 oo 时 , 这 个 量 无 限制 地 增加 . 在 封闭 模型 中 ,Mobs 的 增加 自然 为 总 质 
量 M 所 限制 . 在 这 种 情况 下 用 类 似 的 方式 可 以 得 到 : 


Mas (0 — sin 7 cos”). (114.4) 


在 7 了 从 0 增长 到 区 时 这 个 量 从 0 增长 到 M; 按照 这 个 公式 , 接 下 来 Mobs 会 
继续 增加 , 但 这 是 虚假 的 , 它 只 是 对 应 这 样 一 个 事实 , 就 是 在 “收缩 的 ”宇宙 
中 远 处 的 物体 会 被 观察 到 两 次 ( 信 助 从 两 个 方向 “环绕 空间 ”的 光线 ) . 
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现在 让 我 们 考虑 光 在 各 向 同性 空间 中 传播 时 的 频率 变化 . 为 此 , 我 们 首 
先 指出 下 面 的 事实 . 设 在 空间 的 某 一 点 有 两 个 事件 发 生 , 这 两 个 事件 的 时 间 
闻 隅 是 dt = a(n)dn/ce. 假如 在 这 两 个 事件 发 生 的 两 个 时 刻 发 出 两 个 光 信和 号， 
而 在 空间 的 男 一 点 它们 被 观察 到 ,那么 ,对 应 于 光 信 号 出 发 点 量 w 的 变化 
dn, 它们 被 观察 到 的 两 个 时 刻 之 间 的 时 间 间 隔 也 对 应 相同 的 d7. 直接 从 方程 
(114.1) 可 以 推出 这 个 结果 . 按照 方程 (114.1) , 5 在 光线 从 一 点 传播 到 另 一 点 
期 间 的 变化 仅 与 在 这 些 点 的 坐标 x 的 差 值 有 关 . 但 是 , 既然 在 传播 期 间 ， 曲 
率 半 径 a 改变 了 , 那么 , 发 出 信号 的 时 刻 与 观察 到 它们 的 时 刻 的 时 间 间 隔 t 
就 不 同 了 , 这 些 间 隔 之 比 等 于 相应 的 a 的 值 之 比 . 

从 上 面 所 说 的 可 以 断定 , 例如 , 用 世界 时 间 t 来 测量 的 光 的 振动 周期 也 
沿 着 光线 改变 , 并 与 a 成 比例 . 光 的 频率 显然 将 与 a 成 反比 . 因此 , 在 光线 传 
播 期 间 , 沿 着 它 的 路 径 ,下面 的 积 为 常数 


wa = const. (114.5) 


假设 在 tm) 时刻 我 们 观察 从 一 个 光源 发 出 的 光 , 这 个 光源 所 处 的 距离 对 
应 于 坐标 x 的 一 个 确定 值 . 按照 (114.1) 式 , 发 射出 这 个 光 的 时 刻 是 t(n 一 x). 
假如 wo 是 光 在 发 射 时 刻 的 频率 , 那么 , 按照 (114.5), 我 们 所 观察 到 的 光 的 
1 
a(7) 
由 于 郴 数 a(n) 的 单调 增加 , 我 们 有 w < wo, 即 光 频率 将 减 小 . 这 就 是 说 ， 
当 我 们 观察 向 我 们 射 来 的 光谱 时 , 与 在 普通 情形 下 同样 物体 的 光谱 相 比 较 ， 
所 有 它 的 光谱 线 必定 移 向 红色 的 一 边 . 红 移 现象 在 本 质 上 是 星系 彼此 “退行 ” 
的 多 普 勒 效应 .* 
利用 移动 了 的 频率 与 没有 移动 的 频率 之 比 w/wo 测 得 的 红 移 的 大 小 , (对 
于 给 定 的 观察 时 刻 ) 与 被 观察 的 光源 所 在 处 的 距离 有 关 (在 (114.6) 中 , 出 现 
了 光源 的 坐标 x) . 当 距 离 不 太 大 时 , 我 们 可 以 将 a(n 一 x) 展开 为 x 的 医 级 
数 , 但 只 取 前 两 项 : 


(114.6) 


ww ), 0(n) 
WwO X a(n) 
( 撤 号 表示 对 w 微分 ) . 此 外 , 我们 指出 , 乘积 xa(n) 在 此 恰恰 是 到 被 观察 
的 光源 的 距离 i. 事实 上 ,“ 径 向 ” 线 元 等 于 dl = adx; 在 积分 这 个 关系 式 时 ， 
* 将 星系 红 移 解释 为 多 普 勒 效应 常用 于 红 移 较 小 的 情况 .严格 地 说 , 这 两 种 现象 具有 不 同 
的 物理 起 源 , 多 普 勒 效应 是 平 直 时 空中 的 一 种 运动 学 效应 , 依赖 于 源 和 观测 者 的 相对 速度 , 与 
两 者 的 距离 无 关 ; 而 星系 红 移 主要 源 于 字 宙 膨胀 , 是 大 尺度 时 空 弯 曲 的 表现 . 对 于 高 红 移 天 体 ， 
不 能 用 狭义 相对 论 的 多 普 勒 效应 公式 去 推算 其 退行 速度 , 而 必须 用 基于 广义 相对 论 的 (114.6) 
式 . 一 一 中 译注 
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就 产生 一 个 问题 , 即 这 个 距离 怎样 通过 物理 观测 来 确定 一 一 由 于 这 个 原因 在 
求 这 个 距离 时 ,我 们 必须 在 不 同 的 时 刻 ,在 积分 路 线 的 不 同 点 上 取 a 的 值 
(w=const 的 积分 对 应 于 同时 观察 沿路 线 上 所 有 的 点 , 这 在 物理 上 是 不 能 实现 
的 ) . 但 是 对 于 “小 的 ”距离 , 我 们 可 以 略 去 a 沿 积分 路 线 的 变化 , 而 简单 地 
写 1 二 ax, 其 中 wa 的 值 是 在 观察 的 时 刻 取 的 . 

结果 , 我 们 求 得 频率 改变 的 相对 量 如 下 ( 它 通常 用 字母 z 表示 ) : 


1， (114.7) 





此 处 我 们 引入 了 符号 
(114.8) 


作为 所 谓 的 蛤 勃 常 数 . 这 个 量 对 于 给 定 的 观察 时 刻 与 ! 无 关 . 因此 光谱 线 的 
相对 移动 应 当 与 到 被 观察 光源 的 距离 成 比例 . 

通过 将 红 移 看 做 多 普 勒 效应 的 结果 , 我 们 可 以 确定 星系 离开 观察 者 的 速 
度 wv. 写 出 z= v/c, 并 与 (114.7) 相 比 较 , 我 们 得 到 


v= HI! (114.9) 


(直接 计算 导数 v= d(ax)/dt, 也 可 以 得 到 这 个 公式 ) . 

天 文学 数据 证 实 了 规律 (114.7) , 但 是 由 于 不 能 确定 遥远 星系 的 距离 (这 
样 的 距离 具有 宇宙 学 尺度 ) 这 就 给 确定 险 勃 常数 造成 了 麻烦 . 现今 认可 的 五 
的 值 为 : 


HS0.8x 10-10a-1 = 0.25 x 10-17s 一 1， 
总 ~ 4x10s=1.3x 10!9a. (114.10) 
这 个 值 五 对 应 于 “退行 速度 ”在 每 个 百 万 秒 差 距 的 距离 上 的 增长 为 75 km/s@. 
将 e=jpc? 和 瑟 =ca'/a2 代 人 (113.4) 式 , 对 于 开放 模型 , 我们 得 到 关系 式 





2 
Cs 
2 H aV (114.11) 
将 这 个 方程 与 等 式 | 
aol(coshn~1)2 a 2 
联 立 , 我 们 得 到 
7 _ 3 
cosh H 于 (114.12) 


@ 还 存在 另 一 种 估算 ,得 出 较 小 的 万, 对 应 于 “退行 速度 "在 每 个 百 万 秘 差 距 上 的 增长 为 
55 km/s, 此 时 1/H = 18 x 1019a. 
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对 于 封闭 模型 , 采用 类 似 的 方式 , 我 们 得 到 


cc 8xk 2 
= Ht- (114.13) 
7 3 
一 一 万 /一 一 一 . . 
Cos Bk (114.14) 


比较 (114.11) 和 “(114.13) ,我 们 看 出 ,空间 曲率 的 正 负 取决 于 差 量 
8xk1/3 一 H?2 的 正 负 . 对 于 人 /= x, 这 个 差 量 为 零 , 其 中 


(114.15) 


连同 数值 (114.10) , 我 们 得 到 jx 盖 1 x 10-29g/cms. 根据 现 有 的 天 文学 知识 ， 
物质 在 空间 的 平均 密度 只 能 作 很 不 准确 的 估计 . 基于 星系 的 数量 统计 和 它们 
的 平均 质量 的 估算 , 在 现今 取 值 约 为 3 x 10-3lg/cm3. 这 个 值 比 ux 小 30 倍 ， 
因而 这 个 结果 对 开放 模型 有 利 . 然而 , 暂 不 说 这 个 值 本 身 不 太 充 分 的 可 信和 度 ， 
应 该 意识 到 , 它 并 没有 考虑 星系 之 间 可 能 存在 的 暗 气 体 ， 考虑 这 些 暗 气体 能 
够 大 大 提高 物质 的 平均 密度 .* 

让 我 们 在 这 里 指出 一 些 不 等 式 , 在 给 定 H 之 值 的 情况 下 可 以 得 到 这 些 
不 等 式 . 对 于 开放 模型 , 我 们 有 互 = csinhn/[ao(coshn 一 1)?], 于 是 
sinh n(sinh 7 一 分) 


人 
C (SIR) H(cosh”n — 1)2 


既然 0 <n<oo, 那么 我 们 应 当 有 


二 <t< 到 (114.16) 
同 理 , 对 于 封闭 模型 , 我 们 得 到 
证 sin n(n 一 sin77) 
五 (1 -cos7)2 
a(n) 的 增加 对 应 于 区 间 0 < nw < r; 因此 我 们 得 到 
ER (114.17) 


3H 


下 面 , 我 们 决定 光 从 光源 到 达观 察 者 时 的 强度 了 , 光源 到 观察 者 的 距离 
与 坐标 x 的 一 定 值 相 对 应 . 在 观察 点 光 的 能 流 密度 与 球 的 面积 成 反比 , 该 球 
面 以 光源 所 在 点 为 球 心 并 经 过 被 考察 点 ; 在 负 曲 率 的 空间 中 , 球 的 面积 等 于 


* 新 近 的 观测 表明 ,宇宙 的 总 能 量 密度 非常 接近 jp ,其 中 , 包括 暗物质 在 内 的 物质 约 占 
30% ,， 暗 能 量 约 占 70%. 中 译注 
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4ra2 sinh* x. 此 外 , 光源 在 时 间 间 隔 dt = a(7 一 x)dn/c 内 所 射出 的 光 会 在 时 间 
间隔 a(7)dt/a(n 一 x) = a(7)dn/e 内 达到 观察 者 所 在 之 点 . 因为 光 的 强度 被 定 
义 为 每 单位 时 间 的 光 能 流量 , 所 以 在 I 内 就 出 现 了 一 个 因子 a(n 一 Xx)/a(n). 最 
后 , 一 个 波 包 的 能 量 与 它 的 频率 成 比例 (参考 (53.9) ) ; 既然 在 光 传 播 期 间 ， 
频率 按照 规律 (114.5) 而 改变 , 因而 这 导致 了 中 又 出 现 一 个 因子 a(7 一 X)/a(7). 
结果 , 我 们 得 到 强度 的 公式 如 下 : 


0 (0 二 2 
了 一 const rp (114.18) 
对 于 封闭 模型 , 我 们 同样 地 得 到 
时 a (n — X) 
了 一 const Ce (114.19) 


这 两 个 公式 决定 被 观察 对 象 的 视 亮 度 与 其 距离 的 关系 (在 绝对 亮度 一 定 的 情 
况 下 ). 对 于 小 的 xx, 我们 可 以 令 a(n 一 x) sa( 人 ,这样 ,我们 就 有 I~1/a*(n)x? = 
1/52 ， 即 是 说 ,我 们 得 到 了 光 强 度 与 距离 的 平方 成 反比 的 普通 定律 . 

最 后 , 让 我 们 考虑 所 谓 物 体 的 本 动 问题 . 当 说 到 物质 的 密度 和 运动 时 ,我 
们 总 是 理解 为 平均 密度 和 平均 运动 ; 特别 是 ,在 我 们 一 直 使 用 的 参考 系 中 ， 
平均 运动 的 速度 为 零 . 各 物体 的 实际 速度 围绕 这 个 平均 值 呈现 出 一 定 的 涨 落 . 
在 时 间 的 进程 中 , 物体 的 本 动 速度 是 变化 的 . 为 了 决定 这 个 变化 的 规律 , 我 
们 来 考虑 一 个 自由 运动 的 物体 , 并 且 选 择 轨道 上 的 任意 一 点 为 坐标 原点 , 那 
么 , 轨道 将 是 径 向 线 : 0 = const,p = const. 将 g* 的 值 代入 以 后 , 哈密 顿 - 雅 
可 比方 程 (87.6) 取 以 下 的 形式 : 


ON ODO. .ot . 
( 守 ) 一 (区 十 rn2c2a2(7) = 0. (114.20) 
因为 x 没有 出 现在 这 个 方程 的 系数 内 (也 就 是 说 x 是 一 个 循环 坐标 )， 
那么 , 守恒 定律 8S/6x = const 将 是 有 效 的 . 根据 一 般 的 定义 , 运动 物体 的 动 
量 p= 65/28 = 8S/a0x. 因此 ,对 于 运动 的 物体 , 下 面 的 滋 积 是 常数 : 
pa = const. (114.21) 


按照 下 式 引 人 物体 本 动 的 速度 v， 





Dp 二 


我 们 得 到 





= const. (114.22) 
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这 些 关 系 决 定 了 速度 随时 间 变 化 的 规律 , 随 着 a 的 增加 ， 速 度 v 单调 地 
减 小 . 


习 十 
1. 来 出 星系 的 视 亮 度 作 为 红 移 函数 的 展开 式 的 头 两 项 ,星系 绝对 亮度 随 
时 间 按 照 指 数 规律 Jps = const .ect 变化 (H. Robertson, 1955 ) . 
解 : 在 “时 刻 "” 九 观察 到 的 星系 的 视 亮 度 与 距离 X 的 关系 由 下 面 公式 给 
出 (对 于 封闭 模型 ) 


2 
I 二 const .eal(n 2%) tm) 2 7 一 X 
a4(n) sin” x 


按照 (114.7) 定义 的 红 移 


wo 一 wa 一 ca 一 X) 
w a(7n — X) 
将 I 和 z 按 义 的 办 展开 (连同 (112.9) , (112.10) 中 的 函数 a(7) 和 t(m)) 然后 
从 得 到 的 表达 式 中 消去 x, 结果 我 们 求 得 





2 HH 

其 中 引入 符号 
__ Lh、 
A 

对 于 开放 模型 得 到 同样 的 公式 ,但 其 中 
2 


1 十 cosh7 jx 
2. 求 给 定 半 径 的 球面 内 星系 数量 作为 球面 边界 上 红 移 函数 的 展开 式 的 
头 几 项 〈 假 设 星系 的 空间 分 布 是 均匀 的 ) . 
解 : 位 于 <xXx 的 “距离 ”范围 内 的 星系 的 数量 N 为 (在 封闭 模型 中 ) 
N = const- 上 sin2 xdx const . X3. 
0 
向 这 里 代入 函数 x(z) 的 展开 式 的 头 两 项 , 我们 得 到 : 


N = const . 23 : 一 +gjz 


这 个 形式 的 公式 对 于 开放 模型 也 成 立 . 
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8115 各 向 同性 宇宙 的 引力 稳定 性 


我 们 来 研究 关于 各 向 同性 模型 中 微小 扰动 的 演化 特征 , 也 就 是 说 , 关于 
它 的 引力 稳定 性 问题 (E. M. Lifshitz, 1946). 我 们 仅 限 于 研究 在 相对 不 大 的 
空间 区 域内 的 扰动 一 一 该 空间 区 域 的 线 度 和 半径 a 相 比 是 小 量 马 . 

在 每 一 个 这 样 的 区 域内 , 空间 度 规 在 一 阶 近 似 中 可 以 取 作 欧 几 里 得 度 
规 , 就 是 说 , 度 规 (111.8) 或 (111.12) 可 替换 为 度 规 


dl? = a?(n)(dz? 十 do 十 dz (115.1) 


其 中 zx,y,z 是 以 ao 为 度量 单位 的 笛 卡 儿 坐 标 . 我 们 还 将 像 从 前 那样 使 用 变量 
n 作为 时 间 坐 标 . 

不 失 一 般 性 ,我 们 将 像 从 前 那样 在 同步 参考 系 中 描述 被 扰动 的 场 ， 就 
是 说 给 度 规 张 量 的 变 分 8gik 加 上 条 件 ggoo = 5goa = 0. 在 这 些 条 件 下 对 恒 
等 式 giruiu* = 1 进行 变 分 (应 注意 到 , 物质 四 维 速 度 分 量 的 无 扰动 的 值 为 
uo 二 1/a,u? 一 0@ ), 我 们 得 到 goou?6u0 = 0, 由 此 6w0 = 0. 扰动 Su? 一 般 说 
来 是 不 为 零 的 , 因此 这 个 参考 系 已 经 不 是 共 动 参考 系 . 

我 们 利用 nae = Sa6 = -sgae 表示 空间 度 规 张 量 的 扰动 , 于 是 56y°? = 
一 ho?, 这 里 借助 未 扰动 度 规 yap 来 提升 hae 的 指标 . 

在 线性 近似 下 引力 场 的 微小 扰动 满足 方程 


k 
8R* — -6R = = Tk. (115.2) 


在 同步 参考 系 中 能 量 动量 张 量 (94.9) 的 分 量 的 变 分 等 于 


58T4 = -ASp， 878 = a(p 十 E)avc， 579 = 8e. (115.3) 
鉴于 sc 和 5p 都 是 小 量 , 可 以 写 出 6p = 持 e, 然后 我 们 得 到 关系 式 
576 = 5710. (115.4) 
针对 6RK 的 公式 可 以 通过 对 (97.10) 进行 变 分 来 获得 . 由 于 未 扰动 的 度 
规 张 量 yap = a26ap, 那么 未 扰动 值 是 
Yap 二 op 2 mep， xh = 和 -360, 


@@ 对 这 个 问题 更 详细 的 叙述 ,包括 在 线 度 与 a 相当 的 区 域内 的 扰动 的 研究 可 参考 E. M. 
Lifshitz//Y BH. 1963. T.80. C.411; Adv. in Phys. 1963. V.12. P.208. 
@ 在 本 节 中 ,不 得 用 附加 上 上 标 (0) 来 表示 未 扰动 的 物理 基 . 
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其 中 符号 上 方 的 点 表示 对 ct 微分 ,而 撤 表 示 对 n 微分 . 量 xp 和 xb = ztoTTE 
的 扰动 如 下 : 
xap = hag = hig, Sxb = —h roy + hoy = hs = -he, 

其 中 hh = yj 对 于 欧 几 里 得 度 规 (115.1) , 三 维 张 量 P8 的 未 扰动 值 等 
于 零 . 6P8 的 变 分 按照 公式 (108.3) , (108.4) 计算 ;显然 , 正如 SRik 可 用 Sgik 
表达 , 5Ph 可 以 用 Sryag 来 表达 , 所 有 的 张 量 运算 都 在 带 有 度 规 (115.1) 的 三 
维 空间 里 进行 ; 鉴于 这 个 度 规 是 欧 几 里 得 的 , 所 有 的 协 变 微分 可 简化 为 对 坐 
标 x° 的 普通 微分 (对 于 道 变 微分 仍 需 再 除 以 a?). 考虑 到 所 有 这 些 情况 (并 
且 从 对 He 7 的 导数 )， ee 


了 
人 1 f 


ou l :0 or ,Gy 
576 = 2a(h" — hg’ ), 
(三 jie) (115.5) 


这 里 逗号 后 面 的 指标 无 论 在 上 方 还 是 在 下 方 , 都 表示 对 坐标 ze 的 简单 微分 
(我 们 继续 在 上 方 和 下 方 书写 指标 , 只 是 为 了 保持 表示 方法 的 统一 性 ) . 

把 通过 6R* 表达 的 分 量 87 按照 (115.2) 式 代 人 (115.4) 式 , 我 们 将 得 到 
关于 扰动 hs 的 最 终 方程 . 就 这 些 方程 而 言 , 选择 在 a 关 6 情形 下 的 (115.4)， 
以 及 按 指标 a, 8 进行 缩 并 而 得 的 方程 是 便利 的 , 它们 是 : 


77 a 7 
(has + he — he — hat) + he 二 2 一 各 =0, a#p, 


(hs 一 有 3) 0 3 时 ) Fh th (2 十 32 里) -0 (115.6) 


物质 密度 和 速度 的 扰动 可 以 按照 已 知 的 邮 , 借助 于 公式 (115.2) , (115.3) 
来 确定 . 因此 , 对 于 密度 的 相对 变化 , 我 们 有 : 


6e cf cs 
i (sa 要- B68) = ee Cx 5 一 六 & 十 2 ). (115.7) 
在 方程 (115.6) 的 解 当 中 存在 这 样 的 一 些 解 ,它们 可 以 通过 简单 的 参考 
系 变 换 (不 破坏 其 同步 性 ) 而 被 消去 , 因此 它们 不 是 度 规 的 实际 物理 变化 . 这 
些 解 的 形式 可 以 借助 于 897 节 习 题 3 中 得 到 的 公式 (1) 和 (2) 提前 确立 . 将 
未 扰动 的 值 yas = a?6op 代 人 其 中 , 我 们 将 得 到 下 列 针 对 度 规 的 虚拟 扰动 的 
表达 式 : 





d ! 
hg = fan? | +f + (fa + fo) (115.8) 
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其 中 fo, fo 是 坐标 z,y, z 的 任意 (小 量 的 ) 哨 数 . 

由 于 度 规 在 我 们 考察 的 不 大 的 空间 区 域内 设 定 为 欧 几 里 得 的 , 那么 任意 
的 扰动 在 每 一 个 这 样 的 区 域 可 以 分 解 成 平面 波 . 将 z,y,z 作为 以 a 为 度量 单位 
的 笛 卡 儿 坐 标 , 我 们 可 以 将 平面 波 的 周期 性 空间 因子 写成 em” 的 形式 , 其 中 
n 为 无 量 纲 矢量 , 表示 以 1/a 为 度量 单位 的 波 和 撩 ( 波 矢 k = n/a). 如 果 在 尺 
度 ~ ! 的 空间 区 域内 有 扰动 , 那么 在 它 的 展开 式 中 会 出 现 波长 入 = 2rxa/n~1 
的 波 . 对 于 局 限 在 尺度 1 之 a 的 区 域内 的 扰动 , 我 们 相应 地 假定 数 n 足够 大 
(n > 27). 

引力 扰动 可 以 分 为 三 个 类 型 . 这 个 分 类 可 归结 为 确定 平面 波 的 可 能 种 类 ， 
对 称 张 量 hee 可 以 用 这 些 不 同 种 类 的 平面 波 表 示 出 来 . 这 样 , 我 们 得 到 下 面 
的 分 类 : | 

1. 借助 于 标量 函数 





Q =e™", (115.9) 
可 以 构造 矢量 P= nQ 和 张 量 包 
Qs = 53680, P86 = (3 " Q. (115.10) 


这 些 平面 波 对 应 于 这 样 的 扰动 , 其 中 物质 的 速度 和 密度 与 引力 场 一 起 经 历 着 
变化 , 就 是 说 , 我们 在 处 理 伴随 着 物质 聚集 和 疏松 的 扰动 .在 这 种 情况 下 扰动 
h8 通过 张 量 Q6 和 Ph 表达 , 速度 的 扰动 通过 矢量 P, 而 密度 的 扰动 通过 标 
量 @ 表达 . 

2. 借助 于 矢量 横流 


S=8e"r, s.n=0, (115.11) 


可 以 构造 张 量 (nS6 十 naS5); 由 于 n.:S =0, 对 应 的 标量 不 存在 . 这 些 波 对 
应 于 这 样 的 扰动 , 其 中 速度 与 引力 场 一 起 经 历 着 变化 , 但 不 包括 物质 的 密度 ; 
它们 可 以 被 称 作 旋转 扰动 . 
3. 张 量 横 波 
GS — gheinr, ging= 人 0. (115.12) 


利用 张 量 横 波 既 无 法 构造 矢量 , 也 无 法 构造 标量 . 这 些 波 对 应 于 引力 场 这 样 
的 扰动 , 其 中 物质 不 运动 , 并 且 在 空间 中 均匀 分 布 . 换 句 话说 , 这 是 各 向 同性 
宇宙 中 的 引力 波 . 


@ 我 们 书写 普通 的 稍 卡 儿 矢 量 n 的 分 量 时 也 区 分 上 下 指标 ,这样 做 仅仅 是 为 了 保持 表示 
方法 的 统一 性 . 
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最 有 意义 的 是 第 一 种 类 型 的 扰动 . 令 


hi = AN) PE + pn)Qa, h= p48. (115.13) 
从 (115.7) 中 可 以 得 到 密度 的 相对 变化 : 
人 4 
加 yp 0 we 和 | WE 


将 (115.13) 代入 (115.6)，, 得 到 确定 函数 入 和 1 的 方程 


7 2 
十 2 一 X (A +H) =0, 


dp 各 d 
sa 2) + (+) 


这 些 方程 具有 下 列 两 个 特殊 积分 , 对 应 于 可 以 通过 变换 参考 系 而 消除 的 
度 规 的 虚拟 变化 : 


(115.15) 


入 一 一 人 一 Const， (115.16) 
d d / : 
太 三 -到 | 之， L=n’ EN (115.17) 


a a a2 
(其 中 第 一 个 是 从 (115.8) 式 通 过 选取 fo = 0, fo = Po 得 出 ,第 二 个 是 通过 选 
取 fo 二 8, fa 二 0 得 出 ). 
在 宇宙 膨胀 的 早期 , 那 时 的 物质 用 物 态 方程 p = se/3 描述 , 我 们 有 a > 
a17,7 < 多 1( 在 开放 模型 与 封闭 模型 中 都 是 这 样 ) . 方程 (115.15) 取 如 下 形式 : 
je 4 
入 一 本 A+ 骨 =0， 及 nh + +W)=0. (115.18) 
a 是 方便 的 , 这 两 种 极限 情况 取决 
于 两 个 较 大 的 量 n 和 1/7n 之 间 的 相互 关系 . 
首先 我 们 假设 不 是 非常 大 (或 者 7 足够 小 ), 于 是 nm < 冬 1. 在 这 种 情况 
下 , 以 能 够 使 方程 (115.18) 成 立 所 需要 的 精度 , 由 这 些 方程 我 们 可 以 得 出 : 
和 人 (I+ 入 ) j= eCin+ 0 (1- 入 )， 
其 中 C1,C2 为 常数 ; 从 这 里 排除 了 形式 为 (115.16) 和 《115.17) 的 解 (在 当 
前 情况 下 , 这 些 解 一 个 有 入 = 一 上 = const, 一 个 有 入 二 1 w1/7) . 同时 按照 
(115.14) 和 (112.15) 计算 出 sse/s, 我 们 得 到 下 列 关于 度 规 和 密度 扰动 的 表达 
式 : 


he — I — Pp8 + C0,(Q8 + PS), | , 

115.19 
OE n2 2 YL sk ; 1 
= (Cm+C2n )@ 当 p=3; ws 
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常数 C1, Cz 必须 满足 特定 的 条 件 , 这 些 条 件 应 能 反映 出 扰动 在 其 产生 时 
刻 no 是 很 小 的 : 应 该 有 有 h 之 1 (由 此 入 人 1 之 1) 和 5e/e 安 1. 将 这 些 条 
件 用 于 (115.19) 可 导出 不 等 式 Ci 之 10,C2 女 1 

在 (115.19) 式 中 有 一 些 项 ,它们 在 膨胀 的 宇宙 中 以 半径 a = ain 的 不 同 
次 竹 增 长 . 但 是 这 个 增长 并 不 会 导致 扰动 能 够 成 为 大 的 量 : 如 果 我 们 应 用 公 
式 (115.19) 精确 到 ”~ 1fn 的 数量 级 , 那么 可 以 看 到 , (基于 上 面 得 到 的 关于 
C1, C2 的 不 等 式 ) 扰动 即使 在 这 些 公 式 的 应 用 上 限 仍然 是 小 量 

现在 假设 n 很 大 , 使 得 有 mm 污 1. 在 这 个 条 件 下 求解 方程 (115.18) , 我 
们 得 到 入 和 中 占 主导 地 位 的 项 是 ;外 


= i const . 一 einn/ V3. 
2 7 
由 此 我 们 得 到 度 规 和 密度 的 扰动 : 
C i Oc CE 
8 (pp6_opmD6byainn/v3 Noinn/v3 
ho n272 (Le 2Qa)e ? Ee 9 Ce 
对 于 条 件 p = 3 = nl1, (115.20) 


其 中 C 为 复数 常数 , 满足 条 件 |C| 之 1. 在 这 些 表达 式 中 周期 性 因子 的 出 现 
是 十 分 自然 的 . 在 n 为 大 数 的 条 件 下 我 们 是 在 处 理 这 样 的 扰动 , 其 空间 的 周 
期 性 取决 于 大 的 波 矢 有 == m/a. 这 样 的 扰动 应 该 像 声 波 那样 传播 , 其 速度 为 


dp C 


dle/c) V3 





相应 地 , 相位 的 时 间 部 分 就 像 几 何 声学 里 规定 的 那样 ,通过 大 积分 / Pi 
nn/V3 来 确定 . 正如 我 们 所 见 , 密度 相对 变化 的 振幅 保持 恒定 ,而 度 规 扰 动 
的 振幅 在 宇宙 膨胀 的 情况 下 按照 a 悦 减 小 . 

接 下 来 , 我 们 研究 膨胀 的 更 晚 阶 段 , 那 时 物质 已 经 稀薄 到 可 以 忽略 掉 其 
压强 的 程度 (p = 0) . 在 这 种 条 件 下 , 我 们 此 处 仅 局 限于 了 很 微小 的 情况 , 在 
这 些微 小 的 n 对 应 的 膨胀 阶段 内 , 半径 a 和 它 现 今 的 值 相 比 还 很 小 , 但 尽管 
如 此 物质 已 经 足够 稀薄 了 . 

”“ @ 指数 项 前 面 的 因数 1/72 是 按 1ynn 的 宪 展 开 式 的 第 一 项 . 在 当前 情况 下 , 为 了 确定 它 , 应 
该 同时 考虑 展开 式 的 头 两 项 (方程 (115.18) 的 精度 是 允许 这 样 做 的 ) . 
@ 容易 验证 (在 p = s/3 的 条 件 下 ) nn ~ LAA, 其 中 了 ~ u/V 和 75 理所当然 , 特征 长 度 


L( 它 决定 波长 入 之 a 的 扰动 行为 ) 仅仅 包含 “流体 力学 ” 量 -一 物质 密度 <s/c2 和 声速 a (还 有 
引力 常数 kb) . 我 们 指出 , 在 入 交工 的 条 件 下 扰动 会 增长 ( 见 (115.19) ) . 
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在 p=0 和 ”< 1 的 条 件 下 我 们 有 a s% ao72/2, 并 且 方 程 (115.15) 具有 
如 下 形式 


4 2 
N+iN -B+ =0, 


4 2 
HA 十 六 可 (入 十 月 =0. 


这 些 方程 的 解 是 : 
/Cm 20 
A+ = 201, -2=22( 2 ) 
也 可 算出 Se/e (利用 (115.14) 和 (112.12) ) , 我 们 求 得 


hp = Ci(PE + Q8) + (PE — 


1 
92n2 ba 


@ a 
Me = TP Qa) + a —3 (PE -QE) 当 ~ <n 1, (115.21) 


osc Ca1n272 Con 
,本 30 + 9 


我 们 看 到 , 5e/e 包含 正比 于 a 的 增长 项 中 . 但 是 如 果 nm << 1, 那么 按照 
条 件 Ci 之 1, 即使 当 n ~ 1 时 as/s 还 是 不 能 成 为 大 数 . 如 果 nn 污 1, 那么 
当 7~1 a Cm? 的 量 级 , 同时 初始 扰动 的 小 量 特性 仅仅 
要 求 满足 Cin2r3 < 1. 这 样 一 来 ,尽管 扰动 的 增长 进行 得 缓慢 , 但 总 的 增加 
可 能 相当 可 观 ， 结果 扰动 可 能 会 比较 大 

前 面 提 到 的 第 二 和 第 三 种 类 型 的 扰动 可 以 采用 类 似 的 方式 进行 研究 . 然 
而 从 下 述 简单 的 理解 出 发 ,可 以 不 通过 计算 细节 就 得 到 这 些 扰动 的 衰减 律 . 

如 果 在 不 大 的 物质 区 域 里 (其 线 尺 度 为 !) 有 速度 为 su 的 旋转 扰动 , 那 
么 这 个 区 域 的 角 动 量 ~ (s/c .1.wv. 在 宇宙 膨胀 时 1 正比 于 a 增加 , 而 e 按 
照 a-3 (在 p=0 的 情况 下 ) 或 者 a-4 (在 p= /3 的 情况 下 ) 减 小 . 因此 基于 
角 动 量 守 恒 , 我 们 有 

Sv 二 const 当 p= = 8vco 当 p=0. (115.22) 

最 后 , 在 宇宙 膨胀 时 引力 波 的 能 量 密度 应 该 按照 a 了 减 小 . 从 另 一 方面 ， 
这 个 密度 可 通过 度 规 的 扰动 表示 为 ~ 及 (h8)?, 其 中 上 == n/a 为 扰动 的 波 矢 . 
由 此 可 得 , 引力 波 类 型 的 扰动 的 振幅 随时 间 按 照 1/a 的 规律 减 小 . 

@ 考虑 微小 压强 p(e) 的 更 细致 的 分 析 表 明 , 满足 条 件 wmrny/ce 冬 1 时 才 有 可 能 忽略 压强 【其 


中 v= cydp/de 是 微小 的 声速 ) ; 容易 验证 , 这 个 条 件 和 条 件 入 交工 是 相同 的 . 这 样 一 来 ,只 要 
入 六 了 工 , 扰动 总 是 会 增长 . 
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8116 均匀 空间 


天 于 空间 均匀 性 和 各 问 同 性 的 假设 完全 确定 了 它 的 度 规 (只 剩 下 曲率 的 
正 负 号 可 目 由 选取 ) . 只 假设 均匀 性 这 一 个 性 质 而 不 带 有 任何 附加 的 对 称 
性 , 会 留 出 大 得 多 的 自由 度 .我 们 将 要 考察 的 问题 是 , 均匀 空间 的 度 规 性 质 是 
怎样 的 . 

我 们 将 要 讨论 的 是 在 给 定时 刻 t 的 空间 上 度 规 . 在 假设 时 空 参 考 系 选取 为 
同步 的 条 件 下 ,上 对 于 整个 空间 就 是 统一 的 同步 时 间 . 

均匀 性 意味 着 在 所 有 的 空间 点 度 规 的 性 质 都 相同 .这 个 概念 的 精确 定义 ， 
涉及 考虑 一 组 能 使 空间 变 为 自身 , 即 保持 其 度 规 不 变 的 坐标 变换 : 如 果 在 变 
换 之 前 线 元 是 

dl? = Yapg(z!, x?, 7 )dr° dx?, 


那么 在 变换 之 后 同样 的 线 元 是 
dL2 二 Yag (Tl, 7, rdr drt, 


?7a8 相对 于 新 坐标 具备 同样 的 少数 依赖 关系 . 空间 是 均匀 的 ,如果 它 允 许 存 在 
一 组 变换 (或 称 为 运动 群 ), 使 得 它 的 任何 一 个 给 定点 可 以 与 其 他 任意 的 点 
相 重合 . 基于 空间 的 三 维特 性 , 显然 , 为 了 实现 这 一 点 ,该 群 的 不 同 变换 应 该 
用 三 个 独立 的 参量 来 确定 . 
于 是 , 在 欧 几 里 得 空间 里 均匀 性 表现 为 度 规 相对 于 笛 卡 儿 坐 标 系 的 平行 
移动 (平移 ) 的 不 变性 . 每 1 sa 
的 分 量 . 所 有 这 些 变换 保持 构造 线 元 的 三 个 独立 的 微分 (dz,dy,dz) 不 变 . 
在 非 欧 几 里 得 均匀 空间 的 一 般 情况 下 , 它 的 运动 群 的 变换 仍然 使 得 三 个 
独立 的 线性 微分 形式 保持 不 变 , 但 是 无 法 简化 为 某 一 个 坐标 函数 的 全 微分 . 
我 们 将 这 些微 分 形式 写成 





ee)dza， (116.1) 
其 中 拉丁 字母 指标 (a) 用 于 给 三 个 独立 的 矢量 (坐标 的 函数 ) 编号 , 我 们 称 
这 些 矢 量 为 一 个 标 架 . 
背 助 于 (116.1) 式 , 相对 于 给 定 的 运动 群 保持 不 变 的 空间 度 规 可 以 这 样 
建立 
dl? = ab(ete)dzc)(eg dx?), (116.2) 
就 是 说 , 度 规 张 量 
Yap = navel eG, (116.3) 


其 中 按 指标 a,b 对 称 的 系数 ya 是 时 间 的 函数 . 
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这 样 一 来 ,借助 于 三 个 标 架 矢 量 , 我 们 得 到 了 空间 度 规 的 “三 维 标 架 ” 
表述 ; 在 898 节 中 得 到 的 所 有 公式 对 这 种 表述 都 适用 . 标 架 矢量 的 选取 取决 
于 空间 的 对 称 性 质 , 一 般 说 来 , 这 些 矢量 不 是 正 交 的 (因此 和 矩阵 mos 不 是 对 
角 的 ). 

如 同 在 898 节 中 , 与 三 个 矢量 e&' 一 起 引入 三 个 与 它们 互 逆 的 矢量 ez ， 
对 于 它们 

erel) = 52, ep)eg = 69. (116.4) 


在 三 维 情况 下 , 这 两 组 矢量 之 间 的 联系 可 以 表示 为 下 列 显 性 的 形式 ， 


1 1 1 
ell) = ye x el3), ed2) = ee x elY), es) = ye xe?2), (116.5) 


其 中 


V = |eto)| = et .et2) x e(3)， 


而 e(a) 和 el%) 应 该 理解 为 分 别 具 有 分 量 e&) 和 el 的 笛 卡 儿 矢 量 . 度 规 张 量 
(116.3) 的 行列 式 


7 = 02, (116.6) 


其 中 71 是 矩阵 71ab 的 行列 式 . 
微分 形式 (116.1) 的 不 变性 意味 着 ， 


eta)j(z)dze = eto)(z')dz'a ， (116.7) 


并 且 在 等 式 两 边 的 eX’ 分 别 是 旧 坐 标 和 新 坐标 的 同一 个 函数 . 给 这 个 等 式 乘 
以 eta(z/ ), 替换 dz' = (6z/azc)dza 并 比较 同一 个 微分 dza 的 系数 , 我 们 
得 到 
Dz/4 
Oro™ 
一 系列 微分 方程 组 , 决定 了 给 定 标 架 下 的 函数 z&(z) 包 . 为 了 使 之 成 为 可 积 
的 , 方程 (116.8) 应 该 恒定 地 满足 条 件 
O27 O27x8 
Bro0rY OrrOre 
@ 对 于 形式 为 z'e = ze + 经 的 变换 , 其 中 8&5 为 小 量 , 从 (116.8) 中 可 得 到 方程 
OF 
Or 


这 些 方程 的 三 个 线性 独立 解 6、(b = 1,2,3) 确定 空间 运动 群 的 无 穷 小 变换 . 矢量 68， 被 称 作 基 
灵 矢量 (与 894 第 一 个 脚注 相 比较 ) . 





= el, (7 )el®) (x). (116.8) 


Bes 
_ em ua) (a) 
= (116.8a) 
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算出 导数 , 我 们 得 到 





Der (z/) Be/ (7’') 
[ac 0) 一 一 名 ee)| el (2)el (2) = 
(2) Bey’(z) del (z) 
| | 


给 等 式 两 边 乘 以 e@,,(z)eZ,(z)e& (z'), 使 用 (116.4) 式 将 微分 运算 从 一 些 因子 
上 面 转移 到 另 一 些 因子 上 ，, 在 方程 左边 我 们 得 到 : 


7 Oe 
ep (7 | “al elo) - oo 人) oo - 








Deg)(z/) Belf) (2 
__,B 6 es (7) 
ee efo(z )ela) (x’) | BT/6 四 A ) 


而 在 方程 右边 则 得 到 关于 z 的 函数 的 同样 的 表达 式 . 由 于 z 和 zx’ 是 任意 的 ， 
那么 这 些 表 达 式 应 该 化 为 常数 : 


Bel®) Be 
( 苞 本 et)els) = 0° ab: (116.9) 


常数 Ce oo 被 称 做 群 的 结构 常数 . 两 边 同 乘 以 e2, 可 以 将 (116.9) 重 写 为 如 
下 形式 





aeu a Oela) 
eg DZ7a efb) BrB 二 O° abelc): (116.10) 
这 就 是 要 寻找 的 空间 均匀 性 的 条 件 . 等 式 (116.9) 左边 的 表达 式 和 量 
Xe u《〈98.10) 的 定义 相同 , 这 样 一 来 , 量 和 A* ob 是 恒定 的 . 
从 结构 常数 的 定义 可 以 看 出 , 它 关 于 下 标 是 反对 称 的 : 


pe (116.11) 


对 于 它们 还 能 得 到 一 个 条 件 , 首先 指出 , 等 式 (116.10) 可 以 写成 对 易 关 系 的 
形式 : 
[Xa, Xb] 三 XoXb — XoXa 一 CC obXe (116.12) 


其 中 线性 微分 算 子 Q 


Xo (116.13) 


一 e(a) Bra 

@ 在 连续 群 (或 称 李 群 ) 的 数学 理论 中 , 满足 (116.12) 形式 的 条 件 的 算 子 称 作 群 的 生成 元 . 
为 了 避免 在 与 其 他 表示 相 比 较 时 产生 误解 ,我 们 还 是 要 指出 , 连续 群 的 系统 理论 通常 是 以 基 灵 
矢量 确定 的 算 子 Xa = &@&)8/8z° 为 出 发 点 而 建立 的 . 
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于 是 上 面 提 到 的 关系 可 从 下 列 恒等式 中 产生 
[Xa, Xo], Xe] + [[Xo, Xe], Xa] + [[Xe, Xal, Xo] =0 
(这 就 是 雅 可 比 恒等式 ), 并 且 具 有 形式 
. Cf pO of + Of pO af + C1 Co =0. (116.14) 
使 用 一 组 双 指 标量 来 代替 三 指标 常数 Ce 。 会 呈现 出 一 定 的 优点 . 
双 指 标量 通过 如 下 对 偶 变换 得 到 : 
OO (116.15) 


其 中 espe = eaee 为 单位 反对 称 符 号 (其 中 ejzs = 十 1) . 利用 这 些 和 常数 , 对 易 关 
系 (116.12) 可 写 为 如 下 形式 


ebe XX = OC Xa. (116.16) 


性 质 (116.16) 在 定义 (116.15) 中 已 经 考虑 到 了 , 而 性 质 (116.14) 可 以 采取 如 
下 形式 
eicdCcdC = 0. (116.17) 


同时 我 们 指出 , 对 于 量 Co 定义 (116.9) 可 以 表示 为 和 拓 量 形式 
Os -eq . rot eto)， (116.18) 


其 中 进行 矢量 运算 时 , 仍旧 把 坐标 z? 视 同 为 舍 卡 儿 坐 标 . 
在 微分 形式 (116.1) (连同 它们 一 起 的 还 有 算 子 X。) 中 三 个 标 架 矢量 的 
选取 当然 不 是 唯一 的 . 可 以 对 它们 施 以 任意 的 、 带 有 恒定 系数 的 线性 变换 : 


e(a) = Avelw). (116.19) 


在 这 些 变换 下 , 量 no。 和 C%% 表现 出 类 似 于 张 量 的 性 质 . 

条 件 (116.17) 是 结构 常数 C%% 应 该 满足 的 唯一 条 件 . 但 是 在 满足 这 些 
条 件 的 常数 中 存在 着 若干 等 价 组 , 同一 组 中 的 常数 之 间 的 区 别 仅仅 和 变换 
(116.19) 有 关 . 均匀 空间 的 分 类 问题 可 归结 为 确定 所 有 的 不 等 价 的 结构 常数 
组 . 利用 量 Ce 的 “ 张 量 ” 性质, 通过 下 面 的 简单 的 方法 可 以 做 到 这 一 点 (C. 
G. Behr, 1962). 

不 对 称 的 “ 张 量 ”C%% 可 以 分 解 为 对 称 的 和 反对 称 的 部 分 . 第 一 部 分 表示 
为 no, 而 第 二 部 分 通过 它 的 对 偶 “矢量 "ac 表示 : 


OW = n% + eac (116.20) 
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这 个 表达 式 代 入 (116.17) 会 导出 条 件 


na, = 0. (116.21) 


利用 变换 (116.19) 可 以 将 对 称 “ 张 量 "n%% 化 为 对 角形 式 ; 设 ni,n2,ns 是 
它 的 主 值 . 等 式 (116.21) 表明 ,“ 矢 量 ”as (如 果 它 存在 ) 位 于 “ 张 量 ”nw 的 主 方 
回 之 一 , 即 对 应 于 零 主 值 的 那个 方向 . 所 以 ,不 失 一 般 性 , 可 以 令 ab = (a,0,0). 
那么 《116.21) 可 化 为 ani = 0, 就 是 说 量 a 或 者 ni 的 其 中 之 一 应 该 为 零 . 对 
易 关 系 (116.16) 可 取 如 下 形式 


[Xi, X2| = —aX2> 加 ?3 入 3， 
[X2， Xa] 一 71 从 1， (116.22) 
[Xs, X1| 一 722 人 入 2 四 QAX3. 


在 这 之 后 还 剩 下 的 自由 是 改变 算 子 X。 的 正 负 号 以 及 它们 的 任意 标 度 变换 
( 乘 以 常数 ) . 这 种 自由 允许 我 们 同时 改变 所 有 的 ni,n2z,ns 的 符号 , 同时 使 得 
量 a 的 符号 为 正 (如 果 它 不 为 零 ). 我 们 还 可 以 将 所 有 的 结构 常数 化 为 士 1， 
只 要 量 a,n2,ns 其 中 之 一 为 零 . 如 果 这 三 个 量 全 都 不 为 零 , 那么 在 标 度 变换 
下 商 @2/n2ns 为 不 变量 中 . 

这 样 , 我 们 得 到 均匀 空间 可 能 类 型 的 列表 如 下 ; 表格 第 一 列 中 的 罗马 数 
字 表 示 按 照 比 安 基 分 类 法 而 得 的 类 型 的 编号 (L. Bianchi, 1918) : ®. 









am 
0 0 0 0 
0 1 0 0 
0 1 1 0 
0 1 | 0 
0 1 1 1 
0 1 1 _1 
1 0 0 0 
1 0 0 1 
a 0 1 1 
小 a 0 1 -1 





Vla(a #1) 


Q@ 严格 说 来 , 为 了 使 Cc"? 的 张 量 特性 得 到 遵循 , 应 该 在 定义 (116.15) 中 引 人 和 人 因子 V5 (比较 
§83 节 中 提 到 的 关于 应 该 如 何 相对 于 任意 的 坐标 变换 来 确定 反对 称 的 单位 张 量 ). 但 是 这 里 我 们 
将 不 再 深入 到 这 些 细节 中 : 为 了 我 们 的 目的 , 我们 可 以 直接 从 (116.22) 中 提取 出 结构 常数 的 变 
换 规 律 . 
@ 参数 a 可 以 取 任 何 正 数值 . 相应 的 类 型 事实 上 是 不 同 群 的 单 参数 族 , 它们 被 赋予 类 型 VI 
和 VE 只 是 出 于 惯例 . 
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类 型 I 是 欧 几 里 得 空间 ; 空间 曲率 张 量 (参考 下 文 的 公式 (116.24) ) 的 
所 有 分 量 为 零 . 除了 伽利略 度 规 的 平凡 情形 , 这 里 还 涉及 含 时 度 规 , 后 考 将 
在 下 一 节 进 行 研 究 . 

作为 一 个 特例 ， 恒定 正 曲 率 的 空间 包含 于 类 型 及 之 中 ， 如 果 在 线 元 
(116.2) 中 设 定 mob = 60p/4 和 就 可 以 得 到 它 , 其 中 入 为 正 的 常数 . 实际 上 ，, 按 
照 (116.24) 和 条 件 C1 = C22 = C33 = 1 (类 型 区 的 结构 常数 ) 的 计算 给 出 
Pioytb) 二 (1/2)6ab，, 然后 有 


Fog = Piajs)el ey 一 2AT7a6， 


人 


这 正好 对 应 于 上 面 指出 的 空间 (比较 (111.3) ) ， 

恒定 负 曲 率 空间 以 相似 的 方式 作为 一 个 特例 包含 在 类 型 V 中 . 实际 上 ， 
设 定 rap = 6ab/ 入 并 且 按 照 (116.24) 和 条 件 C2 = -C22 = 工 算出 Pioycwy，, 我们 
得 到 

Fa = —20ab, Pap = 一 2AT7ap， 

这 对 应 于 恒定 负 曲 率 ， 

最 后 , 我 们 展示 一 下 均匀 空间 宇宙 的 爱 因 斯 坦 方程 是 如 何 归 结 为 只 包含 
时 间 枉 数 的 和 党 微分 方程 组 的 . 为 了 这 一 目的 , 我 们 必须 将 四 维 矢量 和 四 维 张 
量 沿 着 空间 三 维 标 架 的 基 矢 方向 分 解 出 空间 分 量 : 


Rodo = Rapetoet， Rod = Roae®), wo =urel), 


所 有 的 这 些 量 现 在 都 只 是 时 间 t 的 函数 ; 能 量 密度 es 和 物质 的 压强 p 这 样 的 
标量 同样 也 是 时 间 的 函数 . 

根据 (97.11) 一 (97.13), 同步 参考 系 中 的 爱 因 斯 坦 方 程 可 通过 三 维 张 量 
xap 和 Pa 来 表达 . 第 一 步 我 们 只 有 


. b 
(ae)( 一 Mab, yd (116.23) 


(符号 上 方 的 点 表示 对 微分 ) Pa 的 分 量 可 以 利用 (98.14) 通过 量 nos 
和 和 群 的 结构 常数 来 表达 . 在 将 三 指标 的 和 ?bc = Ca 替换 为 双 指 标的 Caeb 并 
且 经 过 一 系列 变换 包 之 后 , 我 们 得 到 
Pl) = 20" Co ClO 十 CadCa — Cia(Co a+ Ca)+ 
+62[(C¢ a)? — 2CY Car]}. (116.24) 


@ 其 中 使 用 了 公式 maarbemeresef 一 meabcyeabjecdjy 一 5268 一 568， 
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这 里 , 按照 一 般 的 规则 
Ca = NacC™, Cab = MacMoaO™. 
同时 指出 , 在 均匀 空间 中 三 维 张 量 Pag 的 比 安 基 恒等式 具有 如 下 形式 


PeC? ,+ PC? ., = 0. (116.25) 
四 维 里 奇 张 量 吕 的 三 维 标 架 分 量 的 最 终 表 达 式 如 下 : 
= 2 Bd 
RD = —5mD(C? oo — OC ac), (116.26) 
A = -2 (Vi -PY) 


我 们 强调 , 这 样 一 来 , 在 建构 爱 因 斯 坦 方程 时 , 没有 必要 使 用 标 架 矢 量 
作为 坐标 肾 数 那样 的 显 式 表达 式 . 
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各 向 同性 模型 对 描述 宇宙 后 期 演化 是 适用 的 , 但 不 能 据 此 预期 , 它 也 适 
用 于 描述 宇宙 靠近 时 间 奇 点 时 的 早期 演化 . 这 个 问题 将 在 8119 中 详细 讨论 ， 
而 在 本 节 和 下 一 节 将 对 爱 因 斯 坦 方 程 的 一 些 解 进 行 初步 研究 , 这 些 解 同样 具 
有 时 间 奇 点 , 但 原则 上 属于 不 同 的 类 型 (有 别 于 弗 里 德 曼 奇异 性 ) 

我 们 将 寻找 这 样 的 解 , 其 中 度 规 张 量 的 所 有 分 量 在 适当 选取 的 参考 系 下 
仅仅 是 一 个 变量 一 一 时 间 zx? = 的 函数 @. 这 样 的 问题 已 经 在 8109 中 研究 
过 , 但 是 , 那里 只 研究 了 当 行 列 式 |gap| = 0 时 的 情况 . 现在 我 们 将 认为 这 个 
行列 式 不 为 零 . 就 像 在 8109 中 讲解 的 那样 , 在 这 种 情况 下 可 以 不 失 一 般 性 地 
令 所 有 的 goa = 0. 通过 对 变量 上 做 VEB60dt 一 dt 的 变换 , 可 以 使 goo 等 于 1， 
于 是 我 们 得 到 同步 参考 系 , 在 其 中 


go0 一 1， goa=0, gap = —Yas(t). (117.1) 


现在 我 们 可 以 利用 形式 为 (97.11) 一 (97.13) 的 爱 因 斯 坦 方程 . 由 于 量 
Yap， 以 及 随 之 三 维 张 量 Hap 一 ?ap 的 分 量 不 依赖 于 坐标 Ts 于 是 Roa 三 0. 
按照 同样 的 原因 Pg 三 0, 结果 真空 中 的 引力 场 方程 可 化 为 下 列 方程 组 : 

称 & 十 x8 = 0, (117.2) 


@ 包含 在 Re 中 的 协 变 导数 zx,, 可 利用 898 最 后 一 个 脚注 中 列 出 的 公式 进行 换算 . 
@ 在 8117, 8118 节 中 为 了 简化 公式 的 书写 我 们 设 定 c= 1. 
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1 


BY 一 0. , 
FV Ia) 0 (117.3) 
从 (117.3) 可 导出 
VY = 2%, (117.4) 


其 中 4 为 恒定 值 . 对 指标 a 和 6 进行 缩 并 , 我 们 得 到 


or Yy V7 Ci 
由 此 可 见 ,7=const 如. 不 失 一 般 性 可 以 令 const = 1 (这 一 点 可 以 简单 地 通 
过 改变 坐标 za 的 标 度 而 达到 ) ; 那么 和 Ae = 1. 现在 将 (117.4) 代入 方程 (117.2) 
可 给 出 关系 式 
和 AAS =1, (117.5) 


该 式 将 常数 多 彼此 之 间 关 联 起 来 . 
接 下 来 , 将 (117.4) 中 的 指标 6 下降 , 将 这 些 等 式 写成 关于 ?ap 的 常 微 
分 方程 组 的 形式 : 


2 
YapB = FMaYyp: (117.6) 


系数 X 的 集合 可 以 看 做 某 种 线性 代 换 的 和 矩阵. 通过 坐标 zl z2,z3 (或 者 等 效 
地 , 量 g18,g28,g38) 的 相应 线性 变换 , 一 般 说 来 可 以 将 这 个 矩阵 化 为 对 角形 
式 . 我 们 将 它 的 主 值 表示 为 pi1,p2,p3, 并 且 认 为 它们 全 都 是 实数 并 且 是 不 同 的 
(其 他 情况 参考 下 文 ) ; 相应 的 主轴 上 的 单位 矢量 是 mw,mt2) ,rz(3). 那么 方程 
(117.6) 的 解 可 以 表示 为 如 下 形式 


Yap = trin ng) + tp2nO nl) + tanls) nl (117.7) 


(通过 对 坐标 作 合适 的 标 度 变换 , 可 将 t 的 稳 的 常 系数 化 为 1) . 最 后 选取 矢 
量 ”mt2,mzt3) 的 方向 作为 坐标 轴 (将 其 称 为 z,y,z) 的 方向 , 我 们 最 终 将 
度 规 化 为 


ds = dt? — t2?1dzx? 一 tdoy — t273dz? (117.8) 
(E. Kasner, 1922) . 这 里 pl, pa, ps 是 满足 下 面 两 个 关系 式 的 任意 三 个 数 : 
pi+pz+ps=1, pi+p2+p2=1 (117.9) 


(第 一 个 由 -g = 如 导出 , 而 第 二 个 由 (117.5) 得 到 ) . 

显然 , pi,p2,p3 三 个 数 不 可 能 都 有 相同 的 值 . 他 们 当中 有 两 个 相等 的 情况 
是 : 取 值 为 (0,0,1) 或 (-1/3,2/3,2/3). 在 其 他 任何 情况 下 pi,p2,ps 是 不 同 的 ， 
并 且 其 中 的 一 个 为 负 , 而 另外 两 个 为 正 . 如 果 以 m < pa < ps 的 顺序 排列 , 那 
么 它们 的 值 将 分 别 位 于 区 间 : 
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1 2 2 
-3 和 PS 和 0 Ogp ss3, 3p 1. (117.10) 


这 样 一 来 , 度 规 (117.8) 对 应 于 平 直 . 均匀、 但 各 问 异 性 的 空间 , 其 中 所 
有 的 体积 都 ( 随 着 时 间 的 增加 ) 正比 于 上 增长 , 并 且 沿 两 个 轴 (y, z) 的 线性 距 
离 增 加 , 而 沿 一 个 轴 (z) 的 线性 距离 减 小 . 时 刻 t= 0 是 解 的 奇 点 ; 在 该 点 度 
规 有 奇异 性 , 这 个 奇异 性 通过 任何 参考 系 变换 都 无 法 消除 , 并 且 四 维 曲 率 张 
量 的 不 变量 趋 于 无 穷 大 . 只 有 pi = pz = 0,ps = 1 的 情况 是 个 例外 ,这 时 我 们 
只 不 过 是 在 和 平 直 时 空 打 交道 ; 度 规 (117.8) 经 过 变换 tsinhz = C,tcoshz 二 7 
化 为 伽利略 度 规 包 . 

度 规 (117.8) 是 真空 中 爱 因 斯 坦 方 程 的 严格 解 . 而 在 奇 点 附近 , 在 t 很 小 
的 时 候 , 它 也 是 物质 在 空间 中 均匀 分 布 情况 的 近似 解 (精度 到 1/t 阶 ) . 物 
质 密度 变化 的 速度 和 过 程 在 这 种 情况 下 只 取决 于 物质 在 给 定 引 力 场 中 的 运动 
方程 ,而 物质 对 场 的 反作用 可 以 忽略 不 计 . 在 t 一 0 时 物质 的 密度 趋向 无 穷 
大 一 一 对 应 于 奇异 性 的 物理 特征 (参考 习题 3) . 


习 是 


1. 在 甜 阵 和 具有 一 个 实数 (pa) 和 两 个 复数 (pi2 = 二 pp 土 ip”) 主 值 的 情 
况 下 , 求 方 程 (117.6) 的 解 . 

解 : 在 这 种 情况 下 ,所 有 的 量 都 依赖 于 变量 Z0O, 后 者 应 该 具有 类 空 的 特 
征 ; 我 们 将 其 表示 为 ?9 = x. 所 以 ,在 (117.1) 中 现在 应 该 有 goo = 一 1. 方程 
(117.2) 和 (117.3) 无 变化 . 

在 (117.7) 中 失 量 mt),mt2) 成 为 复 失 量 :mll2) 二 (ma' 土 ip)/V2， 其 中 
n,n’ 为 单位 矢量 . 沿 n/n,nt3) 的 方向 选取 坐标 轴 zl,z2,z3 ,我们 得 到 下 列 
形式 的 解 


一 gl11 = g22 = Z2p cos (2p" ln = ， 8g12 = 一 72p sin ( 2p/ ln 二 ， 
8 a a 
g33 = 一 Z2pa， 一 5 = 一 goolgae| = 77, 


其 中 上 为 常数 (无 法 在 只 对 z 轴 作 标 度 变 换 、 同 时 又 不 改变 上 述 表 达 式 中 其 
他 系数 的 情况 下 消除 a) . pi, pz, pa 三 个 数 照 旧 满 足 关 系 式 (117.9), 并 且 实 


Q@ (117.8) 的 参数 为 类 空 的 情况 下 也 存在 同样 类 型 的 解 ; 此 时 我 们 只 需 适 当地 改变 其 中 的 

符号 , 例如 : 
ds? = z2plidt2 ~ dz2 — 2p2dy2 — z2p3dz2. 

但 是 在 这 种 情况 下 , 同时 还 存在 另 一 种 类 型 的 解 , 这 时 方程 (117.6) 中 的 矩阵 Xe 有 复数 主 值 或 
相同 的 主 值 (参考 习题 1 和 2) . 在 类 时 参数 t 的 情况 下 这 些 解 是 不 可 能 存在 的 , 因为 其 中 的 行 
列 式 g 不 满足 必要 条 件 g < 0. 

我 们 同时 给 出 相关 的 参考 文献 ,其 中 求 得 了 真空 中 爱 因 斯 坦 方程 各 种 不 同类 型 的 严格 解 ， 
它们 与 更 多 的 参量 相关 : B, K. Harrison//Phys. Rev. 1959. V, 116，P. 1285. 
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数 ps 要 么 小 于 -1/3, 要 么 大 于 1. 

2. 在 两 个 主 值 相 同 (pa = ps) 的 情况 下 求解 同样 的 问题 . 

解 : 我 们 知道 ,根据 线性 微分 方程 的 一 般 理论 ， 在 这 种 情况 下 方程 组 
(117.6) 可 以 化 为 下 列 正 则 形式 : 


2p1 , 2p2 2p2 入 
Bl1= -Bl Bm = B20 ba ~ B30 十 782ac， 4 一 2,3, 
其 中 入 是 常数 . 在 =0 时 我 们 回 到 (117.8) .在 入 关 0 时 可 以 设 定 和 =1; 那么 


2 2 2 2 
Bil = Tt ‘pon = 0 lo =Aar not bar? 


从 条 件 g32 = g23 求 得 az = 0, as = bo. 通过 适当 选取 坐标 轴 z2,z3 的 标 度 我 
们 最 终 将 度 规 化 为 下 列 形式 : 
ds?2 = 一 dz2 一 zn (dr) 士 2z2pzdz2dz5 + zr ln 二 一 (dz3)2， 
D1,Pp2 可 以 具有 数值 1, 0 或 者 一 1/3,2/3. 
3. 设 物质 均匀 分 布 在 度 规 为 (117.8) 的 空间 内 ， 求 物质 的 密度 在 奇 点 
t= 二 0 附近 随时 间 的 变化 规律 . 
解 : WN ee 学 的 运动 方程 出 发 








Ou 1 05 Op k OP 
k{ ou 1 i a 
Wn 人 k 2" bop) Or’ vB Ozrk’ ® 


这 些 方程 包含 在 方程 TE 二 0 中 (参考 本 教程 第 六 卷 8134) . 这 里 o 是 精密 
度 ; 在 奇 点 附近 应 该 使 用 极端 相对 论 物 态 方 程 p= 二 ce/3, 那么 goe34. 

我 们 将 (117.8) 中 的 时 间 因 子 表示 为 a = t?1 c 二 tP3. 由 于 所 有 
的 量 只 依赖 于 时 间 , 而 V-g = abc, 方程 (1) 给 


d 3/4\ duo de 
(cuoe ) 三 0， 4 一 一 二 二 十 Ua = 0. 
由 此 
abcuos3/4 = const ， (2) 
UaE!/4 = const. (3) 


按照 (3) ， 所 有 的 协 变 分 量 tu 为 相同 阶 数 的 量 . 在 逆 变 分 量 中 最 大 的 〈 当 
t—0 时 ) 是 43 NU3 /ec2. 在 恒等式 Wait =1 中 仅 保 留 最 大 的 那些 项 $ 从 而 得 
到 U2 ~ Ua 一 (usa)2/c2 ， 然后 由 (2 ) 和 (3 ) 可 得 : 


1 
2 ua ~ Vab, 


2712， 
或 者 


emt2P1tp2) 一 t 一 2(1 一 ps)， Uo ~ £1—P3)/2 (4) 
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这 样 可 以 得 出 , 对 于 ps 的 所 有 的 值 , 当 上 一 0 时 E 趋 向 无 穷 大 ,只 有 当 pa=1 
是 个 例外 ,一 一 与 之 对 应 的 事实 是 ,， 带 有 指数 (0, 0, 1) 的 度 规 的 奇异 性 是 虚 
假 的 . 
所 采用 的 近似 方法 的 正确 性 可 通过 估算 分 量 Tk 来 检验 ,后 者 在 方程 

(117.2) , (117.3) 的 右边 被 忽略 掉 了 . 它们 当中 的 主 项 为 

15 ~ Eup ~ t 一 (It+P3) ， RE t 一 201 一 ps) ， 

T3 ~ Euoat2 ~ tlt2p2 -Ps) TS ~ Et3W3 ~ t(1+P3). 
实际 上 在 +t 一 0 时 它们 全 都 增长 得 比方 程 左边 慢 , 后 者 以 二 ?增长 . 
8118 靠近 麻 点 的 振动 状态 


我 们 将 以 第 及 类 均匀 空间 宇宙 模型 为 例 , 来 研究 具有 振动 特性 的 度 规 的 
时 间 奇 异性 (B. A. Bennucrni, E. M. JInbman, HU. M. XanarHnroe, 1968). 
在 下 一 节 中 我 们 将 看 到 , 这 种 特性 具有 相当 普 过 的 意义 . 

我 们 感 兴 趣 的 是 模型 在 奇 点 (我们 选 作 时 间 原 点 t= 二 0) 附近 的 表现 . 正 
如 在 8117 市 研究 的 卡 效 涅 尔 (Kasner) 解 中 所 反映 的 那样 , 物质 的 存在 不 会 
对 模型 表现 出 的 本 质 属 性 造成 影响 , 为 了 简化 研究 过 程 , 我 们 将 假设 空间 是 
空 的 . 

在 (116.3) 中 将 量 moo(t) 的 矩阵 设 定 为 对 角 的 , 将 其 对 角 元 表示 为 ao, 好， 
cz; 三 个 标 架 矢量 e(0,e(2,e(3) 现在 表示 为 1, m,n. 那么 空间 度 规 可 写成 如 下 


形式 
Yag 三 a lalg + 近 maarne 十 c2mamp. (118.1) 
对 于 类 型 区 的 空间 , 结构 常数 如 下 只 : 
Cl =C2 =C533=1 (118.2) 


(和 Cl2s = C231 = 0 12 = 1). 
从 (116.26) 可 以 看 出 ,对 于 这 些 常 数 , 以 及 对 角 和 矩阵 meg ， 里 奇 张 量 的 
分 量 R(,, 在 同步 参考 系 中 恒 为 零 . 按照 (116.24) 非 对 角 分 量 Pioys) 同时 也 为 


@ 对 应 于 这 些 常数 的 标 架 矢量 : 


l= (sin zs, 一 cosz3 sin zl1,0)， m= (cos z3,sin z3 sin zl, 0)， 


n = (0,cos zl!, 1). 
坐标 的 取 值 范围 在 区 间 0 < zx! < n,0 < x? < 2n,0 < zx? < dn 内 . 空间 是 闭合 的 ,并且 它 的 体积 
V = / VTdz dz*dzs = abc / sin zl!dz dz?dzs = 16n?abc. 
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零 . 爱 因 斯 坦 方 程 的 剩余 成 分 给 出 针对 函数 a(t),b(t),c(t) 的 下 列 方程 组 : 





ie rb Ne ee 
CC = (oz 一 c 人 一 的 ， (118.3) 
haa ~ bP)? ~ ot), 

0 (118.4) 


( (118.3) 是 方程 组 RG) = RG = R63) = 0; (118.4) 是 方程 RQ = 0) . 
在 方程 组 (118.3) , (118.4) 中 , 对 时 间 的 导数 项 可 以 有 更 简单 的 形式 ,只 
要 引入 函数 a,b,c 的 对 数 a, 6B,Y 来 代替 它们 : 


a=e*, b=er, c=e), (118.5) 


而 按 下 式 用 变量 7+ 代替 t 
dt = abcdr. (118.6) 


那么 : 


2a -7 = (Pe) — a4, 


20.57 一 (a” ce 一 b4, (118.7) 
27mr = (o — b2)? — oc, 

1 

53GB+Nnr = rbr + or Vr + hryr, (118.8) 


其 中 下 标 ,了 表示 对 微分 . 将 (118.7) 的 各 方程 相 加 , 并 用 (118.8) 替换 左边 
的 二 阶 导 数 之 和 , 我 们 得 到 


1 
arBr-+ar7yr 二 Br7r = (a +b +c — 2a2b? 一 2a2c2 — 2b2c?). (118.9) 


这 个 关系 式 只 包含 一 阶 导数 并 且 是 方程 (118.7) 的 初 积分 . 
方程 (118.3) 和 (118.4) 无 法 用 解析 形式 严格 求解 , 但 在 奇 点 附近 可 以 
进行 详细 的 定性 研究 . 
首先 我 们 指出 , 当 方 程 (118.3) 或 (118.7) 的 右边 不 存在 时 , 方程 组 具有 
严格 解 , 在 其 中 
a~t?!, b~t?m, cc~ter, (118.10) 
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其 中 Pi, Dm, Pn 是 通过 下 面 的 关系 式 联系 起 来 的 数 : 
Pi+pm+pn =pi+p+p =1 (118.11) 


(类 似 于 均匀 平 直 空间 的 卡 兹 涅 尔 解 (117.8) ) . 这 里 我 们 将 知 指数 表示 为 
pt,pm;,Ppn， 并 没有 确定 他 们 的 大 小 顺序 ; 我 们 再 次 使 用 8117 中 pi,p2,ps 的 表 
示 法 , 将 这 三 个 数 按照 pn < pa < ps 的 大 小 顺序 排列 , 它们 的 取 值 范围 见 
(117.10) . 这 些 数 可 以 表示 为 下 列 参 数 形式 

一 亿 1l+%u u(l++) 
Tat i 
如 果 参 数 久 在 w>1 的 全 范围 内 取 值 , 则 可 以 得 到 pi,p2,ps 的 所 有 不 同 的 值 
(保持 大 小 顺序 不 变 ) . w < 1 时 同样 的 数值 范围 可 通过 下 列 蔡 换 得 到 : 


pi (2) =P(u), pa (3) = psa(u), ps (5) = p2(u). (118.13) 
在 图 25 中 描绘 了 pi,p2z,p3 依赖 于 1/u 的 曲线 . 


pi1(u) = p2(u) = (118.12) 





图 25 


我 们 假设 在 某 个 时 段 方 程 (118.7) 的 右边 确实 很 小 , 使 得 它们 可 以 被 忽 
略 ,因而 有 卡 兹 涅 尔 状 态 (118.10) . 但 是 当 t 一 0 时 这 样 的 情况 不 能 无 限制 
地 持续 ,因为 在 已 指出 的 各 项 当中 总 是 存在 增长 的 项 . 如 果 负 的 窜 指 数 对 应 
了 消 数 a(t) (pi = pi1 < 0), 那么 卡 兹 涅 尔 状 态 的 扰动 从 as 项 中 产生 , 剩余 的 项 
在 t 减 小 时 会 下 降 . 

在 方程 (118.7) 的 右边 仅 保留 这 些 扰 动 项 , 我 们 得 到 方程 组 : 


1 1 
G7 二 eo Dn De (118.14) 
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这 些 方程 的 解 应 该 描述 度 规 从 “初始 ”状态 的 演化 出 , 在 初始 状态 中 , 方程 的 
解 通过 选取 一 定 的 指数 (并 且 pi < 0) , 用 公式 (118.10) 描述 ; 设 pi= pi1,pm 一 
22 Pn = 23， 于 是 


全 二 b = t??, c= ?3 


(在 下 面 得 到 的 结果 中 , 不 失 一 般 性 , 可 以 设 定 这 些 表 达 式 中 的 比例 系数 等 
于 1). 在 这 种 情况 下 abc = 二 tT = Int+ const, 因此 方程 (118.14) 的 初始 条 件 
可 表示 为 下 列 形式 : 


Qir 一 忆 1， Br 一 D2， YT = D3. 


方程 组 (118.14) 的 第 一 个 方程 具有 粒子 在 指数 形势 又 的 场 中 的 一 维 运 
动 方程 的 形式 , 其 中 a 相当 于 坐标 . 在 这 个 类 比 中 , 初始 的 卡 兹 涅 尔 状 态 对 应 
于 恒定 速度 为 wr = pi 的 自由 运动 . 从 势 垒 上 反射 后 , 粒子 将 再 次 以 符号 相 
反 的 速度 ar = 一 pi 做 自由 运动 . 同时 基于 全 部 的 三 个 方程 (118.14) 可 发 现 


QT 十 有 rr 一 const， ar 十 Yr 一 Const， 


所 以 我 们 求 得 B+ 和 Yr 取 数 值 5- = pz 十 2p1,Y,r = ps 十 2p1. 由 此 使 用 (118.6) 
确定 a, 8,Y, 然后 还 有 t, 我 们 得 到 


ec ~ epiT, ed ~ e(P2+2p1)7 eY ~ e(P3+2p1 和 t~ ellt2pD)7 


即 a ~ ti,b~tPm,c~ tn ,其 中 


> | 2|pi| 一 | 二 过 

HH I 
这 样 一 来 , 扰动 的 作用 导致 一 个 “ 卡 兹 涅 尔 状态 ”替换 为 男 一 个 ,并 有 是 + 
的 负 短 指数 从 方向 跳 到 方向 m: 就 是 说 如 果 过 去 mr < 0, 那么 现在 pi < 0. 
在 替换 的 过 程 中 函数 a(b 经 过 最 大 值 , 而 b(t) 经 过 最 小 值 : 先前 减 小 的 量 b(t) 
开始 增 大 , 先前 增 大 的 量 a(t) 开始 减 小 ,而 函数 c(t) 则 持续 减 小 . 先前 增长 
的 扰动 本 身 (方程 (118.7) 中 的 ao4 项 ) , 开始 下 降 和 停息 . 度 规 的 进一步 演化 
以 类 似 方 式 (由 于 (118.7) 式 中 的 友 项 ) 导致 扰动 增长 , 变换 到 下 一 个 卡 北 

指数 蔡 换 规则 (118.15) 适合 于 利用 参数 化 的 方式 (118.12) 表达 : 如 果 








Pi=p1(U), pm 一 po2()， pn = pa(u), 


@ 提醒 一 下 , 我 们 研究 的 是 上 一 0 时 度 规 的 演化 ; 因此 “初始 ”条 件 对 应 着 更 晚 一 些 , 而 不 
是 更 时 一些 的 时 间 . 
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Pp!1 = pW—1), ph =n(u—1), p= pa(u—1). (118.16) 


两 个 正 指 数 当 中 较 大 的 那 一 个 仍然 是 正 的 . 

在 卡 兹 涅 尔 状 态 的 更 蔡 过 程 中 , 存在 着 理解 通 近 奇 点 时 度 规 演化 特征 的 
关键 . 

连续 的 更 替 (118.16) 〈 这 种 更 蔡 伴 随 着 负 村 指数 户 在 ! 上 和 mm 之 间 的 跳 
跃 ) 会 一 直 持 续 到 v 的 初 值 的 整数 部 分 尚未 消失 ,w< 1 的 情况 尚未 出 现 的 时 
候 . 数值 u < 1 按照 (118.13) 可 以 变换 为 uw > 1; 在 这 个 时 刻 指 数 pi 或 者 pm 
为 负 ， 而 pn 成 为 两 个 正 数 当 中 较 小 的 一 个 (pn = pz) . 下 一 个 系列 的 更 替 将 
在 方向 m 和 1 之 间或 者 n 和 mm 之 间 交 换 负 寡 指数 . 在 为 任意 (无理 数 的 ) 
初 值 时 , 更 替 过 程 会 无 限 持 续 下 去 . 

在 对 方程 严格 求解 的 时 候 , 指数 pl, pa, ps 当然 会 失掉 自己 的 严格 含义 . 
我 们 指出 , 这 个 状况 会 给 这 些 数 (以 及 同 它们 相关 的 参数 v) 的 确定 带 人 某 
种 “模糊 性 ”, 尽管 这 种 模糊 性 很 小 , 却 会 使 得 对 某 种 方式 挑选 出 的 (例如 ， 
有 理 数 的 ) 数值 v 的 研究 失去 意义 . 正 因为 如 此 , 只 有 在 任意 的 、 无 理 数 的 
这 种 普遍 情况 下 的 规律 性 才 具 有 现实 意义 . 

这 样 一 来 , 模型 朝向 奇 点 的 演化 过 程 由 连续 的 振荡 系列 构成 , 在 每 一 个 
振荡 系列 中 沿 着 两 个 空间 轴 方 向 上 的 距离 在 振动 , 而 沿 着 第 三 个 轴 的 距离 单 
调 减 小 ; 体积 按照 近似 于 ~ 上 的 规律 减 小 . 在 从 一 个 系列 变 到 下 一 个 系列 时 ， 
距离 单调 下 降 的 方向 会 从 一 个 轴 更 替 到 另 一 个 轴 . 这 些 更 替 的 顺序 渐 近 地 具 
有 随机 过 程 的 特征 . 连续 的 振动 系列 的 长 度 (就 是 说 , 每 一 个 系列 的 “ 卡 兹 涅 
尔 时 代 ” 数 ) 的 交替 顺序 也 会 有 随机 性 质 . 

连续 的 振动 系列 在 通 近 奇 点 的 时 候 会 变 得 稠密 . 在 世界 时 间 的 任何 一 个 
有 限时 刻 t 和 时 刻 t= 0 之 间 包 含 无 穷 多 组 振动 . 描述 这 个 演化 的 时 间 进 程 的 
自然 变量 并 不 是 时 间 t 本 身 , 而 是 它 的 对 数 jnt, 沿 着 Int, 逼近 奇 点 的 整个 
过 程 被 拉 伸 至 一 oo. 

在 已 表述 的 解 中 , 我 们 从 一 开始 就 对 问题 做 了 些 简 化 ， 即 假定 (116.3) 
中 的 矩阵 nop(t) 是 对 角 的 . 向 度 规 中 引入 非 对 角 的 分 量 mas 不 会 改变 已 描述 

Q@ 如 果 参 数 u 的 “初始 ” 值 为 uo = ko + zo (其 中 ko 为 整数 , 而 zo < 1) , 那么 第 一 个 振动 
系列 的 长 度 将 为 ko, 而 下 一 个 系列 的 & 的 “初始 " 值 将 为 ui = 1/zo = ki +z1, 等 等 . 由 此 容易 


得 出 结论 , 连续 系列 的 长 度 由 单元 ko, ki1,kz,-… 给 出 , 后 者 是 将 wo 按照 下 式 分 解 成 无 穷 连 分 数 
(在 uo 为 无 理 数 的 条 件 下 ) 的 单元 


vo = po 十 一 一 一: 
Ki 十 T 
kz 二 一 一 一 


这 个 展 式 的 更 多 连续 单元 值 的 分 布 符合 统计 学 规律 . 
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的 度 规 演化 的 振动 特征 , 以 及 连续 的 卡 效 涅 尔 时 代 的 指数 pi, pn,, pn 的 更 蔡 规 
律 (118.16) . 但 是 这 会 导致 出 现 附加 的 性 质 : 指数 的 更 替 伴 随 着 它们 所 对 应 
的 化 标 轴 方 向 的 改变 9. 
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已 经 指出 过 , 不 能 以 弗 里 德 曼 模型 对 描述 宇宙 现今 状态 的 适用 性 为 依 
据 , 期 望 它 同样 适合 于 描述 宇宙 演化 的 早期 阶段 . 与 此 相关 首先 会 产生 这 样 
一 个 问题 , 存在 时 间 奇 点 在 多 大 程度 上 是 宇宙 学 模型 必 有 的 一 般 性 质 , 它 和 
作为 宇宙 学 模型 基础 的 特殊 简化 假设 ( 言 先是 对 称 性 假设 ) 到 底 有 没有 联系 ? 
我 们 强调 , 提 到 奇 点 时 , 我 们 是 指 物理 奇 点 一 一 物质 密度 和 四 维 曲 率 张 量 的 
不 变量 趋 于 无 穷 大 之 处 . 

如 果 奇 点 的 存在 与 这 些 假设 无 关 , 这 就 意味 着 , 它 不 仅 存 在 于 爱 因 斯 坦 
方程 的 特 解 中 , 而且 也 存在 于 通 解 中 . 对 解 的 普 适 性 的 判 据 是 看 它 包 含 的 “ 物 
理 上 任意 ”的 郴 数 的 数目 . 在 通 解 中 这 些 师 数 的 数目 应 该 足够 用 来 在 任意 选 
择 的 时 刻 任 意 地 给 定 初始 条 件 (对 于 真空 , 这 个 数目 是 4; 对 于 充满 了 物质 的 
空间 , 该 数目 为 8, 参考 895@ ) . 

在 整个 空间 和 全 部 时 间 内 寻求 严格 形式 的 通 解 显然 是 不 可 能 的 . 但 是 对 
于 解决 提出 的 问题 而 言 , 只 要 人 研究 奇异 性 附近 的 解 的 形式 就 足够 了 . 

弗 里 德 曼 解 具 有 的 奇异 性 特征 在 于 , 空间 距离 的 趋 零 按照 同样 的 规律 发 
生 在 所 有 的 方向 上 . 这 种 奇异 性 的 类 型 不 是 足够 一 般 的 : 它 本 质 上 是 仅 含 坐 
标的 三 个 任意 是 数 的 一 类 解 (参考 8113 的 习题 ) . 同时 我 们 指出 ,这些 解 只 
存在 于 填充 7 物质 的 空间 . 

在 上 一 节 中 研究 的 振动 类 型 的 奇异 性 具有 如 下 普 适 特征 一 一 存在 带 有 
这 种 奇异 性 的 爱 因 斯 坦 方程 的 解 , 上 且 它 包含 了 所 和 需 的 全 部 任意 水 数 . 这 里 我 
们 简短 地 描述 构造 这 种 解 的 方法 , 而 不 深入 计算 的 细节 号 . 

如 同 在 均匀 模型 中 那样 (8$118) ， 通 近 奇 点 的 状态 由 相互 更 答 的 “ 卡 效 
涅 尔 时 代 ”的 连续 系列 组 成 在 每 个 这 样 的 时 代 的 发 展 过 程 中 , (在 同步 参考 
””@ 关于 这 一 点 ,以 及 该 类 型 均匀 宁 宙 模 型 性 质 的 其 他 细节 可 参考 B. A. Bexnncrnit, 已 .ML 
JIuhmnn, MH. M. XanarHuroB//Y PH. 1970. T. 102. C. 463; Adv. in Phys. 1970. V. 19. P. 525; 
KIT®. 1971. T. 60. C. 1969. 

@ 但 是 我 们 随即 强调 , 对 于 爱 因 斯 坦 方程 这 样 的 非 线性 微分 方程 组 , 通 解 的 概念 不 是 单一 
的 . 原则 上 可 以 存在 多 于 一 个 的 一 般 积分 , 其 中 每 一 个 并 不 涵盖 能 想到 的 初始 条 件 的 所 有 的 多 


样 性 , 而 只 是 它 有 限 的 一 部 分 . 带 有 奇异 性 的 通 解 的 存在 不 排除 同时 存在 男 一 些 不 具有 奇异 性 
的 通 解 . 例如 , 没有 理由 怀疑 存在 这 样 的 不 带 有 疝 异 性 的 通 解 , 它 描述 质量 不 太 大 的 稳定 的 孤立 


@ 它们 可 以 在 这 些 文章 中 找到 ;B. A. Denxwncxnit. E. M. JInbmwm. MU. M. XanaranroB//H{9T®. 
1972. T. 62. C. 1606; Adv. in Phys. 1982. V. 31. P. 639. 
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系 中 ) 空间 度 规 张 量 的 主 项 (对 1/t) 具有 (118.1) 的 形式 ,并且 包 含 来 自 
(118.10) 的 时 间 函 数 abc, 但 此 时 矢量 l,m,n 是 空间 坐标 的 任意 函数 (而 不 
像 在 均匀 模型 中 那样 是 完全 确定 的 ) . 此 时 pi,pm,pn 同样 是 函数 (而 不 只 是 
数 ) , 它们 还 像 从 前 那样 通过 关系 式 (118.11) 那样 相互 关联 . 以 这 种 方式 构造 
的 度 规 在 某 个 有 限 的 时 间 段 内 满足 真空 中 的 场 方程 R98 =0 和 RS = 0. 方程 
R? = 0 会 导出 三 个 关系 式 (不 包含 时 间 ), 它们 应 该 添加 到 包含 在 yae 里 的 
空间 坐标 的 任意 晴 数 上 . 这 些 关系 式 将 10 个 不 同 的 函数 相互 联系 起 来 : 三 个 
矢量 l,m,n 各 自 的 三 个 分 量 和 位 于 时 间 的 指数 上 的 一 个 函数 (因为 三 个 函数 
pl, pm, pn 通过 两 个 条 件 (118.11) 相 联 系 ). 在 确定 物理 上 任意 的 蚂 数 的 数目 
时 应 该 同时 考虑 到 , 同步 参考 系 还 允许 在 不 影响 时 间 的 前 提 下 对 三 个 空间 坐 
标 进 行 任意 变换 . 因此 度 规 总 共 包 含 10-3-3=4 个 任意 函数 一 一 这 正 是 真 
空中 场 的 通 解 应 当 包 含 的 数目 . 

从 一 个 卡 兹 涅 尔 状态 到 为 一 个 的 更 替 (就 像 在 均匀 模型 中 那样 ) 源 于 六 
个 方程 RS = 0 当中 的 三 个 里 面 存 在 这 样 一 些 项 , 它们 在 t 减 小 时 增长 得 比 
其 他 项 快 , 这 样 一 来 , 它们 起 到 破坏 卡 效 涅 耳 状 态 的 扰动 的 作用 . 一 般 情况 
下 , 这 些 方 程 与 方程 (118.14) 在 形式 上 的 区 别 仅 在 于 位 于 它们 右边 的 那些 依 
赖 于 空间 坐标 的 因子 (1.rot ll.m xn)* (意味 着 ,三 个 指数 pi,pm,pn 当中 pl 
为 负 值 ) 中 . 但 是 由 于 方程 (118.14) 是 相对 于 时 间 的 常 微分 方程 组 , 这 个 差别 
无 论 怎样 也 不 会 影响 到 它们 的 解 以 及 由 这 个 解 得 出 的 卡 兹 涅 耳 指 数 (118.16) 
的 更 替 规 律 , 还 有 在 8118 节 中 叙述 的 所 有 的 更 进一步 的 推论 @. 

解 的 普 适 性 程度 在 引入 物质 时 不 会 降低 : 物质 连同 因 它 引入 的 全 部 4 个 
新 的 坐标 函数 一 起 被 “ 写 人 ” 度 规 , 这 4 个 新 的 坐标 函数 对 于 给 出 物质 密度 
和 三 个 速度 分 量 的 初始 分 布 是 必需 的 . 物质 的 能 量 动量 张 量 7T* 将 1/t 的 更 高 
阶 项 (高 于 主 项 ) 带 人 场 方程 中 (完全 类 似 于 §117 节 的 习题 3 中 针对 平 直 均 
名 模型 所 示 的 那样 ) . 

这 样 一 来 , 时 间 奇 点 的 存在 是 爱 因 斯 坦 方程 解 的 相当 普遍 的 性 质 , 并 且 
通 近 奇 点 的 状态 在 一 般 情况 下 具有 振荡 的 特征 马 . 我 们 强调 , 这 个 特征 与 物 
质 的 存在 无 关 (因而 与 物质 的 物 态 方程 也 无 关 ), 而 是 空 的 时 空 所 固有 的 特 
性 . 弗 里 德 曼 解 所 固有 的 、 与 物质 的 存在 有 关 的 、 单调 各 向 同性 类 型 的 奇异 


Q@ 对 于 均匀 模型 ,这 个 因子 与 结构 常数 C1! 的 平方 相同 并 且 按 照 定义 是 常数 . 

@ 如 果 对 解 中 的 任意 函数 加 上 一 个 附加 条 件 4. rott = 0, 那么 振荡 会 消失 , 卡 北 涅 耳 状 态 
将 持续 到 点 上 = 0 本身. 然而 这 样 的 解 比 一 般 情况 下 要 求 的 少 包 含 一 个 任意 吨 数 . 

加 在 爱 因 斯 坦 方程 的 通 解 中 存在 奇 点 的 事实 最 先 被 豆 罗 斯 (R. Penrose, 1965) 采用 拓扑 学 
的 方法 所 证 明 , 然而 , 这 些 方法 不 能 提供 确定 奇异 性 的 具体 解析 特征 的 可 能 性 . 这 些 方法 的 描 
述 和 借助 于 这 些 方法 得 到 的 定理 可 参考 R. Penrose. Structure of Space-Time, W. A. Benjamin N. 
Y., 1968. 


$119 爱 因 斯 坦 方程 一 般 宇 宙 学 解 的 时 间 奇 异性 .441 . 


性 只 具有 特殊 的 意义 . 

在 提 到 宇宙 学 意义 上 的 奇异 性 时 , 我 们 指 的 是 整个 空间 达到 的 奇 点 , 而 
不 是 空间 的 有 限 部 分 (就 像 有 限 物 体 发 生 引力 韦 缩 那样 ) 达到 的 奇 点 . 但 是 
振动 解 的 普 适 性 给 出 了 下 面 这 个 假设 的 根据 , 就 是 有 限 物 体 在 共 动 参考 系 中 
韦 缩 到 事件 视界 以 内 时 达到 的 奇异 性 也 具有 同样 的 特征 . 

我 们 一 直 说 通 近 奇 点 的 方向 就 是 时 间 减 小 的 方向 ; 但 是 鉴于 爱 因 斯 坦 方 
程 相对 于 时 间 反 演 的 对 称 性 , 那 就 可 以 同样 合理 地 沿 着 时 间 增加 的 方向 讨论 
逼近 奇 点 的 问题 . 然而 , 实际 上 , 鉴于 未 来 和 过 去 在 物理 上 并 非 等 效 ,针对 所 
提出 问题 的 本 身 而 言 , 在 这 两 种 情况 之 间 就 存在 着 实质 性 的 差别 . 只 有 当 未 
来 的 奇异 性 在 之 前 某 个 时 刻 给 定 的 任意 初始 条 件 下 都 可 以 实现 的 情况 下 , 该 
奇异 性 才 具 有 物理 意义 . 可 以 明白 , 没有 任何 根据 能 够 说 明 , 在 宇宙 演化 过 程 
中 的 某 个 时 刻 达 到 的 物质 和 场 的 分 布 能 够 对 应 于 一 些 特殊 的 条 件 , 而 这 些 条 
件 恰好 是 实现 爱 因 斯 坦 方程 的 某 个 特 解 所 要 求 的 . 

在 以 前 所 做 的 仅仅 基于 一 些 引力 方程 的 研究 中 ,关于 奇异 性 的 类 型 问 
题 ,通常 未 必 能 够 给 出 唯一 涵义 的 答案 . 自然 地 想到 ,和 现实 世界 相对 应 的 
解 的 选择 与 某 些 深刻 的 物理 条 件 有 关 , 这 些 条 件 的 建立 仅仅 基于 一 个 现存 的 
引力 理论 是 不 可 能 的 , 只 有 继续 对 物理 理论 进行 整合 才 有 可 能 揭示 这 些 条 件 ， 
就 这 个 意义 而 言 , 原则 上 可 以 说 , 这 种 选择 对 应 着 某 种 特殊 的 (例如 各 向 同 
性 ) 类 型 的 奇 点 . 

最 后 , 还 有 必要 作出 如 下 评论 . 爱 因 斯 坦 方程 本 身 的 适用 范围 绝 不 会 在 
小 的 尺度 或 者 大 的 物质 密度 这 些 方面 受到 限制 , 这 是 因为 方程 在 这 样 的 极限 
下 不 会 导致 任何 内 部 矛盾 (这 与 , 例如 , 经 典 的 电动 力学 方程 不 同 ) . 在 这 个 
意义 上 ,基于 爱 因 斯 坦 方程 研究 时 空 度 规 的 奇异 性 是 完全 合理 的 . 然而 , 不 
用 怀疑 的 是 , 实际 上 在 该 范围 内 应 该 存在 重要 的 量子 现象 , 关于 后 者 , 在 目 
前 的 理论 状况 下 , 我 们 还 没有 什么 可 说 . 只 有 将 来 整合 了 引力 理论 和 量子 理 
论 以 后 , 才能 够 揭示 经 典 理论 的 结论 当中 哪些 仍然 是 有 意义 的 . 同时 毋庸 置 
疑 的 是 ,在 爱 因 斯 坦 方程 的 解 中 , 奇异 性 的 产生 (无 论 在 宇宙 学 方面 , 还 是 
有 限 物体 的 声 缩 ) 这 个 事实 本 身 有 着 深刻 的 物理 涵义 . 不 应 忽视 之 点 还 有 ,在 
引力 十 缩 过 程 中 那些 极 高 密度 的 获得 (在 这 种 情况 下 还 没有 根据 怀疑 经 典 引 
力 理论 的 合理 性 ), 足以 用 来 讨论 物理 上 “奇异 ”的 现象 
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详 后 记 


早 在 1959 年 , 任 朗 、 袁 炳 南 二 位 先生 就 按 1948 年 俄 文 第 二 版 将 本 书 译 
为 中 文 出 版 , 深 受 国内 广大 读者 欢迎 . 半 个 多 世纪 以 来 , 本 书 俄 文 原 版 历经 数 
次 修改 和 增补 ， 和 最 初 的 版 本 相 比 篇 幅 已 大 为 增加 , 全书 的 内 容 (特别 是 有 
关 引 力 场 理论 的 内 容 ) 多 有 更 新 , 迫切 需要 出 版 包括 这 些 修 改 和 增补 的 新 的 
中 译本 . 这 次 的 翻译 是 在 任 、 袁 二 位 先生 原 译 本 的 基础 上 , 按 2006 年 俄 文 第 
八 版 进行 的 . 

新 译本 的 1 一 9 章 和 12 章 由 国家 天 文 台 邹 振 隆 先生 依据 俄 文 第 八 版 并 
参考 英文 第 四 版 进行 了 校订 . 第 10,11,13,14 章 的 增补 部 分 、 序 言 和 索引 由 重 
欣 依 俄 文 第 八 版 翻译 , 亦 由 邹 振 隆 先生 进行 了 校订 . 
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